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Définitions Loi des sinus 
IN = {0, 1, 2, 3,4, ES 
IN*= {1,2,.3; 4. ….} a b C 
Z = {...,-2, -1, 0, 1,2, 3, ..} 
Q= je] a,beZ,etb# 0} Identités trigonométriques 
IR = ensemble des nombres réels sin’ À +cos A= 1 
tan? À + 1 = sec? À 
Décomposition en facteurs cot? À + 1 = csc? A 
a + 2ab + b? = (a + bÿ sin (À + B)= sin À cos B + cos À sin B 
& —2ab+b?=(a-b}) sin (À — B)= sin À cos B — cos À sin B 
D die, 
a —b ={(a+bXa —b) cos (À + B) = cos À cos B — sin À sin B 
& — D = (a — b}(a? + ab + b?) À Ry=cès À His aa 
& + b5 = (a+ b)(@ — ab + b?) cos (À — B) = cos À cos B + sin À sin 
4 _ pa _ D p2 tan À B 
a — D = (a + by(a — bY(a° + b°) tnt pe an À + tan 
1— tan À tan B 
Zéros de l'équation quadratique sin (2A) = 2 sin À cos À 
ax + bx+c=0, si cos (2A) = cos? À — sin? À 
-b+Vb? - 4ac -b—Vb? —4ac D A3 -2tanÀ 
x= ou x = tan (24) 2 
2a 24 1—tan À 
sin (-AÀ) = -sin À 
Développements cos (-A) = cos À 
(a+ b} = a + 3a°b + 3ab° + b° 2 421602 
(a — b} = & — 3ab + 3ab° — D 2 
er 1+cos2A 
Abréviations D 
centimètre cm mètre m sin A cos B =! [sin(A— B)+ sin (A + B)] 
décimètre dm minute min 2 
degré (d’arc) . newton N in A sin B = 1 AB EE 
heure h radian rad SET 2 [cos(A— B)— cos (A + B)] 
jour d seconde S : 
kilomètre km kelvin K cos À cos B = -[cos(A — B)+cos(A + B)] 
2 


Théorème de Pythagore et trigonométrie ' —. 
Fonctions particulières 


æ+b=c 
in0=* h=fx $ x<0 
ne en 

b a 
e fr-lx ä x<0 

à dE b - C si x2>0 

a 
oo [xl=ksik<x<k+1,oùkeZz 
i i i F riell 
Lois des cosinus et des sinus actorielle 

= ; . " 

Loi des cosinus A “ei 1) (an —2)...(3)(2)(1), où n eIN 


& = b? + ©? — 2bc cos A c b 
2.9 2 si ds 
= +c 2ac cos B B c 


= d + b? — 2ab cos C a 
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Avant-propos 


Cette huitième édition de Calcul différentiel a été préparée en fonction des besoins exprimés 
par le milieu collégial. Aïnsi, pour l'élaboration du présent ouvrage, qui amorce la trilogie 
des volumes collégiaux de la série Charron et Parent, les auteurs ont tenu compte des commen- 
taires et des suggestions d’un grand nombre d’utilisatrices et d'utilisateurs. 


La structure du livre est modifiée par rapport aux éditions précédentes. Le chapitre 1 est consa- 
cré à l'essentiel des notions préalables au cours de Calcul différentiel. Les notions d’asymptotes 
verticales et horizontales sont déplacées du chapitre 6 au chapitre 2, ainsi que les notions de 
limite infinie et de limite à l'infini. 

Cet ouvrage exploite la couleur de façon pédagogique. Elle sert, entre autres, à illustrer 
les phénomènes mathématiques étudiés. Grâce à une utilisation judicieuse de la couleur, 
l'élève est aussi en mesure de repérer les notions clés et les aspects importants de la matière. 


L'approche programme se reflète dans toutes les parties du livre. Tout d’abord dans 
les exemples, où l’on traite de sujets variés, puis dans les exercices, qui touchent plu- 
sieurs champs d’études du domaine des sciences naturelles et des sciences humaines. Les 
auteurs ont utilisé la terminologie ainsi que les notations propres à la biologie, à la chimie, 
à l'administration et à la physique. Les exercices se rapportant à une matière en particulier 
sont accompagnés d’un pictogramme représentant cette matière. 


Le présent ouvrage comporte toujours les caractéristiques appréciées des enseignants. 
Chaque chapitre s'ouvre sur un problème type qui est repris plus loin dans le chapitre. 
Ce problème sert de pont entre la matière théorique et l’application pratique du calcul 
différentiel. 


Au début de chaque chapitre, nous retrouvons toujours une capsule « Perspective historique » 
qui met en relation le contenu du chapitre et le contexte des découvertes en mathématiques. 
De plus, des «bulles historiques» présentent divers mathématiciens et quelques rappels sur 
l'origine ou l’utilisation de certains outils mathématiques. 


Des exercices préliminaires en début de chaque chapitre permettent à l’étudiant de revoir 
des notions étudiées au secondaire ainsi que des notions abordées dans les chapitres pré- 
cédents, et qui sont essentielles à l'étude du nouveau chapitre. 


Les auteurs proposent la résolution de problèmes à l’aide d’outils technologiques. La résolution 
de certains exemples fait appel au logiciel Maple. Certains exercices et problèmes sont accom- 
pagnés d’un pictogramme «outil technologique», suggérant ainsi une résolution à l’aide d’un 
de ces outils technologiques. 


La liste de vérification des apprentissages est offerte dans cet ouvrage. Située avant les 
exercices de fin de chapitre, elle permet à l’élève de compléter un résumé de notions étu- 
diées dans ce chapitre, avant de résoudre les exercices récapitulatifs et les problèmes de 
synthèse. L'étudiant prend ainsi conscience de ses acquis et de ses lacunes avant d’entre- 
prendre la partie pratique. 


Un réseau de concepts permet de saisir les liens entre les notions étudiées dans chaque 
chapitre. 


Nous espérons que vous pourrez tirer le meilleur de cette huitième édition de Calcul diffé- 
rentiel, et que cet ouvrage restera ou deviendra votre outil d’apprentissage privilégié. 
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Particularités de l'ouvrage 


Plan du chapitre 
Le plan du chapitre permet le repérage des contenus et des 


apprentissages présentés. Afin de faciliter la consultation, les 
numéros de pages des différentes sections sont indiqués. 


Définition de la dérivée 


Introduction 
L'introduction du chapitre permet de mettre en relation ses 
contenus dans une séquence générale d'apprentissage. De plus, 
la présentation d’un problème type du chapitre précise le genre 
d’habileté à acquérir et son contexte d’utilisation. 


PERSPECTIVE MHISTORIQUE 


La diffusion du calcul différentiel grâce 
à une pédagogue et à une traductrice 


ous étudierons, dans 
calcul différentiel, c'e 
correspond au taux de variation instant 
les calculs de limites, prés 
en un point ainsi que la foi 


Perspective historique 
© Exercices préliminaires 
34. Tauxde variation moyen 
32. Dérivée une fonction en 
un point et taux de variation 
instantané 


3.3 Fonction dérivée 
Réseau de concepts 
Vérification des apprentissages 
Exercices récapitulatifs 
Problèmes de synthèse 


1 de vitesse ins- 
ide du taux de variation moyen et du laux de Variation 


ésenterons les notions de vitesse moyent 


En particulier, l'élève pourra résoudre, à la in de ce chapitre, le pro- 
blème de chimie suivant. 


De l'azote (N) et de l'hydrogène (H) réagissent pour former de 
l'ammoniac (N, + 3H, = 2NH.). Toutes les quantités sont expri- 
mées en grammes. La quantité d'ammoniac, en fonction du temps 
1, notée Q(), est donnée par 


œuvres charitables auprès des femmes pauvres. Elle mourra, 
elle-même pauvre, une quarantaine d'années plus tard. 


ER nf de Les pan 
Jr coms 

Fi dore La sin Sunciren 169 
Re ne 
Tale des is coute de Gun Hans 
L'on, marque de Sin Mesme (1661708) Due 
SR mn 
Gris en gd lu lu du 
einer tin 
A de éd Lobn aNeven 


6 = 100— 100 où r est en secondes et Q en grammes. 
Lannée 1749 marque un autre lee 

événement important re à la 
présence des femmes en mathé- 
matiques. Le 10 septembre, à 
le de 3 ans Gabrielle Émile 
Le Tonneler de Breteuil 
marquise du Chdlet décède 
ea donvant missance À une file. 
Contnirement à Maria Agnes, 
Émilie a été toute sa vie très 
ave dans la haute société 
française. Elle es connue prin- 
cipalement pour sa traduction 
française commentée des Phlso- 
phiae Naurals Prinipia Mathe- 
mac Principes mathématiques de a philosophie naturel) 
de Newton, parue en 179, dix ans après sa mor. Cet 
iradutio arrive à paint, car depuis le début du siècle, une 
vive controverse oppose en France Les Lenants de la éco” 
nique exionienne, basée surun principe d'action à distance, 
2 ceux de la mécanique carésienne, basé sur ne théorie des 
toulon d'une matière subi qu, selon Descartes, remplit 
l'Univers. Étile a probablement renconné des mathénat- 
lens et des wants dès sa prime jeunesse dans Les grands 
Salons de l'appartement fall au cœur de Pris. El ne Les 


L'élève aura à calculer divers taux de variation moyens et 
instantanés, 


(Voir le problème de synthèse n° 12, page 164) 


EE EEE 


Le Instituzioni analiiche ad 
uso della gioventu italiana 
(Les bases de l'analyse à 
l'usage de la jeunesse italienne) 
de Maria Gaetana Agnesi 
est publié en deux volumes en 
1748 et en 1749, L'Académie 
des sciences de Paris qualifie 
le second volume de meilleur 
ouvrage sur le caleul difiéren- 
tel et intégral, qu'on appelle 
alors « l'analyse infinitésimale», 
Cete opinion est largement 
partagée puisque le livre sera 
traduit dans plusieurs langues. 
Maria Guetana est l'aînée des 23 enfants d'un riche mar 
chand de soie milanais. Dès son jeune âge, elle manifeste des 


Émilie du Châtelet 
(706-1749) 


à 
Amara Gastans ARS 
EA 


" RAD 


dons intellectuels exceptionnels, À 11 ans, elle parle couram- 
ment 7 langues età 20 ans, lle publie un premier ivre sur 
philosophie et es sciences naturelles. Elle veut devenir el 
Sieuse et entrer au couvent Toutefois, son père a convainc 
de rester avec li et de l'er à s'occuper de sa nombreuse 
famille, C'est à cuite époque qu'elle commence à s'inté- 
resser sérieusement aux mathématiques, Avec l'aide d'un 
récepteur, le père Ramiro Rampinel, elle Fait rapidement 
des progrès. Son précepteur encourage à écrire un manuel 


quitera jamais vraiment. Mariée au marquis Florent-Claude 
du Châtelet en 1725, elle s'entoure des plus grands esprits de 
son temps: d'abord Voltaire (1694-1778), son plus proche ami 
jusqu'à la fin, mais aussi Maupertuis (1698-1750) et Clairault 
1713-1765), respectivement physicien et mathématicien alors 
Au sommet de leur carrière. Émilie du Châtelet est véritable- 
ment une femme de son siècle, le Siècle des Lumières, des 
conmissances et du savoir 


Elle est aussi une femme à la personnalité attachante, 


Une capsule « Perspective historique » est présentée au début de chaque 
chapitre. Elle permet de mettre en évidence les contextes de découverte 
ou d'utilisation des contenus présentés. Les mathématiques sont ainsi 
considérées dans le cadre d’un cheminement intellectuel général, en 


sur l'algèbre et l'analyse iniitéimale, Forte de l'expérience 
quelle à acquise en emignant les mathématiques à ses 
ieunes frères elle décide de faire profiter l'ensemble 
des jeunes liens de son talent de pédagogue. Son livre 
deviendra un modèle de clarté. Su notoriété est telle que 
le pape Benoît XIV la nomme à une chaire de mathémati 
ques de l'Uniersté de Bologne en 1750, Cependant, elle 
Aira jamais à Bologne, À la mor de son père en 1752, elle se 
retire de la haute société pour se consacrer entièrement à des 


comme l'écrit Voltaire dans une lettre de juin 1734, peu 
après l'avoir rencontrée: « Son esprit est digne de vous et de 
M. de Maupertuis, et son cœur est digne de son esprit. Elle 
rend de bons offices à ses amis, avec la même vivacité qu'elle 
2 appris les langues et la géométrie; et quand elle a rendu 
tous les services imaginables, elle eroit n'avoir rien fait; elle 
roit ne rien savoir, ignore si elle a de l'esprit. 


relation avec les autres champs du savoir humain. 


168 |. Perspective historique 


Les objectifs d'apprentissage constituent un 
autre moyen, pour les élèves, d’entrevoir les 
notions qu'ils auront à maîtriser. 


9.1 Dérivée des fonctions sinus et cosinus 


Ils sont en lien direct avec l’activité de 
vérification des apprentissages, présentée 
en fin de chapitre. 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions conte- 
nant des fonctions sinus et cosinus. 


(sin f ) = (cos f ().f" 


/ E 2 


Plus précisément, l'élève sera en mesure: = = = _ s = 
Exercices préliminaires 


+ _de démontrer la règle de dérivation pour la fonction sinus ; 


+de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la for 1. Écrire les expressions suivantes sous la forme x, où 4. Évaluer les expressions suivantes. 
+ _de démontrer la règle de dérivation pour la fonction cosinus ; relk. a) 0! b) 6! 
+ _de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la for a) Vx où Ve 131 70! 
ï ° wo D er 
9 4 d) V7 ; ù 
x 
83! 200! 
: 9 &or 202! 
€) xx 80! 02 


5. Compléter les égalités suivantes. 


2. Écrire les expressions suivantes sous la forme Ÿx?, où à im AE += HG) _ 
aelN etheIN. Qt h pes 
à D x PU 
z ; b) lim ste ae EN 
Exercices préliminaires . © 2° x D 


Les élèves apprécient pouvoir évaluer leur À 6. 
niveau de connaissances préalables avant de Reda des di 


culer les fonctions composées suivantes. Simplifier les 
poursuivre leur apprentissage. 


Compléter l'énoncé suivant. 


f'(@) correspond graphiquement à la 


7. Compléter les égalités suivantes si toutes les limites 


réponses. 
existent. 


Utilisation pédagogique 


de la couleur 


La couleur permet une 
meilleure compréhension 
des graphiques et facilite 
le repérage des définitions, 
des théorèmes et des 
exemples. 


RO.3) 


Dans le texte courant, 
l'utilisation de la couleur 
met en évidence les concepts 
importants et aide l'élève 

à faire des liens entre 
certains éléments. 


© 


d) Évaluons, si d'est possible, la pente de la droite tangente à la courbe aux points 


R(D, 3) et S(3, 0) 


EE) 


Cependant, 
dy _-x 


Cenremphgant s par-2et y par-V5) (remplaçant 


ar en remplaçant x par 3 et y par 0 dans 


=, nous obtenons + quantité non définie. Graphique: 


courbe au point SG, 0) est une droite vertical. 


L, on constate 


H'ŒOUNEKIS Soit un carré dont la mesure du côté est de x cm 


a) Calculons les taux de variation moyens de l'aire À sur les 


Exemples 


b) Calculons TVI 


Toujours aussi présents, les exemples préparent les élèves 
à voler de leurs propres ailes lorsqu'ils auront à faire les 
séries d’exercices. Afin de permettre une transition vers 
l'utilisation d’outils technologiques, le logiciel Maple est 
utilisé dans la résolution de certains exemples. 


IL Y A ENVIRON 275 ANS... 


et que sa place dans le calcul différentiel se précise. 


Archimède (-287 à -212) 


Réseau de concepts 


où x > 0 et dont l'aire À est donnée par A(x) = x°. : 
x cm 


intervalles [5 cm, (5 + A) cm] pour les valeurs de A suivantes. 


x em 


AG.) - AG 3 
Sih=0,1 cm, TVMyem sien = rie = lea 
AG.001 - AG ; 
Si h= 0.001 em, TVMsun sien = ee = 10,001 cm/em 


Ls.a6) à partir de la définition du taux de variation instantané. 


TVls 46» = A6) 


. .  A(S+h)-— A(5) née R 
= in (définition 3.7, où a = 5) 
h-0 h 
Bo 
= DES (in. 
h=0 h 0 
. 25+10h+ h°—25 
Er QE 
h=0 h 
10h + h° AE 
= lim (en simplifiant) 
h0 h 
.…. h(0+h) ne 
= [im ——— (en factorisant) 
h0 h 
= lim (A0+h) (en simplifiant, car 4 # 0) 


Bulles historiques 


L'idée intuitive de limite se manifeste tout au long de l’histoire des mathématiques. 
Archimède s'en sert dans ses nombreux calculs d'aire de surfaces courbes. Elle commence 
à prendre forme comme une notion indépendante chez D'Alembert (1717-1783). Ce n'est 
toutefois qu'au début du xix° siècle, particulièrement chez Cauchy (voir la perspective 
historique), qu'on la définit clairement, avec la notation lim, mais sans la flèche en-dessous, 


Plus succinctes que les perspectives historiques, 
les bulles historiques présentent un complément 
d’information sur un concept faisant l’objet 
d’une section du chapitre. Les élèves peuvent 
ainsi comprendre les relations entre les 
différentes facettes de la découverte ou 

de l’utilisation d’un objet d'étude. 


Les réseaux de concepts permettent de 
schématiser les contenus des chapitres et 
surtout de les mettre en relation. Ainsi, ils 
facilitent l’étude et la mémorisation des 
connaissances. 


Réseau de concepts 


LIMITES ET 
; CONTINUITÉ 
| | | | | 
Notion Limite à Théorèmes 
intuitive de gauche et à sur les. Limite Continuité 
limite droite limites 
Ÿ Y Y Y Y 
: Notion ee 
Existence ; LEA Vi Définition 
ele Infinie À l'infinie intuitive et Frrelede 
GERALD continuité 
continuité 
YŸ Y Y 
Asymptote Asymptote Fonction 
verticale horizontale Continue 
| | | 
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VII 


La vérification des apprentissages permet 
à l'élève de déterminer s’il a acquis ou non 


Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs les notions relatives à la réalisation des 
et les problèmes de synthèse. a ÿ ï ; & 
exercices récapitulatifs et des problèmes de 
Taux de variation moyen et vitesse moyenne synthèse. L'élève est ainsi en mesure de 


Le taux de variation moyen d'une fonction f est défini par 


M vérifier sa compréhension des notions 


pu présentées dans le chapitre et de corriger 
TVMxn = d'éventuelles faiblesses. 


Graphiquement, le taux de variation moyen d’une fonction f sur un intervalle [a, b] correspond à 


da — 


TVM, 


Soit x, la position d’une particule à l'instant r. 
La vitesse moyenne sur [r,, 1,] est définie par v,,,,,= 


Graphiquement, la vitesse moyenne correspond à 


Dérivée d'une fonction en un point et vitesse instantanée 


La dérivée d’une fonction fau point P(a, f (@)), notée f(a), peut être obtenue d' 


f (a)=lim —— ! FE Jim Ë 


Exercices récapitulatifs 


à TL s 
ê Biologie Æ® chimie (à) naministraton LE Physique f) Déterminer, théoriquement, le nombre maximal 


= = d'individus de cette espèce. Ce nombre peut-il être 
Outils technologiques © Perse rae rinouieemongne ateint? Expliquer 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes 


. . + Lise de synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont @) 2) Représenter dans un même système d’axes les courbes 
Les exercices qui se réalisent à l’aide du fournie 1 M en de P et du rythme de croissance de P. 
logiciel Maple ou de la calculatrice à affichage PR 4. Soit une compagnie dont les revenus, en dollars, sont 
: de à : ie oi donnés par R(g) = -3q° + 640q et les coûts, en dollars, 
graphique sont indiqués par un pictogramme. md par C(a) = 5q? + 5000. où g désigne le nombre d'unités 
La position x de cet objet par produites et g € [0, 70]. 
RSA EMI GEO En . a) Déterminer la fonction R,, donnant le revenu margi- 
à Lee se PRICE nal et la fonction C,, donnant le coût marginal. 
s et x(f), tres. 
Exercices : Sr DE tres b) Déterminer le profit maximal de cette compagnie. 
“ob; eo : Vérifier graphiquement que la valeur de g trouvée 
: INT ON 4 : , 2) la hauteur de l'objet au moment précis où one laisse © ©) CRETE HE E, q 
Fidèle à sa réputation d’ouvrage offrant le plus Fe correspond au seuil de production assurant un profit 
: : See : PEN] re maximal. 
d'exercices, la nouvelle édition termine chacun Dee donna VIE ER AESER EE 
ï 5 $ 4 ohiéE 5. On à constaté que la fonction 7 donnant la température 
des chapitres par une séquence d’exercices co) la vitesse initiale de l'objet, sa vitesse après en degrés Celsius d'une personne, à qui on a donné un 
” ï ; = à 2 secondes et son accélération après 4.5 secondes : médicament pour faire baisser la fièvre, est donnée par 
récapitulatifs et de problèmes de synthèse. d) la hauteur maximale qu'attetndra l'objet; m1 
à 2 T0 =37+ UT où se (0h, 48 nl. 
e) la vitesse de l'objet au moment où celui-ci touche le sol. t+21+10 
, à ” _ je re Fe 
En accord avec l approche programme qui Un astronaute sur la lune lance une balle verticalement AR le ER pee PAR 


= es le tant i) lorsqu'on lui donne le médicament; 


cherche à intégrer les acquis de plusieurs FE 
disciplines, certains exercices et problèmes 
sont accompagnés d’un pictogramme qui les 
relie à une discipline particulière : biologie, 
chimie, administration ou physique. 


: = ü) après 1 h; 4h; 1 journée. 
La hauteur x en mètres de la balle, après 1 secondes, jan j 
est donnée par l'équation x() = 0,5ar + 40r + 1,8, où a b) Donner la fonction f (?) donnant le taux de variation 

a Ta halleotes in instantané de la+—< & ti 


Chapitre 2 Corrigé 
Exercices préliminaires (page XX) É 
1. & 0,0002:0 9 +2 = G 4 DO) Le corrigé des exercices des chapitres se 
b) 0,000 07; 0,000 000 15 d) + A) x = h(32 + 3xh + 2) : : : 
c) 3 000; 8 000 000 Hoi D RS] trouve à la fin du livre afin de favoriser 
d) -200 000; -70 000 000 000 3 ‘ . 3 
nine al ©) R\F3,4 d + l'autonomie des élèves. Les réponses aux 
b) A B est impossible à déterminer. €) ]-°,5] f) [0,+e{\{1} $ i j è 
c) AB est positif et infiniment grand. 8) IR\{0. - V7, V7} h) 2,5 CXÉTCICES récapitulatifs et aux problèmes 


à) À estimposibe à déterminer HE none de synthèse, à l'exception de ceux notés 
€) ges négatif et infiniment grand. 9. a) i) f(0)=0 äi) (D) est non définie. en TOUSE, sont également fournies à la fin 
ii) f (1,5) = 2,25 iv) fO)=4 ë 
f) AB—A=A(B - 1), donc positif et infiniment grand. ue nés, se ie du volume. Par contre, les enseignants et 
10 ns Lee D >» les enseignantes qui utilisent le manuel 
DC x—3) « . » . é 
s " Re dom /=1R\ (1,3) ont accès aux solutions détaillées de ces 
x ÊL= (x + 
2e 1 


questions. 


4. a) Vx+7+\Tet-Vx+7- V7 
b) V3x-5+4V3x+4 et-V3x-5-V3x+4 


Site Internet 


Un complément théorique du chapitre 1 offert sur le site Internet permet aux 
étudiants de revoir ou d’approfondir certaines notions. De plus, plusieurs 
problèmes du volume sont résolus à l’aide du logiciel Maple ou d’une 
calculatrice à affichage graphique. Les étudiants y trouveront aussi des tests 
récapitulatifs leur permettant de s'entraîner à résoudre différents problèmes. 
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Notions algébriques 
et fonctions 


e chapitre est consacré à la révision de notions essentielles à 
l'étude du calcul différentiel. 


Dès la plus haute Antiquité, l’algèbre a été inventée pour résoudre 
des problèmes d’héritage, de calcul d’aire, de surface et de volume, 
d’arpentage, de géométrie et d’astronomie. Toutefois, aux xv° et 
xvr siècles, de nouveaux défis se présentent. Les canons révolution- 
nent l’art de la guerre. Les grandes explorations exigent de nouvelles 
techniques de repérage en haute mer. La nouvelle physique décou- 
lant de ces nouveaux besoins pousse les scientifiques vers un nouvel 
horizon mathématique jusqu'alors inexploré, soit la mathématisation 
du mouvement. Heureusement, au xvIr siècle, la nouvelle algèbre 
symbolique s'offre comme outil. Dans un premier temps, au milieu 
du siècle, Fermat étend les techniques de calculs de l’algèbre sym- 
bolique à un nouvel objet mathématique, l’infinitésimal. Par la suite, 
dans le troisième quart du siècle, Newton et Leibniz élaborent ce qui 
s'appelle maintenant «le calcul différentiel et intégral». Leibniz en 
particulier poursuit le travail d'extension du symbolisme algébrique 
à ce nouveau calcul. Après plusieurs essais, il propose une notation 
qui est essentiellement celle utilisée dans ce manuel. C’est dans le 
cadre du calcul différentiel et intégral que la notion de fonction prend 
forme. En fait, les problèmes de mécanique, et plus généralement de 
physique, se déclinent non plus en termes d’état d’une situation, mais 
plutôt en termes de changements et de taux de changements d’une 
situation. La recherche de façon d'écrire symboliquement une telle 
fonction a mené les mathématiciens de la fin du x1x° siècle à déve- 
lopper la théorie des ensembles et à préciser ce qu’il faut entendre 
par nombres négatifs, nombres réels et nombres complexes. 


1.1 Ensembles et intervalles 
Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra se familiariser à nouveau avec les 
notions d’ensembles et d’intervalles. {xEeR|2 <x<s} 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 
— ————+ 


*_d’effectuer des opérations sur des ensembles ; 2 (2, 5 5 
° de classifier les nombres réels : naturels, entiers, rationnels et irrationnels ; 
+ _d’exprimer, si c’est possible, un ensemble de nombres réels sous la forme d’un intervalle. 


Les ensembles 


Définition 1.1 Un ensemble est une collection bien définie d'éléments. 


Notation Nous notons un ensemble en plaçant les éléments de celui-ci entre des accolades 
{  } et en les séparant à l’aide de virgules. 


e Le symbole «e » indique qu’un élément appartient à un ensemble donné. 
# Le symbole «£ » indique qu’un élément n’appartient pas à un ensemble donné. 
Par exemple, 5 € {2, 3, 4,5, 6, 7}, tandis que 8 € {2, 3, 4, 5, 6, 7}. 


Inclusion £ À est un sous-ensemble de B, si et seulement si tous les éléments de À sont dans B:; 
nous disons aussi que À est inclus dans B. Nous écrivons alors À € B. 


L'ensemble vide noté © ou par {  } est un ensemble ne contenant aucun élément. 


Opérations sur les ensembles 


Définition 1.2 1) L'union (ou la réunion) de deux ensembles À et B, notée À U B, est 


l’ensemble des éléments qui appartiennent soit à À, soit à B, soit aux deux. 
AUB={xlxeAouxeB)} 
2) L’intersection de deux ensembles À et B, notée À N B, est l’ensemble des 
éléments qui appartiennent à la fois à À et à B. 


ANB=f{fxixeAetxeB)} 


3) La différence de deux ensembles À et B, notée À \ B, est l’ensemble des 
éléments de À qui n’appartiennent pas à B. 


A\B={xlxeActxeB)] 


DOUUEME Soit À = {1, 3,5, 6,7, 8} et B = {3, 4, 6, 9}. Effectuons les opéra- 
tions suivantes. 


a) AUB=1{1,3,4,5, 6,7, 8,9} b) AN B=1{3,6} 
c) A\B=1{1,5,7,8} d) B\A={4,9} 
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IN*=IN \ {0} 


INCZ 


ZCQ 


R=QU@ 


NCZCQCR 


fermé 


ouvert 


semi-ouvert 


Ensembles de nombres 


Les nombres naturels : IN = {0, 1, 2, 3, ..} 


Les nombres naturels positifs : IN* = {1, 2, 3, ...} 


Les nombres entiers : Z = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...} 


Les nombres rationnels : © = É aetbeZetb+ o 


Q est l’ensemble des nombres qui peuvent s'exprimer sous la forme d’un quotient de 
deux entiers. Ainsi, tout nombre rationnel possède une représentation décimale qui est 
soit finie, soit infinie périodique. 

-1 1 na 
Par exemple: — =-0,25 et —=0,333... noté 0,3. 
4 3 


Les nombres irrationnels : Q” 


Q’ est l’ensemble des nombres dont la représentation décimale est infinie et non pério- 
dique. Par exemple: 2, V5, x, 1,11121314... 


Les nombres irrationnels ne peuvent pas s'exprimer sous la forme d’un quotient de 
deux entiers. 


Les nombres réels : IR = Q U Q’ 


Le diagramme ci-contre présente la relation entre 
les ensembles de nombres et quelques éléments 
de ces ensembles. 


Les intervalles 
Un intervalle est: 


fermé, s’il inclut ses extrémités ; 
ouvert, s’il n’inclut pas ses extrémités ; 
semi-ouvert, s’il est ouvert d’un côté et fermé de l’autre. 


Le tableau suivant contient différents modes de représentation d’un intervalle. 


Notation Forme ensembliste Droite numérique 
[a, b] {xeR|a<x<b} 
la, b[ {xeR|a<x<b} RS 
Ice, bI {xeR|x<b} 
Ja, +ce[ {xeR|x>a} st —— 
1-0», +oof {x € RÎ-s < x < +0} —#R 
Ja, b] {xeR|a<x<b} Se 
La, b[ {xe R|a<x<b} UE 
]-°, b] {xeR|x<b}  . 
[a, +el {Xe R|x2> 4} —_—_——@—— h 
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DOUUME Le tableau ci-dessous présente les modes de représentation qui permettent d'illustrer les 


valeurs possibles d’une variable discrète ou continue. 
L 
a Forme Extension 

En mots ensembliste ou intervalle Droite numérique 
Les nombres entiers supérieurs ou égaux 7 
à -1 et inférieurs à 4. eZ|-1<x<4} EE 3210123435 
Les nombres réels supérieurs ou égaux —— 

1 & : 
à -1 et inférieurs à 4. Con FF $L il 4 
: + 

Les nombres réels supérieurs à 1. {xeR|x>1} JL, + 1 


R\ {4} 
Les nombres réels différents de 4. {xeR|xz4)} ou 0 4 
J-cs, 4[ U J4, +cef 


EXERCICES 1.1 


1. Compléter le tableau suivant. 2. Soit les ensembles À = [2, 5], B = ]3, 7], C = IR\{5} et 
Forme ensembliste | Intervalle Droite numérique D=IR\G} Déterminer: 

a) AUB 
eRI0<x<3} 2101234 b) ANB 
a c) CUD 
IL + 210 1 2 84 d) CND 
= e) AUC 
-2-1 0 1 23 4 HhANncC 


1.2 Exposants, racines et exposants fractionnaires 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l’élève pourra effectuer des opérations d’expressions contenant des exposants. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : m 
mn _ ,m+n LC m-n 
v : 2 | a"a" = a = a 

* de multiplier deux puissances d’une même base ; a" 
+ de diviser deux puissances d’une même base ; 1 

; ; (a”)" _ a" a" —_ 2. 
*_ d'élever une puissance à une autre puissance ; a” 
°_ d'élever un produit à une puissance ; (ab)" = a"b" & = 
* d'élever un quotient à une puissance ; a" (a mn = ar = (ya) 

: — | = a"" = Na" = ( a) 

° de transformer des racines sous forme d’exposants; b b" 


* de transformer des exposants sous forme de racines. 
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Propriétés des exposants 


Le produit d’un nombre réel par lui-même n fois est représenté par a” et est appelé la 
nième (n°) puissance de a ou a puissance n. 


a" = (a)(aXa)...(aXa), où n € IN* 
SE ————_—  ——————— 


n fois 


Le nombre a est la base et n est l’exposant de a. 


—m 


De plus, si a # 0, nous avons a° = 1 et a" =— 


m 


a 
Les propriétés suivantes s'appliquent en autant que chaque expression soit définie. 


Propriétés Exemples numériques Exemples algébriques 
a" a" = 4"*" 93 25 = 25+5 — 23 (3) (-3} _ (-3)° x’ x = x'*2 = x es + 1} (x + 1 _ (x + D 
a" = ANR 6° 3 5 y! 7-3 4 
a” ? e 0 =6 # ? =Y 
à m _s_ 1 G+x) _ 1 
a ns G+x)  (+x) 
1 : 
(a”" = q"" (8°) . 826) = 810 (0,5°)* _ 0,5? (Cr Y = 19 = t$= #Æ (2x + 1)’ = (2x + D“ 
CC ali Ÿ | 
(ab)" = a" b" (7(6)} = 756? (3) = 24 (3) (3x)* = 34 x" y) — @} CœY — > a 
a | 4 (5) - s | 2° : SH : à x +1 à L (x° + D* | 4x3 à . (4x) . 41%5 
b)  b" 4 4 : 7 773 2 y! y'$ : y 20 — 320 


Racines et exposants fractionnaires 


Définition 1.3 Une racine nième (n°) du nombre réel a est un nombre réel b tel que 


b'=a,;où ne {2,3,4, .}. 


a) -3 et 3 sont des racines quatrièmes de 81. 
b) -2 est une racine cinquième de -32. 


(car (-3)* = 81 et 3° = 81) 
CC) 2) 


Si n est un entier impair et n > 3, tout nombre réel a possède une seule racine n° 
dans IR. 


On désigne cette racine par 4/a où V_ est le radical, et n est l'indice du radical. 


Ja a le même signe que a. 
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125=5 


a) La racine troisième (appelée racine cubique) de 125 est 5, car 5° = 125. 
De carte) C0. 


Si n est un entier pair et n > 2, tout nombre réel positif a possède deux racines n° 
dans IR, l’une positive et l’autre négative. 


La racine positive est désignée par 4/a. 
Un nombre réel négatif n’a pas de racine n° dans IR, si n est pair. 


Si n = 2, nous pouvons écrire ?/a ou Va. C’est la racine carrée de a. 


a) Ilexiste deux nombres réels x tels que x° = 4. Ce sont x = 2 et x = -2. Mais seule 
la racine positive est désignée par 4/4. Ainsi, V4 = 2. 

b) L'expression 4/16 désigne toujours la racine positive, ainsi, 4/16 = 2. 

c) $-12 n’est pas définie, car il n'existe aucun nombre réel x tel que x° = -12. 


Nous pouvons utiliser un exposant fractionnaire pour identifier une racine. 


Si n est un entier supérieur ou égal à 2: 4/4 = a”, si la racine existe. 
Exemple 4 MERS b) 20/4 = 4/20 


Les propriétés énoncées pour les exposants entiers restent valides pour les exposants 
fractionnaires, à la condition que toutes les expressions soient définies. 


EE D'une part 6*° = (61) = ÿ/6* et d'autre part, 6% = (6/5) = (Y6)*, 
d’où 645 = (4/6): = ÿ/6:. 


De façon générale, si m et n sont des entiers positifs (7 2 2): 


a"" = ({/a)" = a”, si chaque racine n° existe. 


HOUR Calculons 8” et 16°. 


8253 = (BPY = 92 = 4 ou 825 _ (8)? = 64! = 4 16°2 = (162) = #& = 1024 


CHAPITRE 1 Notions algébriques et fonctions 


La multiplication ou la division d'expressions contenant des radicaux peut se faire en 
transformant ces expressions à l’aide d’exposants fractionnaires. 


SOUUESA Simplifions en donnant la réponse sous la forme d’une racine. 


0) D 

[a 8/,3 412,318 

à) X VX L[X x se (x2+38-16)2 = (15/4)? 
+ = xl6 = re 


—106/24 — 1 1 


D 
PET 12/53 


=: 


-8x __ 8x 
(3—8x°) "7 3—8x? 


b) 56 _ 8x°y2(-16x) = 


De façon générale, si chacune des racines n° existe: 


t/ab = Ja et -Gr20 


SUN En appliquant les propriétés précédentes, nous avons : 


a) V75 = 250) = 253-503  : D JG@+1 =(+1Vx +1 
DIE l : 5 4 2 
ee Sara : d) === 


2 HN TTONS 


EXERCICES 1.2 


1. Écrire les expressions suivantes en utilisant des expo- 9x yt)° abc Ÿ 
sants positifs. d) dx (ax) * e) ET ) | be | 
2 
4 
a) -3y b) 5x PL da“? ml 
g) FH de LE h) "A 1) PC 


©) Gr =D GG) d LG — x+4) (6x —1) 


3. Transformer chacune des expressions ci-dessous sous 


2. Simplifier en donnant votre réponse à l’aide d’exposants la forme d’un radical. 
positifs. a) 54 b) 877 
_2 4 2 212 \3 C) 3-12 o12 d) 102 
(7%) »(S) 0 «rer 
9 9 ba” 


L 5 1/2 4 2 2 —1/3 
€) & +1)7"5x f) 2C en a 
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4. Transformer chacune des expressions ci-dessous sous 
la forme d’une puissance. 


) a) V5 b) ÿ3 c) #2 
1 
5. Évaluer sans l’aide d’une calculatrice. 


4 
C) Eu 


a) V64 b) V64 


V6 3 2 
d) —— V25—-9 f) ÿ125 
) “o6 # ) 


. Simplifier en donnant la réponse à l’aide d’exposants 


positifs. 
dr Va Ya Vo? 


b) 


4 Va VV 


. Écrire chacun des radicaux ci-dessous sous la forme 


ab ou ab. 


a) V68 b) 960 c) 4/54 d) +80 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l’élève pourra effectuer des opérations sur 


les polynômes. 

Plus précisément, l'élève sera en mesure : 
+ _ d’additionner deux polynômes ; 

° de multiplier deux polynômes ; 

* de rationaliser des dénominateurs ; 

° de diviser deux polynômes. 


œG-»œ+Y=x-y 
+ y) = x? + 2xy + y 


Ja a 
(Va — Vb)(a + Vb) = a -b 

x +1 

x+l 


= x? x+1 


Addition et soustraction de polynômes 


Pour additionner (ou soustraire) deux polynômes, il suffit d’additionner (ou de sous- 
traire) les coefficients de leurs termes semblables. 


DOUÉ Simplifions (3x° — 5x + 1) — (x° — 4x + 6). 


Cr DO dr Gr 


Multiplication de polynômes 


Pour multiplier deux polynômes, il suffit de multiplier chaque terme du premier 
polynôme par chaque terme du second polynôme en utilisant la distributivité de la 


multiplication sur l’addition. 


a(b + c) = ab + ac 


8 CHAPITRE 1 Notions algébriques et fonctions 


(+ 3)z = 2xz+ yz 


SOUAEMER Effectuons les multiplications suivantes. 


a) 2x7 +1) + (x° + 2)Bx2 = 2x + 2x +32 +627 Lo) (x+H) = (x+hŸ +R) 


b) (x+h) =(x+h)(x+h) = (x? +2xh+h°)(x+h) (voirb)) 
= x(x + h)+ h(x + h) = x?(x+h)+2xh(x + h)+ Rx + h) 
= xx +xh+ hx+ hh = x + x2h+2x7h + 2xh? + h?x + h° 
= x? +2xh+ = x + 3x 2h + 3x2 + 


Rationalisation d'un dénominateur 


Lorsqu'une expression comporte une racine carrée au dénominateur, on peut la transfor- 
mer en une expression équivalente dont le dénominateur ne comprend plus de radical. 
Cette procédure est appelée rationalisation du dénominateur. 


S'OUUERE Rationalisons les dénominateurs des expressions suivantes. 


CC ONCE 23 24345 2415 V5 


OR 5 6 0 Où 25 250 à 


Définition 1.4 Les conjugués du terme À + B sont À — B et -A + B. 


D OuAEBPA Les conjugués de: 


a) Vx — ,/y sont Vx + /y et-Vx — /y: b) 243 +4 sont 24/3 — 4 et -2V3 +4. 


S'OUUEKS Effectuons les multiplications suivantes. 
a) (Vx+h HQE + x) = Vx+hVx+h+Vx+hVx-Vxfxth- xx =xth-x=h 
0 


b) (3—V2x-5)(3+ V2x —5) = 3(3)+3V2x-5-3/2x-5-V/2x-5/2x-5 =9-(2x-5)=14-2x 
0 


Si le dénominateur d’une expression est la somme de deux termes dont au moins un 
est une racine carrée, on peut le rationaliser en multipliant le numérateur et le déno- 
minateur de la fraction par un conjugué du dénominateur, dans le but d'éliminer le ou 
les radicaux au dénominateur, car, de façon générale, 


(Va — VbXVa + Vb)= a -b 


1.3 Opérations sur les polynômes et rationalisation 9 


; ; ; 5 x—5 
ET ZA Rationalisons le dénominateur de et de : 
Vx+h-Vx V3x - 15 


. 5 - 5 Vi+h+Vx | 5(xt+h+Vx) _ S(x+h+\Vx) 
JrEh Vire rh x 


Vx+h+Vx x+h-x h 
b) SU x—5 ATONIE. 
\3x-V15 V3x-V15( V3x + V5 


LG 5V3x + VI5) _ G—5) (3x + VI5) | Vax + VIS 
_ 3x —15 5 3(x—5ÿ 3 


(SES) 


Division de polynômes 
Effectuons d’abord la division d’un polynôme par un monôême, par exemple : 


6x*-5x*+2x7+8 6x 5x 2x7 8 5. 4 4 
= = _— + —+— = 3x +1+ 
sr 227 2f 2% 2 2 + 


La division d’un polynôme par un polynôme s'effectue de la façon suivante. 


20 à 
Exemple 1 PEER EE Es: 


x—2 2 


En ordonnant les puissances de x, nous avons 


a) 3x7 +8x-—5 en : b) x +0x +0x-8 ie 
© © 3x + 14 © © x? +2x+4 
+ 3x? — 6x + x —-2x° 

14x-—5 2x° + 0x —8 
GT CRE 
+14x — 28 Re 
23 (reste) 4x—8 
CE 
+4x-—8 
0 (reste) 
2 = : es 
nn Ce nn M 2 > 
x—2 x—2 : = 
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EXERCICES 1.3 


1. Effectuer les multiplications suivantes, puis simplifier. 3. Rationaliser le dénominateur des expressions suivantes. 

a) 42x +5) à) x —3 b) 4h 
D 24-30) x -3 2 +h)+1-V2x+1 
RETARD 4. Effectuer les divisions suivantes. 
d) Vx(2x +5 

PACE V5) 10x° — 2x? +3 2/x -3x+5 
e) (3x -4)(5x° — 3x +4) a) NS b) ne 

x 
f) (Ga? + D? = D) — + 0)2x : 
à x" —1 d) 4x —x° 
2. Effectuer puis simplifier. x+l x+2 
a) (2x-5Ÿ x +x?+x+1 xt +x+x?-x-2 
b) (x +3) + x+1 x+1 
ee 5. Effectuer les divisions sui 
d) 3&+ hÿ 2x +})- Rs . a es divisions suivantes. 
a —b x +y 
e) (x +41Vx -4) 2) D 7 
a—b x+y 
f) (7-Vx-2)(7+4Vx-2) 5 ; 5 
X°—y d x +2xy+7y 
9) Gx+4 + DGVx+4 -Vn) rene Fee 
h) (x -V3)x + 3) +3 x y 27 = 8y° 
be D) ——— 
x — y 3%—2y 


1.4 Factorisation et simplification d'expressions 


algébriques 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra factoriser des expres- 


sions algébriques. Mise en évidence simple 

Plus précisément, l'élève sera en mesure: ax + ay = ax +}) 

+ _d’effectuer des mises en évidence simple et double : a(x +7) —b(x+ y) = (x + y)(@ — b) 

* de factoriser des trinômes de la forme ax° + bx + c; Différence de deux carrés 

* de factoriser des différences de carrés ; x a =(x+ a)(x- a) 

* de factoriser des sommes et des différences de cubes ; Somme ou différence de deux cubes 
* de simplifier des expressions algébriques. x +4 =(x+ a) — ax + a) 


x — a = (x a)(x + ax + a) 


La factorisation d’une expression algébrique (ou sa décomposition en facteurs) 
consiste à l’exprimer sous la forme d’un produit de facteurs. 
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Mise en évidence simple et double 


Normalement, ce facteur mis en évidence est commun à tous les termes de l’expression. 


Mise en évidence simple 


ax + ay= ax +}y) : ax+y)-bx+y=(x+7y)a-pb) 


Exemple 1 | Effectuons les mises en évidence dans les polynômes suivants. 


2 3 
D a op eue Eee 
3a 3a 3a 


(3a est le facteur commun et chaque terme de l’expression 
initiale est divisé par le terme mis en évidence) 


= 3a(a — 3b + 4a°c) 
b) 3(x — 4)” — 5(x — 4)(x + 7) = (x — 4)[3(x —4)—5(x + 7)] 
= (x—4)(-2x — 47) 


((x — 4) est le facteur commun) 


c) (5—x)(G3x + D + (2x —10)2-— x) = (5 — 2)(3x + 1) — 265 — x)(2— x) 
= (5 — x)[(3x + 1) — 202 — x)] 
= (5— x)(5x — 3) 
d) 3(2x+ 7) (2)Gx +5)" +4(3x +5) (3)2x + 7)°= 6(2x + 7) (3x + 5) [(Bx + 5)+2(2x + 7)] 
= 6(2x+7) (3x +5) (7x +19) 


a) Mettons en évidence la plus grande puissance de x dans l'expression 3x° — 2x + 4. 


24e = = (5-22) 
< Xe X 


X° X X 


b) Simplifions, si c’est possible, les expressions suivantes après avoir mis en évidence: 
au numérateur, la plus grande puissance de x, et 
au dénominateur, la plus grande puissance de x. 


3x? 8x 4 I fl 
22 k 
3x2 +8x—4 d ts) : Jxt+1 es on 
4x? + 5x2 — En 3 2 2e | : 
X HSx TX _ 4x 4 OX Tx | 1 ol efiss) efi+À 
x? x x x x X 
1 1 
B+$-4) ef 1 
_ u # : 0 = | _ = 0 
7 2 
DUR (FÉES 1+— 
{#5 ) # =) x? 
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Double mise en évidence 

ax + by + ay + bx = (ax + ay) + (bx + by) 
= a(x + y) + b(x + y) 
= (x + y)(a + b) 


EE Factorisons les polynômes suivants à l’aide d’une double mise en évidence. 


Mise en a) 2x —6x2+5x—15=(2x—6x2)+(5x—15) © b) 5x*—6+ 3x —10x = (5x* + 3x°)+ (-6—10x) 
évidence M or. | ; En. : | 
da =2(r-3)+5%-D = x3(5x + 3)— 2(5x + 3) 
= (x—3)(2x? +5) 5 — (5x + 3)(x° — 2) 


Factorisation de trinômes de la forme x? + bx + c 


Exemple 1 Décomposons les trinômes suivants en facteurs. 
a) x7—10x-24=(x-12)x +2) b) x°+ 10x +24 = (x + 6)(x +4) 
c) x°+10x-24={(x+ 12)(x—2) d) x*-10x+24=(x-6)(x-4) 


Factorisation de trinômes de la forme ax? + bx + c, 


oùaz0 
Exemple 1 Factorisons les trinômes suivants. 
a) 10x? + 7x — 12 = (2x + 3)(5x — 4) b) 6x? 7x3 = (2x —3)(G3x + 1) 


Nous pouvons factoriser certains trinômes de la forme ax° + bx + c, où a # 0 à l’aide 
de ses zéros. Un zéro d'un polynôme est une valeur qui annule ce dernier. 


1) Si(b°—4ac) > 0, alors le trinôme admet deux zéros distincts x, et x,, où 


__-b—Vb* —4ac rs -b+Vb° —-4ac 
2 2a Fe 


À; 
2a 


Ainsi, ax° + bx+c=a(x-x) (x —x,). ; 
2) Si (b° — 4ac) = 0, alors le trinôme admet un seul zéro x, où x, = A 
a 
Ainsi, ax° + bx+c=a(x-x). 


3) Si (b°— 4ac) <0, alors le trinôme n’admet aucun zéro réel et ne se factorise pas. 
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HOUR Factorisons, si c’est possible, les trinômes suivants. 


a) X+x+l. 
En calculant (b°? — 4ac), nous avons (1)? — 4(1)(1) = -3. 


Puisque (b° — 4ac) < 0, le trinôme n’admet aucun zéro réel et ne se factorise pas. 


b) 6x? + 13x — 8. 
En calculant (b° — 4ac), nous avons (13) — 4(6)(-8) = 361. Ainsi, 


DR EE ES OR RTE EEE 
2a 2(6) PR 2(6) Fo © 


D'où, 6 1èx-8=6fx-7)| -+}-1 + s+S)@x-ne+e) 
À 5 2 3 


Factorisation d'une différence de carrés 


La factorisation d’une différence de carrés est basée sur légalité suivante : 


À 


y =(x-})A+ y) 


Factorisons les expressions suivantes. 
254? - 36B? = (SA) — (68? 8x — 5 = (VB) — (V5) ty = (2 y) +57) 
= (SA - 6B)(5A + 6B) : = (V8x - V5)(V8x+ V5) : = (x }x + PQ + y) 


Factorisation d'une somme de cubes 
et d'une différence de cubes 


En divisant (x° + y*) par (x+ y), nous 
obtenons x° — xy + y”. Donc 


En divisant (x° — y*) par (x — y), nous 
obtenons x° + xy + y”. Donc 


+y = (G+ x +7) D = ÿ = (x +2xy + y) 


HOUUEME Factorisons les expressions suivantes. 


a) x°+1=(x+1)(x7-x+1) b) x*—-1=(x-1D(x7+x+1) 
— — 
obtenu en divisant obtenu en divisant 
(+1) par (x +1) (x —1) par (x-1) 
c) y°+125=(y+5)(y" —5y+25) d) x°—64 = (x —4)(x? + 4x +16) 
obtenu en divisant obtenu en divisant 
(y? +125) par (y + 5) (Ÿ — 64) par (x — 4) 
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Simplification d'expressions algébriques 


Pour simplifier une expression algébrique, on peut effectuer certaines opérations 

(addition, multiplication, conjugué, factorisation, etc.) au numérateur et au dénomina- 
teur avant de simplifier en indiquant les restrictions, sachant qu’on ne peut pas diviser 

par zéro. 


Exemple 1 Simplifions les expressions suivantes. 


: x? 4x5 : 5) GA | x—S5 


Factorisation , Six Z£-l 
X HSR 7 (DD rx 7 
@+D 1 b) RCE PS AC END E CSM ON LE à) 
G? +1) (+1) ne _ Ce: ne 


_ nn None) 
Conjugué C) ER NES FE RE 


Différence de carrés ” CON 3X x ar V3 ) 
=) 
= (x+3)(Vx +43), si x 43 


EXERCICES 1.4 


1. Mettre en évidence le facteur commun. 5. Factoriser les expressions suivantes. 
a) 3x° + 4x a) x—y b) a -9 
b) 18x°y* — 15x°y? + 21x*y° c) x°—25x d) -y?+ 10 
c) (3x + 1)(5 — 2x) + (4 — 2x) (2x —5) e) 144a°c — 64b°c f) 25-81y 
d) 5a°(x — 3} 7c(x-3) g) x° — 8x° h) 27a° - & 
i) 64x° + 8y° D x +3x +3x+1 
2. Décomposer en facteurs au moyen de la double mise en 
évidence. 6. Déterminer le facteur entre parenthèses. 
a) a°+ ab + ac + bc a) (5-x) =( )(V5+Vx) 
b) 6x — ax + 4bx — 6ab b)x-3x/+4x+5=x ( ), six#0 
c) 14a°x + 4ay — 21ax° — 6xy c) 4x 5x+3=xt( ) six#0 
dd y-y +y-1 d) Vr+1= x ( ) six #0 
3. Décomposer en facteurs, si c’est possible. 7. Simplifier les expressions suivantes. 
a) x°—3x+2 b) x -x-6 à 3% b x? —12x +36 
c) x? + 7x + 12 d) x?—6x+9 + GEL ESS 
e) -x? — 7x + 30 f) x2=x+1  : à ; 
g) x2+ 1x + 60 h) x2 17x60 D — a — 
Re 5 . ; 3x°—6x"+3x 3x°+6x +3 
1) x —17x + 60 j) -x"-17x +60 


8. Transformer le membre de gauche de manière à obtenir 


4. Factoriser, si c’est possible, les trinômes suivants. ; LE 
le membre de droite en indiquant les valeurs de x pour 


a) 2x +5x+3 b) 2x°+5x-3 lesquelles légalité est vérifiée. 

2 = _ 2 _ 
GE MES LÉ nu : y @x+D(4x? +10)-8x(x7 + x) _ 4x? + 20x +10 
e) -3y° + 19y — 20 f) 6x + 19x° — 36x? L A +10) x +10) 
g) x° + 5x° +4 h) x*-— 5x° +4 
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2(x—1)(x+1)-2x[(x+1)+(x—1)] -2(x°7+1) (-DA+y+5y )-(1+10y)(— y) 


b) =— b) 
[x D(x+Df (x? -1ÿ (1+y+5yY 
o -3 x \'T2xG-x)+x° 36-00-31 9 8x 2x 8x (2x +1) 
3x = 4 or) 
— x Ÿ[2xG-x)+x?]  -2(2-x) ” s[EHIT EDG 
3(1-x (= x} 3x (1 x)" - (x=—1ÿ 
n—] n n—l n 
21ÿ= 
) ace pese je 45 oi Ten = 
1) 2x(x-4 +22 (x 4729 = AOXTB) 2-2 3x2 +7) 6x2(x° —2) 
(3x—4) f) 5 — — 
2x° +7 CET 
3-5, 1 
3x*—5x+1 d x x 
8) PME 2 1! 10. Soit l'expression x +2x° x 2 ; 
(i-2+) x°+5x°—20x—16 


Diviser le numérateur et le dénominateur par (x + 1) et 
simplifier l'expression obtenue en factorisant le nou- 


9 Simplifier les expressions suivantes. : L É 
veau numérateur et le nouveau dénominateur. 


[Cx— 2)+ (x + D]x? — 2x (x + D(x —2) 
Cul 


1.5 Opérations sur les fractions 


Objectifs d'apprentissage 


a) 


À la fin de cette section, l'élève pourra effectuer des opérations sur les fractions. A, C _ AD+BC 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : B D BD 
*_d’additionner des fractions ; À ( R ) _ PR 
° de soustraire des fractions ; Q\s/ 08 

P OR PS 


° de multiplier des fractions ; ER R 
e de diviser des fractions. 


Addition et soustraction de fractions 


Pour additionner ou soustraire des fractions, il faut 


1. ramener les fractions au même dénominateur ; 


2. additionner (ou soustraire) leurs nouveaux numérateurs. Le dénominateur du 
résultat est le dénominateur commun ; 


3. simplifier, si c’est possible. 


Nous pouvons effectuer les opérations en autant que les expressions soient définies. 
Rappelons les restrictions suivantes : 


* on ne peut pas diviser par 0; 
* on ne peut pas extraire une racine paire d’un nombre négatif. 
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DOUAEME Effectuons les opérations suivantes. 


à 5 7 7x 1 SAT, Te 
DER LE RD ER) 2x +3 2x +3 
rit On) (x+Dx° _ 20—8x (x +x7) _ -7x° — x? — 8x + 20 
Due 8x  2x°(4) 8x(x?) 8x SR 8x° 
1 RC) 1G+h) x (x+h) xx 2xh h Dxhh h(2x-h) 
D ne 0 ee Ce 


ss. 2xV3x°? —1V/3x? -1 3% 2x(3x? —1)—-3x° 3x°—-2x  x(3x° — 2) 
d) 2xV3x° —1 = = = = 
Var Ne | Ni HET 


Multiplication et division de fractions 


Pour multiplier des fractions, on procède de la même façon que pour la multiplication 
de deux fractions numériques, c’est-à-dire 


2(2)-2 (Q4#0etS #0) 
S) QS 


Il est préférable, si c’est possible, de factoriser le numérateur et le dénominateur avant 
d'effectuer la multiplication, afin de simplifier, s’il y a lieu. 


SŒOUUERE Effectuons les multiplications suivantes et simplifions, s’il y a lieu. 


m2(atS). 20h) 20x49 : 
3x+4U x-1/ (Gx+4)x4  (Gx+4° 


b) nt x? +2x = (x — 3) —4)x (x+2) 


x #1 


x2—3x—10( x2+x-20) (x 5)+2)(x + 5)x—2) 
ee sixeIR \{-2,4} 
(x —5)(x +5) 


Pour diviser deux fractions, il faut multiplier la première par l’inverse de la seconde, 
c'est-à-dire 


(à) P R PS 
— |" OÙ —+——=— (OEAONREAID ELESEZ 0) 
Q Q S OR 
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HOUR Effectuons les opérations et simplifions, s’il y a lieu. 


x,2 D x x+h 
NL FERME commun es = = CNT 
a) n = = au numérateur et : b) = 
ne 1 = dénominateur) : h h 
x Lu À -H | 1 | 
x+2 xx +h)(K 
= —* (en effectuant) = = , ShZO 
41. X(x + h) 
me 


,Six#-2etxzé0 


EXERCICES 1.5 


1. Effectuer les opérations suivantes, puis simplifier. 3. Simplifier les fractions algébriques suivantes. 

à 2x _ 3 b) 7x7 6x7 +8x 1 1 

1—-5x 1-5x 8—x 8—x ) 3+x b 2(x+h)+3  2x+3 

a 2 
3 5 7x 2x — h 

o - d) ——- 3 

4x+3 7-2x 4—x 3x+1 
à 5x x ù 5 5 … 4 

3x1 3-2x 3(x+h)+1 3x+1 ä EN 3— 5x 

2. Effectuer les opérations suivantes, puis simplifier. 1 1 
2(x+h)+1 V2x+1 

a) - + ë d) CHR ET Var ET 

(2x+5)(x—-4) (3-2x)(2x+5) h 
b) - ù 4. Effectuer puis simplifier. 

(7—-2x)(G3x+1) (3x+D(x+1) 

à 3 ” x7+4x+3 \f x°-2x+1 

c) LE Re x° 1 x+1 

x +5x+4 x°-2x-3 

y 6 x° —16 x°+5x+4 

Das Please s 

y —3y-10 y —-8y+15 x°—5x+4 x —2x+1 
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1.6 Résolution d'équations et d'inéquations 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra résoudre des équations et 
des inéquations. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


de résoudre des équations de la forme ax + b=c:; x+1l 


de résoudre des équations de la forme AB =0; 15-—x 


de résoudre des équations de la forme ax° + bx + c =0; 

de résoudre des équations contenant des fractions rationnelles ; 
de résoudre des inéquations ; 

de construire des tableaux de signes. 


Résolution d'équations 


Exemple 1 | Déterminons x, si 


a) 3x+4=5  b) 8x—5=3x+2 


1 7 
FU MT : oo 


Lorsque l’expression algébrique est donnée sous la forme de multiplication de facteurs 
dont le résultat est zéro, nous posons chacun des facteurs égal à 0 et nous résolvons, 
si c’est possible, chacune de ces nouvelles équations. 


À,A4,A... A,=0 & À, =0 ou 4, =0 ou À, = 0 ou... ou À, =0 


DS ŒUAEBA Résolvons (3x — 4)(5 — 2x)(2x + 1) = 0. 


(3x — 4) — 2x)(2x + D = 0, si 
3x—-4=0 ou 5—-2x=0 ou 2x+1=0 


Br=él ou D = 25 ou 2x=-1 
< 4 5 -1 
LOU ENT OUR" 
3 PR Li 
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Lorsque l’équation est du 2° degré, il faut d’abord transformer cette équation sous 
la forme ax° + bx + c = 0, où a 4 0. Ensuite, pour déterminer les zéros, s’il y a lieu, 
nous pouvons décomposer en facteurs ou utiliser les formules quadratiques. 


_ bb? —4ac  — -b+V/b? — 4ac 
: 2a 2 


2a 


À; 


OURS Résolvons les équations suivantes. 


a) x? = x +20  b) 11x—5= 6x —6x 
x?-x—20=0 6x? —17x+5=0 
(x — 5)(x + 4) = 0 (en factorisant) (3x — 1}2x — 5) = 0 


six—-5=0oux+4=0 si 3x — 1=0 ou 2x—-5=0 
d’où x = 5 ou x = -4. Se 1 S 
He OU x = —. 


2 
-7+,/72 — 4(4)3) 
c) 4x? +7x-—3= 0. Ainsi x, = 5 ES) 


2(4) 
-7+ V97 -7- 97 
= DE Ou x — gg . 


d’où x 


Lorsqu'une équation contient des fractions ou des radicaux, il faut d’abord chercher 
le domaine de chaque expression en se rappelant qu’on ne peut pas diviser par zéro 
ni extraire une racine paire d’un nombre négatif. Le domaine de l’équation est alors 
l’intersection de ces domaines. 


Après avoir résolu l'équation, on vérifie si les solutions trouvées appartiennent au 
domaine de l'équation. 


HOUSSE Résolvons les équations suivantes. 


ie = 1, où le domaine est IR\ {-6, -2}. 
x+2 x+6 
En multipliant les deux membres de l'équation par (x+ 2)(x+ 6), nous obtenons 
(x+2)(x +6) ë Fe = 1(x+2)(x +6) (car x # -2 et x Z -6) 
x+2 x+6 
(x+2) (x + 6)x ” (x+2) (x+6) 4 2 
XK2 X+6- 


x(x+6)+4(x+2)=(x+2)(x+6) 
x?+10x+8 = x°+8x+12 
2x = 4 


doux 2 (car 2 € IR\ {-6,-2}) 


20 CHAPITRE 1 Notions algébriques et fonctions 


+4 
Fe) 
En multipliant les deux membres de l’équation par (x — 2), nous obtenons 


b) = 3x — 2, où le domaine est IR\{2}. 


22?) 23x — 2) (cart 22) 
ce 


x°-4=3x" -8x+4 
-2x7 +8x-8=0 
-2(x? -4x+4)=0 
-2(x — 2) = 0, donc x = 2, qui est à rejeter car 2 € IR\ {2}. 


D'où l’équation n’a aucune solution. 


Résolution d'inéquations 


On appelle solution d’une inéquation toute valeur par laquelle on peut remplacer la 


variable pour obtenir une inégalité vraie. 


L'ensemble de toutes les solutions d’une inéquation est son ensemble-solutions (E.-S.). 


Propriété 1 


de l’inégalité. 


V CE R, si À < B, alors VCERR.siA > B, alors 
A+C<B+Cet A-C<B-C : A+C>B+Cet A-C>B-C 
Propriété 2 


Lorsqu'on multiplie (ou divise) les deux membres d’une inéquation 


si on conserve le sens de l’inégalité. 
V C>0, si A <B, alors AC < BC et siA > B, alors AC > BC 


si on inverse le sens de l’inégalité. 
V C<0, si A <B, alors AC > BC et siA > B, alors AC < BC 


Lorsqu'on additionne (ou soustrait) un même nombre réel aux deux membres 
d’une inéquation, on obtient une inéquation équivalente si on conserve le sens 


a) par un même nombre réel positif, on obtient une inéquation équivalente, 


b) par un même nombre réel négatif, on obtient une inéquation équivalente, 
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HOUUEME Résolvons les inéquations suivantes. 


à  5x+4>7 :b) 3x+82>5x-1 

5x+4-4>7-4 (propriété 1) 3x+8—-5x>5x-1-5x  (propriété1) 

50 -2x+82-1 
ii eo. 1 G) (propriété 2a)) -2x+8—-82>-1-8 (propriété 1) 

5 5 : -2x > -9 

Te ‘ | Me 
5 = (-2x) < 5: (-9) (propriété 2b)) 
x<4,5 


d'où xe SI c’est à dire! e R\x> à). :  d’oùxe he:4,5] c’est-à-dire {x € IRI x <4,5)}. 


Soit À une expression algébrique qui dépend de la variable x. 


Pour résoudre les inéquations de la forme À > 0, À > 0, À < 0 et À < 0, ou celles que 
nous pouvons transformer sous cette forme, on doit trouver les valeurs de x pour les- 
quelles chaque facteur de A aura une valeur positive (> 0), nulle (0) ou négative (< 0), 
ce qui permettra d'inscrire (+), 0 ou (-) dans un tableau appelé « Tableau de signes», 
qui nous permettra de trouver l’ensemble-solution. 


4 35 
DOUNIA Dét Ï Il ] de x tell — <0 
éterminons les valeurs de x telles que ae 

(x — 3)x 
(3x +1)(5- 2x) 


En déterminant les zéros des facteurs, on trouve: 


En factorisant, nous obtenons < 0. 


ibn = EN in 3x+ 10, donc x == : 5-2x=0, donc x => 
Zéros des facteurs, en ordre croissant 
Ÿ Ÿ Ÿ Ÿ 
sil S 
% -co 3 0 E 3 +00 
> (x —3) 0 + 
— x 0 + + + LL + 
Facteurs 
> (3x + 1) — 0 + + + + + + + 
> (5 -2x) + 2 0 _ _ _ 
; (x —3)x 
Expression — "7" — = _ = 
Gx + DG-2 L ï À à î 


a -1 5 
Doùxe fe [u|oufs+ [ 
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Résolution d'équations contenant des racines 


On peut résoudre une équation contenant des racines carrées en élevant ses deux 
membres au carré. Il faut parfois effectuer des transformations avant d'élever au carré. 


En élevant au carré les deux membres d’une équation, on n'obtient pas nécessaire- 
ment une équation équivalente. En effet, on prend le risque d'introduire de fausses 
solutions. Il faut donc toujours vérifier chacune des solutions possibles dans 
l'équation initiale. 


SOUAEME Déterminons les valeurs de x telles que V2x +15 + 5 = 2x, où le 
domaine est x E[-7,5; +. 


En isolant le terme contenant la racine carrée, nous avons 
VE: 
2x+15=(2x-5) (en élevant au carré) 
2x +15 = 4x? — 20x + 25 
4x? —22x+10=0 
2(2x° —-11x+5)=0 
2(2x — {x — 5) = 0, done x = ou x = 5. 


: 1 : : Le 
Puisque mi et5 ef-7,5;+c, ce sont des solutions possibles. Il faut cependant véri- 
fier ces valeurs dans l'équation initiale. 


Vérifions les solutions possibles. 


Pour x = _ nous avons Pour x = 5, nous avons 
| 1 Dh r Ua. 
2(1 } 15 +5= 21) (égalité fausse) J2(5)+15+5= 2(5) (égalité vraie) 
ns I à 10 10 
D'où x=5 


EXERCICES 1.6 


1. Résoudre les équations suivantes. y 15u 
c) =2 d) = -3 
a) 2x+4=5x-1 b) 5(2x+7)=0 u+6 
c) (x + 1)(3 —-x) =0 d) (G3y+5)Gy-5)(y-3)=0 o 14 r 10 56 f 15 12 _ 10 
e) x+x—-12=0 f) xx? 12x=0 2x+1 x+2 x—4 y+2 y+3 y+7 
g) 27 +x-3=0 h) (15y° + y — 28)(4 — y) =0 | 
ÿ 22=7-5% D) -16x=0 3. Résoudre les inéquations suivantes. 
ne a | à | a) 7 <3x b) -5x < 8 
+ Après avoir donné leur domaine, résoudre les équations à -Ax+3511 d) 7-3x<-5x +4 
suivantes. 
e) (x-2)(x +2)20 f)9-x>0 
D» L,s5-6 8 DR 7 g) x <3x+4 h) 4x+3>x 
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: . 27:22 
ï) 4x-1)x#2)>0  j) Sxœ-5) (+1 <0 o V3-2x=-1 


X 
d) ———= 
" @+3)2x-5) D (2x+5) >0 V4 x 


(x+1) (7-3x)(1+2x) | à Jx2=1=x f) V1-x? =x 
4 


. Après avoir donné le domaine, résoudre les équations 2 
Ê ° g) 3x + 2V9+x° =0 D Nip ee — 


suivantes. 6-3 
a) V3x—7 =3 b) V4—-x-4=0 


1.7 Fonctions algébriques et fonctions définies 


par parties 


Objectifs d'apprentissage : 

À la fin de cette section, l'élève pourra faire l’étude de certaines fonctions. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 

e de donner la définition d’une fonction ; fx) = La Fe 
° de déterminer le domaine et l’image de certaines fonctions ; 
° de déterminer la composée de fonctions ; 

+ _de représenter graphiquement des fonctions constantes ; 

+ de représenter graphiquement des fonctions affines ; 

° de calculer la pente d’une droite; 

° de déterminer l'équation d’une droite; 


° de déterminer les zéros de certaines fonctions ; 

° de représenter graphiquement des fonctions quadratiques ; 

+ _de déterminer les coordonnées du sommet de paraboles ; 

° de donner la définition de fonctions rationnelles et de fonctions algébriques ; 

+ _de représenter graphiquement des fonctions définies par parties ; 

* de donner la définition de la fonction valeur absolue de x et de la fonction partie entière de x. 


Les fonctions 


Définition 1.5 Une fonction réelle f est une relation qui associe à chaque x € IR, au plus un y € IR. 


est le nom de la fonction. 

x est la variable indépendante. 

y est la variable dépendante : c’est l’image de x par la fonction f. 

On décrit la relation entre y et x par une équation de la forme y = f (x). 


domfcIR Le domaine d’une fonction réelle est l’ensemble des éléments de IR auxquels la fonc- 
tion associe une image. Le domaine d’une fonction f est désigné par dom f. 


imafcIR L'ensemble image d’une fonction réelle est l’ensemble des éléments de IR, qui sont 
l’image par la fonction d’un élément du domaine. L'ensemble image d’une fonction f 
est désigné par ima f. 
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Test de la droite verticale Un graphique cartésien est le graphique d’une fonction si toute droite verticale ne le 
rencontre jamais en plus d’un point. 


Ÿ y 


Ces graphiques sont des graphiques de: Ces graphiques ne sont pas des graphi- 


fonctions. ques de fonctions. 
Définition 1.6 Les zéros d’une fonction définie par y = f (x), sont les valeurs de x, où x € dom f 


telles que f (x) = 0. 


Graphiquement, les zéros d’une fonction quelconque 
correspondent aux valeurs de x pour lesquelles la 
représentation graphique de f rencontre l’axe des x. 


Par exemple, les zéros de la fonction f, représentée 
ci-contre, sont -1, 2et 5. 


Exemple 1 Évaluer, si c’est possible, les fonctions suivantes aux valeurs données de la variable indépen- 
dante et déterminer leur domaine. 


0 4 


d g@= Dax = xs Bas letx=-l D JO= AIR re Set 
D O= TS =6 D 0-4 
ï) g@= == 0 ï) JG = — => 
ii) g() = = — (division par 0, non définie) : ii) (3) = == = ra (V2 &R, non définie) 


donc g n’est pas définie pour x= 1. donc f n’est pas définie pour {= -3. 


2(-D—-6 


4 
IV) f(-D=—-—— (division par 0, non définie) 
(-D°-1 V-1+1 


MSC 


(division par 0, non définie) 


donc g n’est pas définie pour x = -1. 


Puisque x° — 1=0,six=-1oux=l1, 
dom g=IR\{-1, 1}. 


donc f n’est pas définie pour f = -1. 
Puisque (f+ 1) > 0, sir >-1, 
dom f = FL +00] . 
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Composition de fonctions 
La composée gcf (lire g rond f) de la fonction g et de la fonction f est donnée par: 


(g°1)0 = 8) 


On peut représenter l'opération de composition par le diagramme suivant. 


1 NEO ETC) 


ef 
Soit f (x) = 2x + 3 et g (x) = x? — 5x. 
a) Calculons (fe g)(à). : b) Calculons (g ° f)(4). 
(fe 2)@) = f(e@) (g°N@) = 2 @) 
=) (carg(@4)=4-5(4)=-4) : = g(11) (car f(4) = 2(4) + 3 = 11) 
= (car f(-4) = 2(-4) + 3 = 5) : = 66 (car g (11) = 11? — 5(11) = 66) 
c) Déterminons (f° g)(x). d) Déterminons (g ° f )(x). 
(F°8)x)= f(g(x)) :  (g°PG)= ze) 
— ti 5x) (car g(x) = x? — 5x) = g(2x +3) (car f (x) = 2x +3) 
=2(x*—-5x)+3 (car f(x)= 2x +3) = (2x + 3)° — 5(2x + 3) (car g(x) = x? — 5x) 


= 2x? —10x+3 = 4x?+12x+9—10x—15 
= 4x?+2x-6 


Nous constatons que (g ° f }(x) Z (f° g)(x), donc l'opération de composition n’est pas commutative. 


Fonctions constantes 


Définition 1.7 Une fonction est dite constante lorsque, pour toutes les valeurs de la variable 


indépendante, la variable dépendante conserve la même valeur. 
En général, une fonction constante est exprimée sous la forme 


f@) =k (ou y = k), où kE IR. 


Soit (x) = 6. 


Le graphique cartésien qui représente cette 
fonction est illustré ci-contre. 


Dans ce cas, dom f= IR et ima f = {6}. 
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Le graphique cartésien de f(x) = k, est une droite horizontale passant par le point (0, k). 


Ainsi, dom f= IR et ima f= {k}. 


Fonctions affines 


Définition 1.8 Une fonction affine est une fonction que nous pouvons exprimer sous la forme 


f@=ax+b (ouy=ax+b), 
où a et b sont des constantes réelles et a Z 0. 


Le graphique cartésien d’une fonction affine / (x) — ax + b est une droite non horizontale. 
Ainsi, dom f= IR et ima f= IR. 

Si b = 0, alors f (x) — ax: cette fonction affine s’appelle aussi fonction linéaire. 
Sia=letb=0, alors / (x) — x: cette fonction affine s’appelle aussi fonction identité. 


Pour représenter la courbe de f(x) = ax + b, il suffit de déterminer deux points de la 
courbe. 


SOUUEME Représentons graphiquement les fonctions affines suivantes. 


a) FC = 2x (fonction linéaire)? b) g(= 5 3 12 ! ©) hG)= x (fonction identité) 
Six= 0, alors f (0) =0; Six=0, alors g(0)=2; :  Six=0, alors A(0)=0; 
six= Î, alors f (1) = 2. six = 2, alors g(2)= 1. six= Î, alors A(1)= I. 
Ainsi, la droite passe par les Ainsi, la droite passe par les Ainsi, la droite passe par les 


points A(0, 0) et B(1, 2). : points C(0, 2) et D(2, 1). : points O(0, 0) et F(1, 1). 


ÿ 


-] 
(= —x+2 
gx ; X 


D(2, 1) 


Définition 1.9 Soit D, une droite non verticale. 


Soit P.(x,, y.) et P,(x,, y,), deux points distincts de 
cette droite. 


La pente de la droite D, notée a, est définie par le 
rapport suivant: 


oh (ou ue) 
Ax 


XX 
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28 


Exemple 2 RTE ES 
a) Représentons graphiquement cette fonction. 
Six= 0, alors y=2(0)+1=1; 
si x = 3, alors y = 2(3) + 1 = 7. 
Ainsi la droite passe par les points P(0, 1) et QG, 7). 


G17) 


b) Calculons la pente de la droite y = 2x + 1 en uti- 
lisant les points P(0, 1) et QG, 7) trouvés en a). (0, 


a= 2 21= 2  (définition1.9) 


D'où la pente de la droite y = 2x + 1 est 2. DRÉER 
c) Déterminons le zéro de cette fonction. 
- __— -1 
En posant 2x + 1 = 0, nous trouvons x = =. D'où x = 5 est le zéro de f. 


d) Déterminons les points d’intersection de la droite D avec: 


i) l’axe des y: P(0, 1) (voir a) ii) l'axe des x: Q(=. 0) (voir C)) 


De façon générale, pour une droite définie par l'équation y = ax + b: 

* a est la pente de cette droite; 

* best l’ordonnée à l’origine de cette droite. (la droite passe par le point (0, b)) 
La représentation graphique d’une droite de pente a et passant par le point (0, b) est: 


y y y 
Ay Ax 
Ax 2} 
CONMENC @D) x  : Go 
À À | A 
0 0 ù nie 
Ax E Ax Ax Ax 


Lorsqu'une droite est verticale, son équation est donnée par 
x= c, et sa pente n’est pas définie. 


ŒOUUEKS Déterminons l'équation de la droite qui passe par les points 
P(-2, 5) et R(6, -4). 


Calculons d’abord la pente a de cette droite à l’aide de la définition 1.9. 
Ven -9 


-9 
a = ——— = = —,ainsiy=—x+b (ara=?) 
no et 8 8 
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Calculons ensuite b. 


Puisque la droite passe par le point P(-2, 5), il suffit de remplacer x par -2 


- -9 ; ; 
et y par 5 dans l'équation y = 2 + b pour déterminer la valeur de b. 


dont 
8 4 


-9 11 a 
D'où y = —x+ Fe est l'équation de la droite. 
8 


Remarque Soit les droites D,, D, et D, de pente respective a,, a, et a.. 


Parallèle D, // D, si et seulement si a, = a.. 


Y=2x +2 
Perpendiculaire D, L D,, si et seulement si a, a, = -1. = 
De plus, si D, est une droite horizontale et .y= a 
D, une droite verticale, alors D, L D.. ‘ à 
x=-8 


Fonctions quadratiques 


Définition 1.10 Une fonction quadratique est une fonction que nous pouvons exprimer sous 


la forme 
f@=ax +bx+c (ouy=ax +bx+0o), 


où a, b et c sont des constantes réelles et a Z 0. 


Le graphique cartésien d’une fonction quadratique est une parabole. 


Soit la parabole définie par f (x) = ax° + bx+ c. 


a) La parabole est ouverte vers le haut, si a > 0, et ouverte vers le bas, si a < 0. 
b) S'ils existent, les zéros réels x, et x, de la fonction sont donnés par 


bb Nb 44e _ _— -b+ Vb? — 4ac 


4 — 
; 2a É 2a 
c) La parabole a comme axe de symétrie la droite verticale D d’équation 
ELA 
2a b b 
d) Les coordonnées du sommet S sont(h, k), où h = etk=f (2) 
a a 
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Voici les différentes représentations possibles d’une parabole, où 


D:x=h et S(h,k) 


(b? — 4ac) > 0 (b? — 4ac) =0 (b? — 4ac) <0 
2 zéros réels 1 zéro réel aucun zéro réel 


dom f = IR 
ima f = [k, +oo[ a>0 
dom f = IR 
ima f = ]-c, k] a <0 
-b + Vb? - 4ac 
2a 
f(O)=7 


DOUUERE Soit f(x = 12x° — 36x + 7. Déterminons : 


a) les zéros de f; 


_ 36 V960 
24 


= 0,209... 


= . EDS 


X 


x 


D'où les zéros de f sont 2,790... et 0,209... 


> : : se Représentation graphique 
b) l'équation de l’axe de symétrie D; ï PS 


: -b … 0). à 


X 


f@=12x2-36x+7 
== D 
?2a 24 2 


5 : 
D'où x = - est l’équation de D. 


c) les coordonnées du sommet. dom f = IR 
ima f= [-20, +co[ 


s(2. 20) 
2 


En calculant f G) nous obtenons -20. 


Doi s(2. 2) 
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Ou Soit f(x = -x — 3x + 10. Déterminons : 
-3 49 
a) les zéros de f; SES “ 1 
f@=--3x+10 
=(-x+2)(x +5) (en factorisant) 
D'où les zéros de f sont 2 et -5. 


= Ar + 10 


b) l’équation de l’axe de symétrie D et le som- 


met S de cette parabole. - =IR 
kE— _ = 6) = = «1(>) = si es 49 
2a 2(-1D 2 2 4 ARCS 


JS -3 °£ ° , 7 = 4 
D'où x = 7 est l'équation de l’axe de symétrie et le sommet est (>. ?) 


Fonctions polynomiales 


Définition 1.11 Une fonction polynomiale de degré n, où n € IN est une fonction que nous 


pouvons exprimer sous la forme 
f@O=a,x'+a,_ x"""+...+ax+a,,oùa,Æ#0et 
dy 4, …, 4, Sont des constantes réelles, appelées «coefficients ». 
Remarque Si f est une fonction polynomiale, alors dom f = IR. De plus, 
* les fonctions polynomiales de degré 0 sont des fonctions constantes ; 
* les fonctions polynomiales de degré 1 sont des fonctions affines ; 
*_les fonctions polynomiales de degré 2 sont des fonctions quadratiques. 


Degré d’une fonction Exemple 1| Déterminons le degré des fonctions polynomiales suivantes. 
polynomiale 
DR Si : ; 
a) g(x) = FANS 4/5x° est une fonction polynomiale de degré 5. 
b) A) =(x—4) (x°- 3x + 1) est une fonction polynomiale de degré 9. 


c) k(x) = 7n est une fonction polynomiale de degré 0. 


Fonctions rationnelles 


Définition 1.12 Une fonction rationnelle est une fonction que nous pouvons exprimer sous la 


forme 


f(x) = . où P (x) et O (x) sont des fonctions polynomiales et Q (x) z 0. 
x 
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Pour déterminer le domaine d’une fonction rationnelle, il faut exclure de IR les valeurs 
qui annulent le dénominateur de cette fonction. 


fie . Ainsi, dom f = {x e IRIO(x) # 0}, c'est-à-dire dom f = IR\{x e IRIQ(x)= 0}. 
X 


FU: 
DOUUEME Soit = ——————. 
où D = 


a) Déterminons le domaine de f. 
Domaine Cherchons les valeurs de x pour lesquelles le dénominateur égale 0. 

Puisque x° + 2x — 35 = (x + 7)(x — 5) = 0, lorsque x = -7 ou x = 5, ainsi 
dom f = IR\{-7,5}. 

b) Déterminons les zéros de f. 

Zéros Cherchons les valeurs de x e dom f telles que le numérateur égale 0. 

Puisque x° — 5x = x(x — 5) = 0, lorsque x = 0 ou x = 5. (à rejeter, car 5 € dom f) 
Ainsi 0 est le zéro de f. 


x 6 
SOUNUEPA Soit = —— — . 
où fe ER 


a) Déterminons le domaine de f. 
Domaine x+7=0six=-7etx+5=0 six=-5, d’où dom f = IR\{-7,-5} 
b) Déterminons les zéros de f. 
x GA) OGETE 
LT NT TTC 
x? — x —42 : 
œ+DG+5) | 
(x + 6)(x — 7) 
(x +7)(x +5) 


D'où -6 et 7 sont les zéros de f. 


Zéros 


= (0, si x = -6 ou x = 7 


Fonctions algébriques 


Définition 1.13 Une fonction algébrique est une fonction définie en termes de polynômes et de 
polynômes élevés à des puissances réelles. 


HOUUEME Les fonctions suivantes sont des fonctions algébriques. 


: +à +4 
SCIE LNSE x CET ee go) = + x? 
Vr2+51+1 : x? + 
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Lorsqu'on cherche le domaine d’une fonction algébrique, il faut appliquer les prin- 
cipes suivants: 


° on ne peut pas diviser par 0; 


° on ne peut pas extraire une racine paire d’un nombre négatif. 


SOUUBA Déterminons le domaine des fonctions suivantes. 


5 
a TS : b) g(x) = NOR 
DCR ee) — : C0) = 
ne 0 en : V7 x est définie, VxeIR 
12% 1>x et7-x=0six=7 
domf={xelIR|x<7}ou : domg={xelIR|x<7}ou :  domA=IR\{7}ou 
dom f =]-», 7] : dom g=]-e, 7[ domh=]-,7[U17, +e[ 
[CG — 4x +1 
d) f(x) = — à l’aide d’un tableau de signes. 
De 
x 00 2 » 4 +co 
x—4 _ _ _ _ 
x+1 0 de + 
2—x + 0 
(x—4)@ +1) à L F o , 
2—x 


D'où domf= J-, -1] U ]2, 4]. 


Fonctions définies par parties 


Définition 1.14 Une fonction définie par parties est une fonction dont la règle de 


correspondance diffère selon les valeurs de la variable indépendante. 


x—4 si x<0 


HOUR Soit la fonction définie par parties f(x) = ; 
x 


a) Déterminons le domaine de f. 
dom f= ]-c, 0] U ]1, +oef. 


b) Évaluons fQ@) pour les valeurs de x suivantes: -2, O, (1,1) et 2. 


Lorsque x < 0, f(ù =x-4 ! Lorsqux>1,f@=x+1 
HSE f(D= (LI) +1=2,21 
fO)=0-4=-4 f@=2+1=5 
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(v 


c) Représentons graphiquement la courbe de cette fonction. 


5 


Lorsque x > 1, f(x) =x?+ 1; 
la représentation est donc 
une partie de parabole. 


Lorsque x < 0, f(x) = x — 4; 
la représentation est donc 
une demi-droite. 


(0, -4) 


dom f = ]-c, 0] U ]1, +ce[ 
ima f = ]-c,-4] U J2, +oo[ 


La fonction valeur absolue est un exemple d’une fonction définie par parties. 


Définition 1.15 La fonction valeur absolue de x notée |x| est 


si x<0 


si x2>0. 


-X 
définie par |x| = 
à 


dom f= IR 


ima f = [0, +co[ FD = xl 


En généralisant la définition 1.15, nous obtenons: 


-f(x) si f(x)<0 
f@ si f@2>0 


[CO E 


Exemple 2 | Définissons par parties g(x) = 2—|[2x — 3] 


-(2x—3) si 2x—-3<0 


HEC ne si 2x-3>0 


Représentation graphique 


2x=3<0 ! 2:-3%0 2— (-(2x — 3)) si x<i 
2x<31  2x>3 donc g (x) = G 0 
jt) js ie 2 
21 2 2 


D'où g (x) = g@)=2-12x-3l 


dom g = IR et ima g = ]J-c, 2] 
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La fonction partie entière est également un exemple d’une fonction définie par parties. 


Définition 1.16 


La fonction partie entière de x, notée [x]: correspond au plus grand entier plus 
petit ou égal à x; cette fonction est donc définie par 


[x]=4 si k<x<k+Loùkez 


Soit f (x) =[x]. où dom f= IR. 


Évaluons cette fonction pour différentes valeurs de x et 
représentons graphiquement cette fonction. 


Représentation graphique 
» 


f@) = [x] 


212 (car 2 < 2,3 <3) 
[4] =4 (car4<4<5) 
[o.5]=0 (car 0 < 0,5 < 1) 
[-3. 7] = -4 (car -4 < -3,7 < -3) 


Remarque Une telle fonction est aussi appelée fonction en escalier. 


EXERCICES 1.7 


1. Parmi les graphiques cartésiens suivants, identifier ceux 3. Déterminer l'équation de chacune des fonctions 
qui représentent une fonction et, dans ce cas, déterminer constantes suivantes, en donnant leur domaine et leur 


le domaine et l’image de la fonction. 


a) y 


C) y 


. Soit f (x) = 3x? —2x- 1, g(x) = V1-2x et 
-2x° +4 
x?+3x+2 
Évaluer, si c’est possible, les fonctions précédentes pour 
les valeurs de x suivantes. 


h @ = 


a) x=l b) x=-2 


image si 


a) le graphique cartésien est: 
y 


15 
> 


b) le graphique cartésien de f(x) passe par P(1, 5); 
9 f@=-4. 


. Déterminer, si c’est possible, 


a) la pente a de chacune des droites D,, D,, D, et D, 
suivantes ; 


b) donner l'équation de chaque droite. 
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5. Déterminer l’équation de chacune des droites définies  g 
par les données suivantes : 


a) pente = -7, passe par P(2, 3); 
b) passe par P(-2, 7) et RS, -2); 
c) passe par P(I, 3) et est parallèle à D'y=-3x+1 9, 
(représenter graphiquement les deux droites) ; 


Soit f(x) = 4 — 5x et g(x) = Vx +1. Déterminer: 


a) (f° 8) et dom (f° 8) 
b) (g°f)@) et dom (g°f) 


Déterminer le domaine des fonctions suivantes. 


3x? —4 si -3<x<4 
d) passe par P(-5, 2) et est perpendiculaire à a) A(x) = | ù . 
D:6x-3y=1 5x+9 si 4<x<7 
(représenter graphiquement les deux droites). i 
si x<0 
6. Représenter graphiquement chacune des fonctions sui- b) gx) = X—5 
vantes en indiquant, s’il y a lieu, les coordonnées des x —3 d 20 
points d’intersection avec les axes, les coordonnées du x-4 
sommet S, le domaine, l’image, l’axe de symétrie D et 
son équation. t—4 Si 1<5 
1) = 
à) (D = + 104x 430, où x e [0, 105] 540)  . 


b)_k(x) = x? — 8x +5 


7. Déterminer le domaine et les Zéros des fonctions V4— x? si x<-1 


suivantes. 3h 


10. Soi : si -1<x<4 
(3- 2x)(5x +7) + RON. si x=4 


ET 


5—3x? si x>4etx #7. 


b) gx) = — a) Déterminer dom f. 
x +1 b) Évaluer, si c’est possible : 
9 HE ù CD DC) ii) f(O) 
: . : . mf@ vf vi) f (10) 
d) AG = VETANE T9) 
ds x —5 -x2—4x si x<-l 
= x+2 si -1<x<2 
jm 4 — ni —— 1 — 
ie ter HR ES si x=2 
f) k()= (xx 2)" (x—4) si x>2. 


sg) dé)= 1-2" 
h)_f@ = x — 3x° — 4x? + 12x 


a) Déterminer dom f et les zéros de f. 


b) Représenter graphiquement la courbe de f. 


2 / 
i) g(x)= SX TX j) AG) = N2X TT 12. Définir les fonctions suivantes par parties, déterminer 
V4x —8 10 —3x leur domaine, leur image et les représenter graphi- 
D a@ P—5t+4 D v@ FE AUAREUR 
QD) = ————— VO = —=—— 
Jr2-9 1-2 a) g@=[3x+5[-2 b) f)=5-|2x-4| 


c) h(x) = Va? 


[2x =7 EE 
SU Ter RCE 
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13. Soit f (x) = [ x]. g® = [- x] et A(x) = x — [ x] c) Déterminer le nombre d'articles produits si le coût 


14. 


1 


} est de 1233 $. 
Évaluer chacune des fonctions précédentes en : 


d) Déterminer les coûts fixes (coûts qui ne dépen- 
a) x=2 b) x=-2 dent pas du nombre d'articles produits) de cette 
c) x=5,9 d) x=-5,9 entreprise. 


15. Un démographe estime que la population d’une ville est 


Une entreprise débourse 900 $ pour produire 100 ar- Anna PO = 120007 + A0DD0 ou esten années 


ticles et 1125 $ pour en produire 250. Le coût en fonc- 


; sis ; ; et0<r<20. 
tion du nombre d’articles produits est une fonction 
affine. a) Quelle sera la population de cette ville dans 
a) Déterminer l'équation qui représente les coûts C en i) quatre ans ? ji) huit ans? 
fonction du nombre g d'articles produits. b) Quand la population de la ville sera-t-elle de 
b) Calculer le coût pour une production de 150 articles. 80 000 habitants ? 


-8 Fonctions exponentielles et logarithmiques 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra déterminer le domaine et l’image de fonc- 


tions exponentielles et logarithmiques, et il pourra les représenter graphiquement. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


de déterminer le domaine et l’image de fonctions exponentielles ; 
de représenter graphiquement des fonctions exponentielles ; 


de donner la définition de logarithme ; 
d'utiliser certaines propriétés des logarithmes ; ru gx) = log, x 
de déterminer le domaine et l’image de fonctions logarithmiques ; d 

de représenter graphiquement des fonctions logarithmiques. 


Voici un conte très ancien qui illustre un phénomène de type exponentiel. 


Un jour, le roi indien Shiram décida d’exaucer, quel qu’il soit, le vœu du grand 
vizir Sissa Ben Dahir, pour le récompenser d’avoir inventé le jeu d'échecs. Un 
échiquier ayant 64 cases, Sissa fit la demande suivante au roi : «Majesté, donnez- 
moi 1 grain de blé à placer sur la première case, 2 grains sur la deuxième case, 
4 grains sur la troisième, 8 grains sur la quatrième, 16 grains sur la cinquième, 
et ainsi de suite de façon à couvrir les 64 cases de l’échiquier selon le même 
principe.» Le roi, étonné, s’exclama: «Est-ce là tout ce que vous désirez, Sissa, 
sot que vous êtes ?» «Oh! mon roi, répliqua Sissa, je vous ai demandé plus de 
grains de blé que vous n’en possédez dans tout votre royaume, que dis-je, plus de grains de blé qu’il n’y en 
a dans le monde entier !» 
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Fonctions exponentielles 


Définition 1.17 Une fonction exponentielle de base a, où a € ]0, + et a Z 1, exprimée sous 


sa forme la plus simple, est une fonction de la forme : 


f@=a,oùxelIR 


Dans ce type de fonction, la variable indépendante apparaît en exposant et la base a 
est une constante positive différente de 1. 


Représentation graphique d'une fonction 
exponentielle 


La comparaison des graphiques des fonctions f (x) = 2” et g(x) = (2) permettra de 


déterminer les caractéristiques du graphique d’une fonction exponentielle. 


HOUSE Esquissons le graphique des fonctions f (x) = 2” et g(x) = G) : 


Dans le tableau de valeurs ci-contre, on attribue quelques valeurs à x et on calcule 
les valeurs correspondantes de la fonction f et de la fonction g. 


= [AY Esquisse du graphique de la fonction f Esquisse du graphique de la fonction g 
X 2 2 | x 
£ 
2 |; 4 
à 
-l 2 4 
0 1 1 
1 
1 2 
2 | = 
, Nous constatons graphiquement que les deux courbes : 


+ s'étendent sur toute la longueur de l’axe des x, ainsi 

domf=IR et domg=l; 
* sont situées au-dessus de l’axe des x, ainsi ces fonctions n’ont aucun zéro; 
+ s’approchent aussi près que nous le voulons de l’axe des x, ainsi 

ima f= [0,+c[ et ima g=7]0,+c; 


* coupent l’axe des y au point (0, 1), puisque a°= 1 cara>0etaz 1. 


De façon générale, la représentation graphique d’une fonction exponentielle définie 
par y = a dépend de la valeur de la base a, selon que 0 <a <1ouquea> I. 
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Casoù0<a<l Casoù a> 1 


A — 
S 


8, = 2* 
8,0) = 3" 
8,0) = # 


# 


RRN 
Res wle DIH 


(0, 1) 


Dans tous les cas, pour les fonctions f (x) = a”, où a € ]0,+c[ etaZ 1, 


dom f = IR et ima f = ]0, +col. 
Parmi les nombres irrationnels qui peuvent consti- y 
e=2,71828.. tuer la base d’une fonction exponentielle, on f@=e 
retrouve le nombre «e», où e = 2,718 28... dont la 
partie décimale est infinie et non périodique. dom f = IR 


ima f = ]0, +co[ 


Fonctions logarithmiques 


Soit l'équation 2° — 300. Puisque x est en exposant, on ne peut pas l’isoler en utilisant 
les opérations élémentaires (+, —, x, +). Pourtant, cette équation possède une solution 
comprise entre 8 et 9, car 2° = 256 et 2° = 512. 


L’exposant x qu’il faut attribuer à 2 pour obtenir 300 est appelé «le logarithme en base 
2 de 300 » et vaut approximativement 8,23. 


Définition 1.18 Le logarithme en base a de M, noté log, M, où a € ]0, +cl et a Z 1, est défini 


par l’équivalence suivante : 


log, M = k si et seulement si a* = M. 


En d’autres termes, le logarithme log, M est égal à l’exposant qu’il faut donner à la 
base a pour obtenir M. 


Déterminons la valeur de x dans les équations suivantes, sans 
utiliser une calculatrice. 
a) log, 8=x 
log, 8=xe 2"=8, 
puisque 7 = 8, ainsi x = 3. 


b) log, 25 =2 
(O2 ex; 
puisque x > 0 et que 5° = 25, 
ainsi X = 5. 


4 1 
O logyx=+ d) logo( os) * 


- ie 
log, (a): & 10°- no 


. Te 
uisque 10? = —, ainsi x = -2. 
PS4 100 


4 
lgx=7 + DS 


AS (27e GIE 
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Formule de changement 
de base 


Les bases des logarithmes les plus fréquemment utilisées sont 10 et . Nous 
les notons respectivement log et In et nous les retrouvons sur les touches des 
calculatrices. 


Ainsi, par la définition 1.18, nous avons 


log M=ke 10=M imM=ke =M 
(log M=log, M) ; (in M = log, M) 


Ce logarithme en base 10 est appelé : Ce logarithme en base e est appelé 
«logarithme décimal ». . «logarithme naturel» ou «népérien ». 


Les propriétés suivantes s'appliquent en autant que chaque expression soit définie. 


Propriétés Exemples 
log, a” = m log, 7° =5 !logp10=1  (carm=l) 
log, 1=0 log1=0 | Inl=0 
log, (MN)= log, M +log, N In (x(x* +D)=Inx+In(x" +1) 
M 5) 2 
log, | — |=log, M —-log, N log, | — = log, 2-log,(x° +1)=1-1log,(x +1) 
N Lx +1 
1 
log, M° =klog, M In (x? +7) = In (x? +7)/2 = 5" (x? +7) 
log, M In17 2,833... 
log, M = —?# Re ere es on 
° log, a In4 1,386... 
ar" = M 10182 = 2 LeMrex 


Représentation graphique d'une fonction 
logarithmique 


La comparaison des graphiques des fonctions f (x) = log, x et g(x) = log,,, x permettra 
de déterminer les caractéristiques du graphique d’une fonction logarithmique. 


HOUUCRE Esquissons le graphique de f (x) = log, x et g (x) = log,,, x. 


Calculons d’abord certaines valeurs de f et de g à l’aide des tableaux de valeurs 
suivants, après avoir écrit la fonction logarithmique sous la forme exponentielle : 


y 


y= log, x & 2°=x (définition 1.18) : y=log,xe (3) = x (définition 1.18) 


Donnons à y certaines valeurs, puis calculons les valeurs de x correspondantes. 


(wi 
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(w 


LY Esquisse du graphique de la fonction f : Esquisse du graphique de la fonction g 
ÿ | 427 X = A) à 
3 FX gx) 
1 
-2 à 9 FQ) = log, x 
Ne 3 
2 
0) 1 1 eee 
1 2 : 
3 
2 4 =: Nous constatons graphiquement que les deux courbes : 


+ sont entièrement situées à droite de l’axe des y; 


+ s’approchent aussi près que nous le voulons de l’axe des y, ainsi 
dom f= ]0, + et dom g = ]0, +col; 
+ s'étendent sur toute la longueur de l’axe des y, ainsi 
ima f = IR et ima g = R'; 
+ coupent l’axe des x au point (1, 0), donc x = 1 est le zéro des fonctions. 


De façon générale, la représentation graphique d’une fonction logarithmique définie 
par y = log, x dépend de la valeur de la base a, selon que 0 <a<louquea> I. 


Casoù0<a<l Casoùa>l 


8,@) = log, x 
8,0) = log, x 


f1@ =log,, x 


#20 = log,,x 


(1, 0) 


Dans tous les cas, pour les fonctions f (9 = log, x, où a>0etazl, 


dom f= ]0, +cl et ima f = IR 


Représentons les graphiques des fonctions logarith- 
miques les plus souvent utilisées, soit 


g(x) = In x 
fx) = log x 
f@ = log x et g(x) = In x. 


x 
dom f = dom g = ]0, +c[ 
ima f = ima g = IR 
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De plus, les fonctions f (x) = a” et g(0 = log, x, où a > 0 et a Z 1, sont des fonctions réci- 
proques dont les graphiques sont symétriques par rapport à la droite d’équation y = x. 


Casoùa<l Casoùa>l 


dom f = IR f(x) =. 


: dom f = IR 
ima f = ]0, +c{ ; 


ire ima f = ]0, +co[ 
dom g = ]0, +o 


: dom g = ]0, +co 
ima g = IR 8@) = log,x 8Q)=lo8,X*  imag=IR 


Remarque De façon générale, si f(x) = log, gx), alors dom f= {x ER] gx > 0}. 


HEUAEWA Déterminons le domaine des fonctions suivantes. 


a) f(@ = log, (6 — 2x) : b) g@=log, (0 -x) 
(6—2x) > 0, six < 3. O=29>0ne pri) 
D'où dom f= ]-ce, 31. D'où dom g = ]-3, 3. 


9-x>0sixe ]-3, 3 


Pour résoudre une équation où l’inconnue est en exposant, nous pouvons utiliser les 
propriétés des logarithmes. 


DOuUKE Résolvons les équations suivantes. 


3° = 100 : 0.27 =2 
3° =100 & x=1log,100 (définition 1.18) In (0,2)°%-*° =In2 (car si M = N, alors In M =InN) 
In 100 0 = k) = 
_ (Changement de base) - (2—3x)ln (0,2) = In2 (car log,(M") = klog, M) 
In 3 : 21n (0,2) —3xin (0,2) = In2 
@) d'où x=4,1918.. __21n(0,2)-In2 


3 In (0,2) 
d’où x = 0,810 2... 


EXERCICES 1.8 


1. 


Isoler la variable x dans les égalités suivantes. e) log, x” =4 f) log,, B=log,, B° 
a) n°=s b) log,x=p g) 3 + 3log, +1) =%7 h) x=]In (In (In e°) 
9 y= 347 en 3. Soit log, 3 = 0,565, log, 4 = 0,712 et log, 5 + 0,827. Éva- 
5 luer approximativement les expressions suivantes à l’aide 
. ; À | des propriétés des logarithmes. 
Sans utiliser une calculatrice, déterminer la valeur de x 
dans les équations suivantes. a) log, 15 b) log, 0,75 c) log, 2 
12 
a) log, 25 =2 b) log,,, 12= x d) log, 60 e) log, 81 f) log, ra 
1 
c) logo X = — d) 21og,x=4 9 j 1 
) log 0 3 ) 83 g) log, 5? h) log, 1) log, 6 
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4. a) Démontrer que: 


1) log, À log, B = log, B log, A 

ü) log, blog, c = log, c 

ii) log, b log, d log, f= log, b log, d log, f 
b) Évaluer, sans utiliser une calculatrice. 


i) log, (5) logs 27 


il) log, 16108, 27 log, (5) 


ui) log x log, 100 
1v) log, x log, 81 


. Soit les fonctions f (x) = 4", g(x) = :) , A) = log, (x) 
et k(x) = log,, x. 

Tracer, dans un même système d’axes, une esquisse du 
graphique en y indiquant le domaine, l’image ainsi que 
le point d’intersection avec les axes, 


a) des fonctions f et g; b) des fonctions h et k. 


. Soit les fonctions suivantes. 


a) y=# b) y= log, x 
o y=15 +1 d) y=log,, x 
o»=(5) D) y=-5( 
9) y = logs x b »={5) 
1) y=log,, x j) y=-3" 


Associer à chacune des fonctions précédentes le graphique 
qui la représente le mieux. 


10. 


11. 


Déterminer le domaine des fonctions suivantes. 
a) f() = 3°" et g(») = log, (4 — x) 

b) f(x) = 10-*-2 et g @) = log (x? - x —2) 

©) fo = e"* let g (x) = In (x? + 1) 

d) f@ = e"* et g(x) = In e* 


Soit la fonction f définie par f (x) = ka”. 
Déterminer, si c’est possible, les valeurs de k et de 


a, sachant que le graphique de f passe par les points 
suivants. 


a) (0, 2)et (4, a) b) (0, -l)et (2. +) 


o (. s) et(5,-4)  d) (1,2)et (4, 54) 

Soit la fonction f définie par f (x) = log, x. 

Déterminer, si c’est possible, la valeur de a, sachant 
que le graphique de f passe par le point suivant. 


A) (8. ) 


c) (5,In5) 


b) (32,5) 
d) (5. >) 


Utiliser la fonction pH = -log [H*], où [H°] est la 
concentration en hydrogène de différentes substances, 
pour déterminer : 
a) le pH 

i) du lait, où [H*] = 4(107) mol/L; 

ii) de la bière, où [H*] = 3,16(10 *) mol/L. 
b) la concentration [H*] en mol/L 

1) du vinaigre, où pH = 3,1; 


li) d’une tomate, où pH = 4,2. 


La population d’une culture de bactéries quintuple 
toutes les 24 heures. Sachant que la population initiale 
est de 400 bactéries, déterminer: 
a) la fonction P qui permet d'évaluer la population en 
fonction du temps f; 
b) la population 
1) après cinq heures; ii) après deux jours. 


c) le temps nécessaire pour que la population de bac- 
téries soit de 50 000. 
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12. À la suite d’un traitement biologique, le nombre N de b) Exprimer f en fonction de V. 


hannetons (vers blancs) vivants, en fonction du temps c) Calculer la valeur de cette auto après deux ans. 
1/2 
t, est donné par N(f = 5000 () , où test exprimé en d) Dans combien d’années la valeur de cette auto 
L . équivaudra-t-elle à la moitié de sa valeur initiale ? 
semaines. | . | : 
e) Esquisser le graphique de V en fonction de f, où 
a) Déterminer la population initiale de hannetons. te [0, 10]. 


b) Que représente Z dans la fonction précédente ? 
3 14. La valeur finale À d’un capital initial À,,, placé pendant 


un nombre d’années { à un taux d'intérêt i composé 
continuellement, est donnée par À = A,e”. 


c) Après combien de semaines la population de han- 
netons aura-t-elle diminué de moitié ? 


d) Exprimer f en fonction de N. ; Lun ; ; 
a) Si le taux d'intérêt est de 10 % par année, déter- 


13. La valeur d’une auto de 16 000 $ se déprécie de 20 % miner le nombre d'années nécessaire pour que le 
par année. capital initial double. 


b) Déterminer approximativement le taux d’intérêt qui 


a) Déterminer la fonction V qui permet de calculer la périnétérait au capital de triplér en dix ans, 


valeur de cette auto en fonction du temps r. 


1.9 Trigonométrie 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l’élève pourra résoudre des problèmes faisant appel au cercle trigonométrique et aux 
propriétés des triangles. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : Température réelle pour deux thermostats réglés à 20°C 
° de transformer des degrés en radians et des radians en 22°C 
degrés ; 21°C 
° de déterminer les coordonnées des points trigonométri- Fe 
ques remarquables ; 18°C 
+ _ d'évaluer le cosinus et le sinus des angles remarquables ; Thermostat Température Thérmostat 


+ de donner la définition de tangente, de cotangente, de ordinaire de confort électronique 
sécante et de cosécante ; 


° de représenter graphiquement les fonctions trigonométriques ; 

° de donner quelques identités trigonométriques ; 

° de donner la définition des fonctions trigonométriques inverses ; 

° de représenter graphiquement les fonctions trigonométriques inverses ; 

°_de donner la définition des fonctions trigonométriques dans un triangle rectangle; 

°_ d'utiliser la loi des sinus et la loi des cosinus pour trouver les mesures d’angles et de côtés d’un triangle quelconque. 
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Cercle trigonométrique 


Un cercle trigonométrique est un cercle de rayon 1 centré à l’origine du plan cartésien. 


Les axes partagent le cercle en quatre parties égales appelées quadrants. Les qua- 
drants sont numérotés I, IL, IIT et IV. 


La mesure des angles, dont le sommet est situé au centre du cercle trigonométrique, 
soit O(0, 0) dont l’un des côtés coïncide avec la partie positive de l’axe des x et l’autre 
par la rotation de l’axe autour du sommet, est donnée en degrés ou en radians. 


Lorsque la rotation est effectuée dans le sens: 


° anti-horaire, la mesure de l’angle est positive ; 
* horaire, la mesure de l’angle est négative. 


Le degré est l’unité de mesure correspondant à un angle au centre, 
qui intercepte un arc de longueur égale à _— de la circonférence 
du cercle. Un cercle est divisé en 360 degrés (360°). 


L 
Le radian est l’unité de mesure correspondant à un angle au ee 
centre, qui intercepte sur la circonférence un arc de longueur égale A 

à celle du rayon r du cercle. 


Le symbole rad est utilisé pour représenter les radians. 


| l mrad=180° l_ 180°=rrad 
Équivalence des 1 i 
mesures d’angles 1 rad = 180° 1° = ne rad 
180 


SOUMAEME Déterminons = rad en degrés et 135° en radians. 


a) x rad = 180° donc b) Peer 
Eng = 80 . s 
6 En donc 135° = 135| —— rad, 
r 180 
d’où A = 30°. 37 


d’où 135° = — rad. 
4 
Lorsque l'unité de mesure de l’angle n’est pas précisée, l’unité de mesure est le radian. 


Points remarquables et coordonnées de ces points 
sur la circonférence du cercle trigonométrique 


La figure suivante indique les points P correspondant aux principales subdivisions de 
la circonférence du cercle trigonométrique, qu’on appelle points remarquables, ainsi 
que les coordonnées de ces points. 
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Fonctions sinus et cosinus 


Définition 1.19 Soit P un point du cercle trigonométrique corres- 
pondant à un angle f. 


1) Le cosinus de r est égal à l’abscisse du point P. 
2) Le sinus de f est égal à l’ordonnée du point P. 


OUVRE Déterminons cos f et sin f pour les valeurs suivantes de . 


a) Sit= 0°, nous avons P(1, 0), donc cos 0° = 1 et sin 0° = 0. 


1 
b) Sit= LS nous avons P 3 — |, donc cos = 3% sin = D 

6 2) CRE 6 2 
c) Sit= 90°, nous avons P(0, 1), donc cos 90° = 0 et sin 90° = I. 


-V2 £) 5r _-V2 ST 
os 


d) Sit= un nous avons P , donc cos = = -_— et sin — = 
4 2 4 2) 4 


[à 


@) €) Sit=5, nous avons cos 5 = 0,283... et sin 5 = -0,958... 
f) Sit= 5°, nous avons cos 5° = 0,996 et sin 5° = 0,087... 
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Remarque Pour tout t € IR, nous avons -1 <cosf<let-1l <sinf<l. 
Le graphique de la fonction y = sin x est obtenu en situant dans le plan cartésien les 


points P(x, y) où 
x correspond à l’angle f, en radians, et y correspond à l’ordonnée du point P. L 


f@) = sin x 


sinx=0,sixe {..,-n, 0,7, 27, .}, c'est-à-dire sixe {xe IR|x=Kkr,oùkeZ}. 


Le graphique de la fonction y = cos x est obtenu en situant dans le plan cartésien les 
points P(x, y) où 


x correspond à l’angle f, en radians, et y correspond à l’abscisse du point P. 


fG)j=tosx 


cosx=0sixe4.…, Tire, , c'est-à-dire six e xeR|x=T+imoùkeZ|. 
2 2 2 2 2 


Périodique Une fonction f est périodique s’il existe un nombre réel p tel que f (x + p) = f (x), 
Période  Vxe dom f. La plus petite valeur possible de p est la période de la fonction. 


Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques et de période 27. 
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Fonctions tangente, cotangente, sécante et cosécante 


Dans plusieurs situations où intervient la trigonométrie, il est utile de connaître les in- 


1 
M dom (sec) = IR\ {x e IR 


x=F+imodkez| ) 
période : 27 | 


COS X 


ima (sec) =]-c, -1] U [1, +co[ 
sec(x) À 0, V x e dom (sec) 


verses multiplicatifs ou les rapports des sinus et des cosinus. 
Définition 1.20 Les fonctions tangente, cotangente, sécante et cosécante sont définies comme suit: 
Fonction Domaine, image et zéro Représentation graphique | 
1) Tangente La fonction tan x est définie si cos x z 0. f(x) =tan x 
__. sinx : ” #4 
For à som tan) = Re Rs irait 67} É 
période : T . : 
: ima (tan) = IR : 
na=0.sixe {x eIR|x = 4m où kez | 
2) Sécante : La fonction sec x est définie si cos x # 0. 
1° = 8ec x 


3) Cotangente La fonction cot x est définie si sin x # 0. 
COS X : 
M er : dom Go0=R {x € Rx = Am où €Z | LPS 
période : 
: ima (cot) = IR 


: cotx=0,sixe le 


x = F+kmoùk eZ) 


4) Cosécante : La fonction csc x est définie si sin x 4 O. 
1 : 
CSCX = — : dom (sd = IR\/x € IRIx = knoùk 2 | 
sinx : 
période : 2T 14 L 
: ima (csc) = ]-ce, -1] U [1, +ce[ 


csc x £ 0, V xe dom (csc) 


1 1 l he 02 


1 
sin— — DS 
ae 2-1) -S SONDE 2) 
ON CNEN NE NEN > 
6 2 
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Quelques identités trigonométriques 
Une identité est une égalité vraie pour toutes les valeurs attribuées à ses variables. EE 
L 


Du cercle trigonométrique suivant, nous avons (cos 0) + (sin 0) =1. (Pythagore) 


Puisque (cos 0) = cos” Bet (sin 0) = sin? 6, 
nous avons 


P(cos 6, sin 0) 


CPE 
NE 


En divisant les deux membres de l’identité cos? 0 + sin? 0= 1 


cos? 0+ sin? 0=1 


cos 0 sin’ 0 


° par cos” 6, on obtient , ainsi  1+tan?0 = sec?0 


cos 0 cos 0 cos’ 8 
cos 0 sin’ 8 
sin? @ sin O0 sin 0 


Identités d’une somme ou d’une différence d’angles. 


, ainsi  cot? 0+1= csc?0 


° par sin” 6, on obtient 


© sin (À + B)= sin À cos B + cos À sin B 
@) cos (A + B)= cos À cos B — sin À sin B 


tan À + tan B 
tan (À + B) = ——— 
® c ) 1—tanAtanB 


@) sin (À — B)= sin À cos B - cos À sin B 
@) cos (À — B) = cos À cos B + sin À sin B 
tan À — tan B 


BA =) = 
® ( 1+ tan Atan B 


En posant À = B, dans les identités D, @ et ©), nous obtenons les identités suivantes. 


_2tanA 


® sin (24) = 2sin À cos À 
1—tan À 


Coco 41 net (©) tan (24) = 


En utilisant les identités (D), @), © et @, nous obtenons les identités suivantes. 


Identités de l'opposé Identités du supplémentaire Identités du complémentaire 


T E 

COS| — — x | = Sin x 
5 | 

a [A 

SiIn| — — X | = COSX 
É | 

tan| ——-x|=cotx 
(: | 


COS (-X) = cos x COS (T — X) = -cos x 


sin (-x) = -sin x sin (7 — x) = sin x 


a 


tan (-x) = -tan x tan (T7 — x) = -tan x 


1.9 Trigonométrie 49 


Fonctions trigonométriques inverses 


Ces fonctions communément appelées «fonctions trigonométriques inverses » sont les 
réciproques des fonctions trigonométriques. 


Ces fonctions nous permettent de déterminer un angle dont nous connaissons la valeur 
d’une fonction trigonométrique. Par exemple, nous pouvons déterminer l’angle @ tel 
que sin 0=0,5. 


Définissons la fonction Arc sinus, qui est la fonction inverse de la fonction sinus. 


Soit le graphique de y = sin x. 


À partir du graphique ci-dessus, nous Ce graphique n'est pas celui d’une fonction. 
obtenons le graphique ci-contre en faisant 
une rotation de 180° autour de la droite 


d’équation y = x, et en remplaçant x par 


Par contre, si pour x € [-1, 1] nous choi- 
sissons uniquement les valeurs de y qui 


, SIT A 
appartiennent à É | | , nous obtenons 


y et y par x. 
une fonction appelée « Arc sinus ». 
Définition 1.21 La fonction Arc sinus inverse de la fonction sinus est définie comme suit : 


50 


y= Arc sin x si et seulement si x = sin ypour xe [-l, 1lety€e ES 2] 


La représentation ci-contre est une esquisse du graphique 
de f (x) = Arc sin x, où 
dom (Arc sin) = [-1, 1] et 
ima (Arc sin) = . ” ; 
2 2 


f(x) = Arc sin x 
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DOUTER Évaluons, si c'est possible, les expressions suivantes. 


a) Arcsin (3) en radians et Arc sin (2) en degrés. 


Soit 0 = Arc sin(> ainsi sin 0 = . (définition 1.21) 


T I 
D'où 0 = = (certe trigonométrique où 0 € LE. =) 


; ls) ee 2 
Soit & = Arc sn( =} ainsi sin = . (définition 1.21) 


D'où a =-45°. (cercle trigonométrique, où œ € [-90°, 90°]) 


@) b) Arc sin (0,7) à l’aide d’une calculatrice. 
En mode «radian », nous obtenons Arc sin (0,7) = 0,775 3... ; 
en mode «degré», nous obtenons Arc sin (0,7) = 44,427... 
c) Arc sin (1,2) 
Arc sin (1,2) est non définie, car 1,2 £ dom (Arc sin). 


Définissons de façon analogue la fonction Arc cosinus, qui est la fonction inverse de 
la fonction cosinus. 


Définition 1.22 La fonction Arc cosinus inverse de la fonction cosinus est définie comme suit: 


y = Arc cos x si et seulement si x = cos y pour xe [-1, 1]etye [0, xl. 


La représentation ci-contre est une esquisse du graphique PTS ES 


de f (0 = Arc cos x, où 


dom (Arc cos) = [-1, 1] et 
ima (Arc cos) = [0, |. 


HOUR Évaluons les expressions suivantes. 


-] : 1 2 
a) Arc cos( =) en radians et Arc cos( +) en degrés. 
2) 0) 
-1 2T 27 -1 27 
Arc cos| — | = car cos| —— | = — et eT[0, x] 
2, 3 3 2 3 


1 1 
Arc cos[ +) = 60° car cos 60° = - et 60° € [0°, 180°] 


b) Arc cos (-0,2), à l’aide d’une calculatrice. 
En mode «radian », nous obtenons Arc cos (-0,2) = 1,772 1...; 
en mode «degré », nous obtenons Arc cos (-0,2) = 101,536... 
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Définissons la fonction Arc tangente, qui est la fonction inverse de la fonction tangente. 


Soit le graphique de y = tan x. 


y 


f(x) = tan x 


À partir du graphique ci-dessus, nous 
obtenons le graphique ci-contre, en fai- 
sant une rotation de 180° autour de la 
droite d’équation y = x, et en remplaçant 
X par y et y par x. 


Ce graphique n'est pas celui d’une 
fonction. 


Par contre, si pour x € IR nous choisis- 
sons uniquement les valeurs de y qui 


s FT A 
appartiennent à Es “ nous obtenons 


une fonction que nous appelons 
«Arc tangente ». 


Définition 1.23 La fonction Arc tangente inverse de la fonction tangente est définie comme suit: 
: | TH T 
y= Arc tan x si et seulement si x = tan ypourxe Retye F 3. 
La représentation ci-contre est une esquisse du graphique y 


de f (x) = Arc tan x, où 


dom (Arc tan) = IR et 


ima (Arc tan) = _ ns : 
2 2 


tft f(x) = Arctanx 


D'OUVERI Évaluons les expressions suivantes en degrés et en radians. 


a) Arc tan 1, sans calculatrice. 
En «degrés », nous obtenons Arc tan 1 = 45°; (car tan 45° = 1) 


» T T 
en «radians », nous obtenons Arc tan 1 =—. (our tan 1 = ) 
4 


b) Arc tan 2500, avec une calculatrice. 
En mode «radian », nous obtenons Arc tan 2500 = 1,570... ; 
en mode «degré», nous obtenons Arc tan 2500 = 89,977... 


On peut définir de la même façon les fonctions Arc cotangente, Arc sécante et 
Arc cosécante. 
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Définition 1.24 La fonction Arc cotangente inverse de la fonction cotangente est définie 


comme suit : 
y= Arc cot x si et seulement six=cotypourxeRetye ]0, rl. 


La représentation ci-contre est une esquisse du graphique 
de f (x) = Arc cot x, où 


dom (Arc cot) = IR et 


ima (Arc cot) = ]0, t|. 


Définition 1.25 La fonction Arc sécante inverse de la fonction sécante est définie comme suit: 


y = Arc sec x si et seulement si x = sec y 


pour x € ]-c, -1] U [1, +ce[ et y L | U Im a. 


: + T T 
Remarque Il aurait été également possible de choisir y € Lo | U Fe r 


La représentation ci-contre est une esquisse du graphique 
de f (x) = Arc sec x, où 


dom (Arc sec) = ]-co, -1] U [1, +cel et 
; T 37 

A =|0,— U|r, 1. 
ima (Arc sec) | | É Æl 


Définition 1.26 La fonction Arc cosécante inverse de la fonction cosécante est définie 
comme suit: 


y= Arc csc x si et seulement si x = csc y 


3T 
pour x € ]-c, -1] U[1,+e[etye Le. | U Fe =] 


La représentation ci-contre est une esquisse du 
graphique de f (x) = Arc csc x, où 


dom (Arc csc) = |-c, -1] U [1, +co[ et 


ima (Arc csC) = Le. z U Fe =] 
2 À 
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La trigonométrie du triangle rectangle 


Les rapports entre les mesures des côtés d’un triangle rectangle c 

sont appelés «rapports trigonométriques ». F 
77) 

Les six rapports trigonométriques sont les suivants. b 


De Hier : h : 
rte côté SRRSES angle @ (sin ee )  —— SON leve Fe | 
hypoténuse C 1 côté opposé à l’angle 0 a 
NAS na 
ne côté ee angle @ (cos Le b |  — RIPOIENRSE sec je | 
hypoténuse C côté adjacent à l’angle @ b 
UE se GRpOSE ; l’angle @ (an g=4 | De CP ANRERMeNtE 0 (cot = b | 
côté adjacent à l’angle @ b côté opposé à l’angle 0 a 
DOUUERE Soit le triangle rectangle ci-contre. 
Évaluons les six rapports trigonométriques. 5 3 
3 4 3 
sin 0= — cos 0 = — tan 0=— 24) 
5 5 4 4 
5 4 
csc 0= — sec De cot 0 = — 
3 4 5 


a) Déterminons la valeur de x dans le triangle rectangle suivant. 


Par rapport à l’angle de 65°, x est le côté adja- 
cent et 4 est l’hypoténuse. Ainsi, 


4 : 
cos 65° = © fau cos 65° = £ad | 
4 hyp. 
© 20) : d’où x = 4 cos 65° = 1,690... 
b) Déterminons la valeur de x et de 0 dans le triangle rectangle suivant. 
X=d+s (Pythagore) 
. 4 x= V16+25 = VAI, d'où x = 6,403... 
© a tan 0= _ d’où 0= Arc tan (4) — 350907 
5 
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La trigonométrie d'un triangle quelconque 


Dans un triangle quelconque (non rectangle), on ne peut pas utiliser les rapports tri- 
gonométriques définis dans le triangle rectangle. Il existe toutefois des relations entre 
les angles et les longueurs des côtés du triangle. 


Dans tout triangle ABC: 


La loi des sinus 
snA sinB sinC 


a b c 


connaît : 


l’un de ces côtés. 


La loi des sinus et la loi des cosinus C 


On utilise la loi des sinus lorsqu'on 


+ soit la longueur d’un côté et la 
mesure de deux angles ; 

+ soit les longueurs de deux côtés 
et la mesure de l’angle opposé à 


La loi des cosinus 

a = b°+ c°—2bc cos À 
bia Le ?2uccosp 
ca tb -Pabcos OC 


On utilise la loi des cosinus 


lorsqu'on connaît : 


° soit les longueurs de deux 
côtés et la mesure de l’angle 
compris entre ces côtés ; 


soit les longueurs des trois côtés. 


EXERCICES 1.9 


1. 


Exprimer en radians chacun des angles suivants. 
a) 60° b) -75° 

c) 270° d) 600° 

Exprimer en degrés chacun des angles suivants. 


ST 


a) 3 rad b) rad 


-T 
9 rad d) rad 
4 12 
Exprimer en fonction de sin #, de cos t ou de sin f et 
cos f. 
a) tant b) cotft 


c) sect d) csct 


Déterminer la valeur de f, où f € [0, 2x, correspondant 


aux points suivants. 
- V2 2 
a) ef À b) (È LS 


2 2 
3 -1 
c) P(-1,0) d) PE. :) 


5. 


Déterminer les coordonnées cartésiennes des points tri- 
gonométriques correspondant aux angles suivants et les 
représenter sur un même cercle trigonométrique. 


-T -7T 
ar b) — 
a) : ) 6 
23T 217 
C) Fa d) 4 
37 -117 
ee f re 
€) ; ) 6 


Déterminer sans l’aide d’une calculatrice la valeur 
exacte de: 


a) cot = b) sec 300° 


d) csc (-45°) 


c) tan EL 
3 


Exprimer cos 2A en fonction de: 


a) sin? À b) cos? À 
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10. 


11. 


56 


Déterminer la valeur exacte de: 
a) sin L b) cos 105° 
12 


Évaluer sans l’aide d’une calculatrice. 


a) Arc sin | 


b) Arc sin £) 


c) Arc cos 1 
d) Arc cos (-1) 
e) Arc tan (-1) 


f) Arc sec 2 

a) Évaluer: 
i) sin (Arc sin Ü) 
ii) sin (Arc sin (-1)) 
ii) Arc sin (sin ë 
iv) Arc sin (sin 27) 


b) Répondre par vrai (V) ou faux (F). 
1) sin (Arc sin x) = x, V x e dom (Arc sin) 


ii) Arc sin (sin x) = x, V x e dom (sin) 


Résoudre les équations suivantes, si x € [0, 27]. 
a) 1+sinx=0 


b) cos? x — (sin x) cos x = 0 
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12. a) Déterminer la valeur de x et de @. 


i) 


26 


b) Déterminer la valeur de Z B, de a et de b. 
B 


r er 
es Biologie Chimie Administration M Physique 


Exercices se réalisant à l'aide d'un outil technologique. 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à la 
fin du manuel. 


.. Compléter le tableau suivant. 


Ensemblistes Intervalles 


{xeR|x>4} 


Droite numérique 


(2, ST 


{xe R|x<-1 ou x >2} 


._ Simplifier en donnant votre réponse à l’aide d’exposants 
positifs. 


5 4 

Lo FR 

à (-9) 

so DA 
o 2 d) 64x° y 

-9 24% 

De æ (b?c* ÿ f (CS) 
DE ere nn. 

3 (ab) c (273) 


. Ensimplifiant une fraction dont le numérateur était x*y°, 


L Poe 2 6 
nous avons obtenu — Quel était son dénominateur ? 


. Ecrire les expressions suivantes sous la forme x”, où r : 
Ë Il t la f 4 ER 


a) Ÿx b) vx 


SRE 
C) TR d) X 
ï 
ES 
e) xx f) = 
x 


. Écrire les expressions suivantes sous la forme 
1 * # 
/x?° ou "RS où ae IN etbEeIN. 
| x D 
a) x25 b) x 2 


5/4 


X 

1292 

a d) 4/5 
X 


CE 


. Évaluer sans l’aide d’une calculatrice. 


a) V81 b) 481 


10. 


11. 


12. 


CSN er d) 169-144 


32 1 
f) - 
Ÿ(-2) 


Simplifier en donnant votre réponse à l’aide d’un expo- 
sant positif. 


a) = b) \ EN PNES 
X 
o VE) C") " 


CH) 


80)" C°) 


A 


S&Y OT 


Déterminer la longueur de l’arête d’un cube: 
a) si son volume est de 13 824 cm”; 


b) si l’aire totale de ses faces est de 13 824 cm°. 


Déterminer la valeur de x si: 


CRTC 


Effectuer puis simplifier. 
ds 4) Gr DU 6 200-500) 
b) (2x + 3y —4)(5 — 2y —4>) 

( JE æ) 
sr ee 

DNA IVG 

d) (0,5x + 4,1)(7,2 — 3,7x) 
2 Ed Cdt 
1) (AG +) — Vax)(4G + h) + V4x) 


Rationaliser le dénominateur des fractions suivantes. 

12 9 
a) — E) == 

1e NE 
à 7 PAIE 

5 ONE 
Effectuer. 

5 SR 2 .: 
à (8x° + se Xx° — x) b) (2x° + 8x—8) 
(2x° — x) (x +3) 
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Exercices récapitulatifs 


13. Compléter les égalités suivantes. 18. Déterminer le domaine et les zéros des fonctions 


a) Bab? + 12a°c? — 20a°d* = 4a ( ) suivantes. 
1/2 eh ie 2 — 1 
1 A à == D) 42 ———— 
: A ) al 16+x =5 
ARTE ) x? 9 F0 
c) h(x)= Tee d) f(x)= Dares 
14. Factoriser. TRES bn ee 
a) x2+ 13x + 30 b) x2+13x=30 à co= 5x +6 D AG = x? —5x+6 
© x2—13x+ 30 d) #2 13x30 NO D 2: 
Ar 5) 56 x 
. V3 La 
f) x2+ mxy — 4xy — Amy? g) rs b) AE nr 
de + 
g) 2x0 x) — (x + 2x2 — 3x) Co i 
h) 36% — 65x - 36 ) 300x° + 79x — 85 NN 
) 25-y kb (Cx-5ÿ-(3+2? [x ]+x1-56 
l) 8x-27y , x 
: 213 3/2 22 D kG) E 
m) 3(2x + 1)'2(5 — 7x2) — 42x (2x + 1325 — 7x2)? Îx-—2}- 4-|-5| 
d 2) 
15. Effectuer, puis simplifier. k) f(x)= — 1) g(x)= PS De 
3x 4 HN oi 2 
07x45 2x49 ester 1 ee 
: m) kG@)=Inl [4-1] n) fG= 
. sn dE 2+cosx 
Ax— 3x" + 
©) (4-5x)Vx d - x— DArcsin x CES | 
2x o gay= CRE puy TT 
x (x+1) Arc tan x 
5 5 9 x? 
FSRTGE 19. Soit les fonctions f et g suivantes. 
3+2(x+h) 3+2x x +9x 
e) Here 4 
h (£ > | si -6<x<0 
3x Ce x+5 
2x+1 ‘0 <3 
16. Résoudre les équations suivantes. POP — 
a) (4) =9 b) 4x-x=0 
c) 41x+40=21x d) V6y-3?-8=0 Nos ob à < 0 
2} 
VE f) Ix-57|-38|=0 CORRE ie 
D Ix-21-4/-5/21 D 2e *(-»=0 É 
i) log (log (log x)) = 0 = si x>2 
DEA NRE 0) EN a) Déterminer le domaine de fet de g. 
5 = De 2 
k) 8cos x-1=0,sixe Inn b) Évaluer, si c’est possible : 
HR ee Lu 1 nf  DfOS id 
è iv) gC1) v g(0) vi) g(D) 


17. Déterminer l’ensemble-solution si: 
20. Soit f (x) = 3x? — 2x +3. 
(x—2)(4+ x) e 
a) = <ib a) Evaluer f (x + h). 
fœ+h)= f(x) 
h 


b) Déterminer et simplifier. 


+ (8x) , 
Ctrl = 101250 
©) G-DG+2)<+5)x—2) 


b) 
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21. 


22. 


23. 


a) Démontrer que, si z est un zéro de 
 Q0) = 7x° — 4x + 3x7 — 4x + 7, alors Léa mn 
zéro de f (sans trouver 2). : 

b) Déterminer la relation entre a et c, si les zéros de 


: 1 
l'équation ax° + bx + c = 0 sont z et —. 
z 


Soit f (x) = et g(x) = i l 


— X — X 
a) Déterminer le domaine de f et de g. 
b) Sif(c) = 2, déterminer f (1 — c). 

c) Déterminer g(g(g(a))). 


Soit la représentation graphique suivante. 


a) Déterminer l’équation des droites ci-dessus. 
b) Déterminer les coordonnées des points À et B. 


c) Déterminer l'équation de la droite passant par 
P(1, 2) et qui est parallèle à D.. 

d) Déterminer l'équation de la droite passant par 
P(9, 1) et qui est perpendiculaire à D, ; donner votre 
réponse sous la forme ax + by + c=0, 
où a, betce Z. 


Une personne qui travaille pour une entreprise de 
location d’automobiles ayant 40 voitures à louer reçoit 
un salaire quotidien de 40 $; de plus, elle obtient une 
commission de 6 $ pour chaque automobile qu’elle 
loue. 


a) Déterminer son salaire d’une journée, si elle loue 
1) 10 automobiles ; ii) 22 automobiles. 


b) Si n représente le nombre d’automobiles louées, 
déterminer la fonction $ qui donne le salaire quo- 
tidien en fonction du nombre d’automobiles louées, 
en précisant son domaine. 


c) Combien d'automobiles doit-elle louer pour que son 
salaire quotidien soit de 220 $ ? 


d) Si, au cours d’une semaine, cette personne travaille 
5 jours, combien d'automobiles doit-elle louer, en 
moyenne par jour, pour que son salaire hebdoma- 
daire soit de 680 $ ? 


25. 


27: 


28. 


Soit f (x) = -6x? + 45x - 75. Déterminer : 

a) le dom f et ima f; 

b) les points d’intersection de la courbe de f avec 
UE . A 1 
1) l’axe des x; ii) l’axe des y. 


c) l'équation de la sécante passant par les points 


(1, f (D) et G,.f (3). 


Le tableau suivant donne les tarifs domestiques, en 
2012, applicables à la consommation d'électricité, 
en fonction du nombre de kilowatt-heures (KWh) 
consommés chaque jour. 


La redevance 
d’abonnement quotidienne 


Les 30 premiers kWh 
consommés chaque jour 
(basés sur une moyenne 
mensuelle) 


0,406 4 $ 


0,053 9 $/kWh 


Le reste de l'énergie 
consommée 


0,075 1 $/kWh 


a) Calculer le coût avant les taxes, pour une consom- 
mation de 850 KWh pendant le mois de septembre. 


b) Calculer le coût avant les taxes, pour une consom- 
mation de 1900 kWh pendant le mois de janvier. 


c) Déterminer la fonction qui donne le coût avant les 
taxes, de la consommation d'électricité en fonction 
du nombre de kilowatt-heures consommés pendant 
une période de 30 jours. 


d) Représenter graphiquement cette fonction. 


a) Exprimer les égalités logarithmiques suivantes 
sous la forme exponentielle. 


1) log, 25 =2 i) log 1000 = 3 
b) Exprimer les égalités exponentielles suivantes sous 
la forme logarithmique. 


2 
i 10*=0,0001 ii) (à) =— 


Évaluer sans l’aide d’une calculatrice. 
a) log, 216 

b) log 1 

c) Ine* 

d) log, 6 

e) log, 81 log, 8 

f) (log; 16)(log, 2 os: } 


1 
5 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Déterminer la valeur exacte de x si: 

2) se=(1) 
à 

b) (3)@* i _ 6°? 

c) log, 5x°-x—2) =2 +2 log, x 

d)e‘+2=e* 


Représenter dans un même système d’axes les fonc- 
tions suivantes. 


ES 
LD 


09 = 2” 
DE 


LCD) 
J@ = 3" 


À la suite d’une recherche médicale, on a établi que le 
nombre de cellules cancéreuses dans un certain type 
de tissu est donné par N(f = 300(2*), où t est en 
jours. 
a) Déterminer le nombre de cellules après 

i) 1 semaine; ii) 30 jours. 
b) Déterminer le nombre de jours pour 

i) doubler le nombre initial de cellules ; 


ii) avoir 3000 cellules. 


Une somme de 4000 $ est placée pendant 5 ans à un 
taux nominal de 3 %. 


a) Si les intérêts sont capitalisés annuellement, 
déterminer 


1) la valeur de ce placement à l’échéance ; 
ii) le montant d'intérêt accumulé. 


b) Déterminer la valeur de ce placement, si on capita- 


lisait les intérêts tous les 
i) 6 mois; ii) 2 mois; 
iii) mois; iv) jours. 


a) Exprimer en radians. 


i) 240° ii) 135° 
iii) -30° 
b) Exprimer en degrés. 
T 2 
ÿ j rad ï) rad 


iii) 2 
3 
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34. 


SEE 


36. 


37 


Sans l’aide d’une calculatrice, déterminer les valeurs 
exactes des coordonnées des points trigonométriques 
correspondants aux points suivants et donner, si c’est 
possible, la valeur du sinus, du cosinus et de la tan- 
gente de l’angle correspondant. 


T T 
-T 
c) — d) 180° 
) é ) 


Donner, si c’est possible, et sans l’aide d’une calcula- 
trice, la valeur exacte de: 


a) cos 30° b) sin 90° 
c) tan ce d) csc e 
?) 4 
T : 
e) cot (3) f) Arc sin (0,5) 
g) Arc cos 2 h) Arc tan (1) 
a) Déterminer sur le graphique suivant la courbe 


représentant la fonction sinus et celle représentant 
la fonction Arc sinus. 


b) Déterminer les coordonnées des points P, Q,R ets. 


Évaluer : 
a) cos? 1°+ cos? 2° + cos? 3° + .… + cos? 89° + cos? 90° 


b) sin? 1° + sin? 2° + sin” 3° + … + sin? 89° + sin’ 90° 


Limites et continuité 


ne présentation formelle et approfondie de la notion de limite 
alourdirait considérablement le présent manuel. En consé- 
quence, considérant qu’une bonne compréhension intuitive 
vaut mieux qu’une mauvaise connaissance formelle, nous avons pré- 
féré donner ici un exposé informel de la notion de limite, laissant 
l’enseignante ou l'enseignant libre de suppléer à cette démarche intui- 


Perspective historique 
Exercices préliminaires 
21 Notion de limite 


2.2 Indétermination 
de la forme 5 


2.3 Limite infinie et asymptotes tive par des définitions formelles, si elle ou il Le juge à propos. 

verticales, limite à l'infini _. | ——  . 0 

et asymptotes horizontales Nous étudierons tout d’abord des indéterminations de la forme S Par 
2.4 Continuité la suite, nous ferons l’étude des cas de limites dont le résultat est l'infini 
Réseau de concepts et de limites à l'infini, ainsi que l'étude des indéterminations de 
Vérification des apprentissages la forme © et +co—c, Cette étude nous permettra de déterminer 
Exercices récapitulatifs l'équation des asymptotes verticales et horizontales de la courbe 
Problèmes de synthèse d’une fonction. Finalement, l’utilisation de la limite nous permettra 


de déterminer si une fonction est continue. 


En particulier, l'élève pourra résoudre le problème suivant. 


À la suite de l'étude d’une population, un démographe prévoit 
que, dans r années à compter d’aujourd’hui, la population totale P 
d’une ville dans une région, sera donnée par 


40 000 + 60r° 
GE 
4+0,0025r 


a) Calculer la population 


où t est en années. 


1) après 5 années; 11) après 10 années. 
b) Après combien d'années la population initiale aura-t-elle 
doublé ? 


C) Évaluer lim P() et interpréter votre résultat. 
1— + 
d) Représenter graphiquement la courbe de P. 


(Voir l'exercice récapitulatif n° 26, page 116) 
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PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Vous dites continu ? 


a matière, nous disent les physiciens, se compose 

d’atomes, eux-mêmes constitués de particules élé- 

mentaires. L'Univers n’est donc pas physiquement 
continu. Si l’être humain avait la capacité de rapetisser 
indéfiniment, jusqu’à devenir du même ordre de grandeur 
qu’un atome, il n’aurait pas le choix, pour se déplacer, que 
de sauter d’un atome à un autre. Mais, intuitivement, son 
mouvement ne serait-il pas, lui, continu ? Entre deux atomes, 
son déplacement ne serait pas saccadé. Peut-on alors dire que 
l'espace est continu? Y aurait-il des «atomes» d’espace ? 
Y aurait-il des «atomes » de temps ? 


Pour le grand philosophe Aristote 
(384-322 av. J.-C.), quelque chose 
est continu si on peut le subdi- 
viser à répétition, indéfiniment. 
Mais alors, que répondre à Zénon 
d’'Élée qui remarquait, dans le 
paradoxe appelé «la dichoto- 
mie», que lorsqu'un marcheur se 
déplace vers un mur, il doit d’abord 
arriver à la moitié de la distance 
qui le sépare du mur, puis, à nou- 
veau, à la moitié de la distance qui 
le sépare alors du mur, et ainsi de 
suite. Supposant l’espace continu, même s’il s'approche de plus 
en plus du mur, il lui restera toujours une moitié de distance à 
parcourir. Il n’atteindra donc jamais le mur. Par contre, Zénon 
ne le fait pas, mais si le marcheur suppose que l’espace est non 
continu, en se déplaçant, il se trouvera à un moment donné à 
une distance du mur qui ne sera plus divisible. Il parviendra 
donc, à l'étape suivante, nécessairement au mur. Puisque, en 
réalité, il atteint le mur, cela ne voudrait-il pas dire que l’es- 
pace est effectivement discontinu ? 


Ce genre d’arguments nourrira la controverse pendant plu- 
sieurs siècles. On montrera finalement, au Moyen Âge, à 
l’aide des séries infinies, que, de fait, puisque les temps 
pour parcourir les «moitiés d'espaces restants » deviennent 
de plus en plus courts à mesure qu’on approche du mur, au 
total, cela prend un temps fini pour y arriver. 


En mathématiques, nous tenons pour acquis que l’espace 
géométrique est continu et donc qu’il peut se subdiviser à 
l'infini. Ainsi, lorsque vous tracez le graphe d’une fonc- 
tion y = f(x), on tient pour acquis que x prend successi- 
vement toutes les valeurs sur l’axe des x. Votre expérience 
avec les fonctions vous porte sans doute à croire que, sauf 
pour des cas assez rares (comme y = f(x) = 1/x) et artificiels 
(comme les fonctions escaliers), le graphe correspond à un 
tracé continu. De Descartes (1637) jusqu’au début du x1x° 
siècle, les mathématiciens pensèrent de même. L'expression 
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symbolique, même infinie, permettant de calculer la valeur 
de f{x) semblait un garant du fait que le graphe de la fonction 
puisse être tracé d’un trait continu, sauf peut-être en quelques 
points. On ne sentait donc pas vraiment le besoin de préciser 
davantage ce qu'était une fonction «continue». L’intuition 
commença alors à être prise en défaut (voir le problème ci- 
dessous). C’est dans le contexte de la recherche d’une plus 
grande rigueur que le Français Augustin Cauchy (1789-1857) 
définira la continuité d’une fonction (1823) : 


«Lorsque la fonction f(x) admettant une valeur unique et finie 
pour toutes les valeurs de x comprises entre deux limites [com- 
prendre ici les bornes d’un intervalle] données, la différence 


f@+i)-f@ 


est toujours entre ces limites une quantité infiniment petite, 
on dit que f(x) est fonction continue de la variable entre les 
limites dont il s’agit. [i est vu ici comme un nombre dont la 
valeur se rapproche infiniment près du zéro!.] » 


PROBLÈME: La fonction correspondant à la somme infinie de 
fonctions continues est-elle elle-même une fonction continue ? 


Cauchy a répondu d’abord intuitivement oui pour produire 
par la suite une démonstration. Le jeune mathématicien Niels 
Abel (1802-1829) oppose toutefois un contre-exemple à la 
démonstration de Cauchy. Vous pouvez vous rendre compte 
vous-même du bien-fondé du contre-exemple en traçant, sur 
votre calculatrice graphique ou, mieux encore, sur un traceur 
graphique d’un ordinateur, la fonction suivante : 


ee sin(2x) : sin(3x) sin(dx) 7 

2 3 + 
en ajoutant toujours davantage de termes. Vous remarque- 
rez que, d’un graphique à l’autre, le graphique se rapproche 
du graphique suivant. 


Le graphique précédent représente une fonction non conti- 
sin(2x) sin(3x) 


nue même si sin(x), ; 
3 


, … sont des fonctions 
continues. 


1. Cauchy, Augustin, 1899, Œuvres complètes d’Augustin Cauchy, 
2° série, t. 4, Paris : Gauthier-Villars, p. 19-20. 


1. Calculer les expressions suivantes. 


0,001 0 DIS 
de phone 
) S 7 ) 10° ° 10° 
2 
0,001 * 0,000 001 0,000 01 * -10 


2. Soit À et B, deux nombres positifs infiniment grands. 
Préciser si le résultat des opérations suivantes est posi- 
tif et infiniment grand, négatif et infiniment grand ou 
impossible à déterminer. 


a) A+B b) A-B 


A -A 
d) — Ë) — 
13 = 


c) AB 


f) AB-A 


3. Simplifier les expressions suivantes. 


a 5 = À) 
b 5 
a ce. b) = 
d 10x 
ze 
— 3 x—8 
d 
x? —3x ) = 
x 
12 J% 
À, % à 
f 
ee sr 
à à 


4. Sachant que les conjugués de À + B sont À —B et -A +B, 
déterminer les conjugués des expressions suivantes. 


SEEN b) V3x-5-V3x+4 


5. Effectuer la multiplication des expressions suivantes 
par un de leurs conjugués. 


a) Vxr 5 b) Vx+Vv5 
co) Vx-V3x-5 d) Va+b+Vc-d 


6. Effectuer les divisions suivantes. 
) x +x?+x+l 


4 5 D 
: b) X°+X +x —x—-2 
x+1 


x+1 


7. Compléter: 
a) a —b?=(a-b) 
DRE) 
©) 27+ x = (3 + x) 
d) &+h}ÿ -x = h 


8. 


10. 


11. 


Déterminer le domaine des fonctions suivantes. 


(x +4) 
(9—3x)(2x +5) 


a) FO) = 


42 
h D— 
Sn = =? 


e) x(t) = V10 —-2r 


3x?—-4x+5 b) g(x)= 


d) f(u)= 


HUE 


Vr 


= 
F5 


1 
V3u +7 


Exercices préliminaires 


4x? +3x 
ee h 
8) f(x) SE ) fG)= = 
i) ro — D) 8@)=vV-x7+x+2 
5 nes 
Se lee per 
ST 
Soit f(x)=4 x? si 1<x<2 
il St F2 


a) Calculer, si c’est possible : 
i) f(0) ü) FC) in) (5) 
iv) f (2) v) fG) RQ) 
b) Tracer le graphique de f et déterminer dom f. 


x+4 
si <-1 

x +3 

: 1 

Soit f(x) = 4 — si -1<x<l 

x 
2) ; 
= Sn Po IEAEES, 


a 


a) Calculer, si c’est possible: 
ie) ü) FC) 


b) Déterminer le domaine de f. 


ii) f(1) 


Donner l'équation des droites D,, D, et D, suivantes. 
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2.1 Notion de limite 


Objectifs d'apprentissage 

À la fin de cette section, l'élève pourra calculer des limites. 

Plus précisément, l'élève sera en mesure : 

+ d'estimer des limites, en utilisant des tableaux de valeurs appropriées ; y 
| + d'utiliser la notation de limite; 

* de représenter graphiquement le résultat du calcul d’une limite ; 

e de donner les conditions de l’existence de la limite d’une fonction ; 


ES 


° d'évaluer des limites à gauche et des limites à droite, à partir d’un  L 
graphique ; 

+ _d’énoncer des théorèmes relatifs aux limites; 

e de calculer des limites à l’aide des théorèmes sur les limites ; (a a 


d x 


+ de déterminer des limites à l’aide du théorème «sandwich» ; Théorème «sandwich » 


° de calculer, algébriquement, des limites à gauche et des limites à droite. 


IL Y A ENVIRON 275 ANS... 


L'idée intuitive de limite se manifeste tout au long de l’histoire des mathématiques. 
Archimède s’en sert dans ses nombreux calculs d’aire de surfaces courbes. Elle commence 
à prendre forme comme une notion indépendante chez D’Alembert (1717-1783). Ce n’est 
toutefois qu’au début du x1x° siècle, particulièrement chez Cauchy (voir la perspective 
historique), qu’on la définit clairement, avec la notation lim, mais sans la flèche en-dessous, 
et que sa place dans le calcul différentiel se précise. 


Archimède (-287 à -212) 


Avant d'évaluer des limites à l’aide de théorèmes, présentons d’abord de façon intui- 
tive la notion de limite. 


Présentation intuitive de la notion de limite 


Définition 2.1 Soit x € R. Nous disons que x est une valeur voisine de a si x # a, c’est-à-dire 


x <a ou x > a et si x est aussi près que nous le voulons de a. 


Donnons d’abord deux exemples de fonctions définies sur IR\{a}, où nous évaluerons 
ces fonctions pour des valeurs voisines de a. 


3 


= 2, 
Exemple 1 Soit = 2, où dom f = R\(31. 
= 


a) Puisque f(3) est non définie, posons-nous la question suivante. 
Quelles valeurs prend f(x) lorsque les valeurs de x, où x € dom f sont voisines de 3 ? 


Par valeurs voisines de 3, nous entendons des nombres réels plus petits ou plus grands que 3, donc x # 3, 
mais qui sont aussi près que nous le voulons de 3. 


64 CHAPITRE 2 Limites et continuité 


Etablissons deux listes composées respectivement de valeurs 


plus petites que 3 (x < 3) et de plus 
en plus près de 3, notée x — 3 


plus grandes que 3 (x > 3) et de plus 
en plus près de 3, notée x — 3* 


Calculons les valeurs de fQ) correspondantes. 


x tend vers 3 par la gauche >» 


x tend vers 3 par la droite 


2,99 3 3 


8,940 1 


2,999 
8,994 


2,999 9 
8,999 4 


x 2,9 


f@) | 8,41 


© 


.…. 9 À 


3,001 
9,006 


3,01 
9,060 1 


3,1 
9,61 


3,000 1 
9,000 6 


3e … 


2 


fQ@) semble s’approcher de 9 > 


Nous constatons que f(x) semble s’approcher 
aussi près que nous le voulons de 9, lorsque nous 
donnons à x des valeurs de plus en plus près de 3, : 
par la gauche et nous écrivons 


Cette limite s’appelle la limite à gauche de f. 


FX) f@) 
9 9,61 
9 

8,41 (représentation 


x 3 


(notation) 


graphique) 


< f@) semble s’approcher de 9 


Nous constatons que f(x) semble s’approcher 


: aussi près que nous le voulons de 9, lorsque nous 


donnons à x des valeurs de plus en plus près de 3, 


: par la droite et nous écrivons 


x —3 


Cette limite s’appelle la limite à droite de f. 


3e x 


Comme f(x) semble s'approcher aussi près que nous le voulons de 9, en donnant à x e dom f des valeurs 
de plus en plus près de 3, aussi bien par la gauche que par la droite, nous écrivons 


lim f(x) =9 


b) Simplifions f. 


nr Om) 0-03) 
fQ@)= = 


x — 3 


doute re 


(3 € dom f,donc(x—-3)Z0) 


2 
c) Représentons graphiquement f(x) = et g(x) = x’. 
FX gx) 
- ox 
15 FE g@ =x 


10 


-4 2 2 3 4 x 


4 DA 


Ainsi, la représentation graphique de f est identique à celle de g(x) = x?, sauf en x = 3. 
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L'exemple précédent nous permet de constater qu’il n’est pas nécessaire qu’une fonc- 
tion soit définie en x = a pour que la limite de cette fonction existe lorsque x — a. 


IL Y A ENVIRON 100 ANS... 


L'utilisation du symbole — sous la notation lim, pour indiquer de quelle valeur s'approche 
la variable indépendante, date du début du xx° siècle. On voit ici que même une notation 
aussi simple en apparence a pris plusieurs années pour atteindre sa forme définitive. 


js 


Soit f(x) = =" , où dom f = IR \{-0,5}. 
22+1 


Estimons lim f(x) à l’aide de tableaux de valeurs 


x tend vers -0,5 par la gauche >» € xtend vers -0,5 par la droite 

x -0,6 | -0,51 | -0,501 | -0,5001 |...—-0,5 | -0,5 0,5 … -0,499 9 -0,499 | -0,49 | -0,4 
f@) | -1,4 | -1,49 | -1,499 | -1,4999 |... 1,5 À 15<— 1,500 1 1,501 1,51 16 
f(x) semble s’approcher de -1,5 » € f @) semble s’approcher de 1,5 

Il semble donc que lim f(x)=-1,5. : Il semble donc que lim f(x)=1,5. 
x—-0,5 ; x—-0,5 
x) 
Ds 0° É 
SR 4,5 


Puisque la limite à gauche n’est pas égale à la limite à droite, c’est-à-dire lim f(x) lim. f(x), nous 
x -0,5 05 
disons que lim f(x) n'existe pas. 
x — -0,5 


La définition suivante nous donne les conditions pour qu’une limite existe. 


Définition 2.2 Existence de la limite 


lim f(x) = L si et seulement si lim f(x)= Let lim f(x)=L,oùaet Le. 


Cela signifie que la limite d’une fonction existe si et seulement si la limite à gauche de 
cette fonction et la limite à droite de cette fonction existent et sont égales. 
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lim fO9= L 


Dans les trois représentations graphiques suivantes, la limite de fexiste lorsque x tend 
vers a peu importe que a appartienne ou non au domaine de la fonction et peu importe 
la valeur de f(a) si a € dom f. 


a edom f 
y 


lim f(x) = L 


a é dom f 


lim f(x)= L 


e)=/L f @) 4 L (a) non définie 
x =3 
DOUUERE Soit f(x) = 9 ; où dom f =[0, +co[ \ {9}. 
7% — 
ne 7. -3 . . Vx-3 …. Vx-3 
Déterminons si lim existe en estimant lim et lim : 
x—9 x— x—9 X%X x—9 x—9 
x—9 x 9 
Vx-3 Vx-3 
X f@)= 0 X f@)= per 
Représentation graphique . 
8,9 0,167 132... 9,1 0,162 062... 
8,99 0,166 712... 9,01 0,166 620... 
8,999 0,166 671... 9,001 0,166 662... 
8,999 9 0,166 667... 9,000 1 0,166 666... 
| | 
97 0,16 9+ 0,16 


Il semble donc que lim TG) 01. Il semble donc que lim 1) 016 


VC 


0,16 


D'où lim f(x) = 


x—9 


(définition 2.2) 


Remarque Les tableaux de valeurs peuvent fréquemment nous donner une idée de la 
valeur de la limite, mais dans certains de ceux-ci nous obtenons des résultats desquels 
on ne peut rien conclure comme le montre l'exemple suivant. 
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FR AE 
HOUSE Soit f(x) = sin , où dom f = IR \{0}. 
x 
Estimons lim sin] — | et lim sin | —|, où x est exprimé en radians. 
x 07 5% x 0* X 
x tend vers 0 par la gauche > < x tend vers 0 par la droite 
a x -0,1 -0,01 | -0,001 -0,0001 …. 0 0 | 0*e... | 0001 0,001 0,01 0,1 
f@) | 0,544... |-0,506...1-0,826...| 0,305... … 7? À | 2e. |-0,305... | 0,826... | -0,506... | -0,544... 
f@) ne semble pas s’approcher d’une valeur > < 9 ne semble pas s’approcher d’une valeur 


Il semble donc que lim f(x) n'existe pas. 
> D 


La représentation graphique suivante, obtenu 


sin 


x 
©) > plot(sin(1/x),x=-0,5...0,5) ; 


pour les valeurs voisines de zéro. 


Il semble donc que lim f(x) n'existe pas. 
x 0* 


e à l’aide de Maple, illustre le comportement de la fonction 


X 
n'existe pas et lim sin 


x—0* 


La courbe de la fonction sin 


Ainsi, lim sin EL 
x 


x — 0 X 


oscille un nombre infini de fois entre -1 et 1. 


n'existe pas. 


n'existe pas, d’où lim sin 
x—0 


Nous pouvons évaluer la limite d’une fonction définie à partir d’un graphique. 


EE Soit f, la fonction définie par le graphique ci-dessous. 


Déterminons, si c’est 


fo 


possible, lim f(x) ainsi que lim f(x). 


Pno-cnr onco-co-ces 


15 


lim fQ)=3 : lim f(x) =6 lim f(x)=9 : lim f(x)=9 
x— 1x5 x—157 1 x—15t 


D'où lim f(x) n'existe pas. D'où lim f(x)=9. (définition 2.2) 
Le X — 
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Théorème 2.1 


œŒUUERZS Soit f la fonction définie par le graphique suivant. 
FQ@) 


Du graphique précédent, nous avons: 


a) f(C6)=3 b)_f(-2) non définie o) fO)=1 
d) f()=2 €) f(4) non définie f) f(6)=4 

g) F8) =0 h)_ lim f()=-2 lim fG=1 

D) lim f(x) n'existe pas k) lim f(x)=4 D lim fO=4 

m) dim f(x)=4 n)_ lim f(x) n'existe pas 0) lim f(x) n'existe pas 
p)_ lim f(x) =2 q) lim f(x)=0 D lim f(x) n'existe pas 


Théorèmes sur les limites 


Énonçons quelques théorèmes sur les limites que nous admettons sans démonstration. 
Ces théorèmes nous aideront à évaluer algébriquement des limites plutôt que de les 
estimer à l’aide de tableaux de valeurs ou à partir de graphiques. De plus, ces théorèmes 
nous serviront à démontrer certaines règles de dérivation dans les chapitres suivants. 


a) Limite d’une fonction constante 


Ra rt ee La limite d’une fonction constante est égale 
x a É à cette constante. 


b) Limite de la fonction identité 


Dee La limite de la fonction identité lorsque x 
x a s'approche de a est égale à a. 


EM soif = 3 et 8) = x. 


a) lim f(x) = lim 3=3 : D) lim gG)= lim x=3 
x—2 x—2 : Xx > > 
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Théorème 2.2 Si lim f(x)= L et lim g(x) = M,où LERR et M ER, alors: 
a) Limite d’une somme de fonctions 


lim [f(x) + g(x)] = lim 1 f (x) + lim 1 8(x) La limite d’une somme de fonctions 
est égale à la somme des limites de 
EM ces fonctions. 


b) Limite du produit d’une fonction par une constante 


lim [kf(x)] = k [ lim f @)] La limite du produit d’une constante 
HE SA et d’une fonction est égale à la 
=KkL,oùkeR constante multipliée par la limite 


de la fonction. 
c) Limite d’une différence de fonctions 


lim [f(x)- g(x)]= lim f(x)— lim g(x) La limite d’une différence de fonc- 
vil HE a tions est égale à la différence des 
=L-M limites de ces fonctions. 


d) Limite d’un produit de fonctions 


lim [ f(x) g(x)] = [ lim FGT lim g(x)] La limite d’un produit de 
ot es ns fonctions est égale au produit 
= LM des limites de ces fonctions. 


e) Limite d’un quotient de fonctions 


AC) ) Jim 0) La limite d’un quotient de 
rm fonctions est égale au quotient 
Fa a 8) lim g(x) des limites de ces fonctions, si la 
limite du dénominateur n’est pas 
=—, si M #0 égale à O. 


Remarque Dans le calcul de lim sn où lim 1 8(x)= 0, il y a deux possibilités : 


él g(x 


1. Lorsque lim if (x)= 0, nous disons que la limite lim . est une indétermination de la forme " 
Li (Pi & 26 
> 


x" Su À : 
par exemple lim 5 Nous étudierons ce cas à la section 2.2. 
x 


2 .Y— 
a 


2. Lorsque lim if (x)= k où k Z 0, nous disons que lim est de la forme . 


2 


.. X°+4 Et : 
par exemple lim Nous étudierons ce cas à la section 2.3. 
> _ 
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EE Évaluons les limites suivantes à l’aide des théorèmes précédents. 


a) Him (x+7)=limx+ lim 7 (limite d’une somme de fonctions) 
x—4 x—4 x 4 
=4+7 (limite de la fonction identité et limite d’une fonction constante) 
=11 
b) lim [5(x—4)]= s| lim (x — 4) (limite du produit d’une fonction par une constante) 
x—- ee 
= s| lim x— lim 4 (limite d’une différence de fonctions) 
x -2 Fe 
=5[-2-(4)] (limite de la fonction identité et limite d’une fonction constante) 
C) lim [(3x+1)(5x — 4)]= PU (3x + D] lim (5x— 4 | (limite d’un produit de fonctions) 
x— 
=|1 im (3x)+ lim ] lim (5x)— lim 4] (limite d’une somme et d’une différence de 
> 2. x—2 x—2 x—2 ‘ 
fonctions) 
= É ( lim x) + 1 Is lim x) — 4) (limite du produit d’une fonction par une 
x x—2 SR , 
constante et limite d’une constante) 
=[3(2)+1][52)-4] (limite de la fonction d’identité) 
= 42 
d) lim 
x2-412x+1 


Évaluons d’abord lim (2x +1), pour vérifier si cette limite est différente de 0. 
S1 elle est différente de 0, nous pourrons alors appliquer le théorème 2.2 e). 


lim (2x +1) = lim (2x) + lim 1 (limite d’une somme de fonctions) 
> Tor de X—- X—- 


= 2| lim x) +1 (limite du produit d’une fonction par une constante et limite d’une 
a. fonction constante) 
=2(-1) +1 (limite de la fonction identité) 
=-1 
Puisque la limite du dénominateur est différente de 0, appliquons le théorème 2.2 e). 
3 lim (3x) 
un (limite d’un quotient de fonctions) 


lim = — 
x412x+1 lim (2x +1) 


| lim x) 
= (limite du produit d’une fonction par une constante et calcul précédent) 
= _ (limite de la fonction identité) 
=3 
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Nous pouvons généraliser la limite d’une somme ou d’une différence de fonctions et 
la limite d’un produit de fonctions de la façon suivante: 


Théorème 2.3 Si lim f(x)= L,,où L,eRetie {1,2,…,n},alors 


a) lim LAGOE AGDE EF, GI lim f GO + lim AG) £..+ lim f, (0) 
=L+L,+..+L, 
b) im LAC)... GIE lim GE lim £ 97... [lim /, @)] 
LE 


Remarque En appliquant le théorème 2.3 b) dans le cas où f. (2) = x, nous obtenons 


lim x" = [lim x) lim x) ” lim x) (théorème 2.3 b)) 


X—a X—a X—a 


n facteurs 
=(a)(a)...(a) (théorème 2.1 b)) 
d’où lim x" = a" 


X—a 


En appliquant les théorèmes 2.1, 2.2 et 2.3 à une fonction polynomiale, nous obtenons 
le théorème suivant. 


Théorème 2.4 Si P(x)=c,x" +c,_,x" 7" +...+c,, alors 

Limite d'une fonction | _ 

polynomiale lim P(x)=c,a"+c,_,a" +...+c = P(a) 
F0) 


Le théorème 24 signifie que pour évaluer la limite d’une fonction polynomiale 
P(X), lorsque x — a, il suffit d'évaluer P(a). 


Exemple 3 Évaluons les limites suivantes. 


a) lim (x° — 5x7 +7x+2)= 47 -5(4) +7(4) +2 (théorème 2.4) 
= 14 
2 
DL x il 
Fe Gil 
Évaluons d’abord, à l’aide du théorème 2.4, la limite du dénominateur. 


lim (x? +1)= (1) +122 
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© 


Puisque la limite du dénominateur est différente de O, 


: 2 
x? +2x+1 nou Pi, 


lim 5 = - = (limite d’un quotient de fonctions) 
CL YO | lim (x +1) 
(-1)° +2(-D+1 ar ue 
= Du. 1 (théorème 2.4 et calcul précédent) 
0 
2 
=0 
Théorème 2.5 a) Si lim f(x) = L,où LE IR, alors 
RU 


lim LG) = [lim FT = L', où ne N*. 


b) Si lim f(x)= L, où LE R, et si [f(x], où r > 0, est définie 


pour x voisin de a, alors 


lim [GOT = im FO] = L 


a) Évaluons lim CD 


7 
lim Gi | lim (x* + 0] (théorème 2.5 a)) 
=[(1)* +1 (théorème 2.4) 
= 128 (car 2” =128) 


V3—2x est définie si b) Soit f(x) = V3—-2x, où dom f = k- | 


(3-2x)>0 
ss 1) Évaluons, si c’est possible, lim V3—2x. 
x - 
ae 
F2 Puisque -3 € k- = | fQ@) est définie pour tout x suffisamment près de -3, 


à gauche et à droite, nous permettant de calculer la limite de f(x) lorsque x — -3. 


Ainsi, lim NE 2X— lim (3-2x)"° 


1/2 
= lim (3— 2x) (théorème 2.5 b)) 
= | lim (3—2x) 
= V9 (théorème 2.4) 
—3 


© 
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f(x)=V3-2x y © 
ii) Évaluons, si c’est possible, lim V3—2x—. 
NE, 5 


: SnIE : 
Puisque dom f = k- 5 ] il n'existe aucun x appartenant au dom f tel 


3 x PDA TRE : 
2 que x — É) . AINSI, lim, V3-—2x n'existe pas. 
x—5 


lim f(x) n'existe pas 
x; 
D'où lim V3—2x n'existe pas. 
x > 
v] 
2 , & 
c) Évaluons lim Vx° — 17. 
1 à 
Dans le cas particulier des radicaux, nous pouvons écrire: 


lim f(x) = y lim f(x), si f(x) est définie pour x voisin de a et n € IN*. 


X— 4 


Ainsi, lim | lim (x°—17) (remarque précédente) 
= rs 


(théorème 2.4) 


Enonçons un théorème qui nous permettra d'évaluer la limite d’une fonction comprise 
entre deux fonctions qui tendent vers la même valeur L lorsque x — a. 


Théorème 2.6 Soit trois fonctions telles que g(x) < f(x) < h (x), lorsque x € ]c, d[ \ {a}, où c <a <d. 
Théorème 


«sandwich» Si lim g(x) = lim h(x)= L,où LE R, alors lim f(x)= L. 


Le graphique ci-contre 
illustre le théorème 
«sandwich ». 


Exemple 5 | Évaluons lim Ë sin(=) où x est en radians et x € IR \ {0}. 
x + 


, nl : 
Puisque nous ne pouvons pas évaluer lim sin(=| (voir l'exemple 4 de la 
VE x 


1 
page 68), nous ne pouvons pas évaluer lim Ë sin(=)| à l’aide du théorème 2.2 d). 
Cor > X 


Par contre, nous savons que: 


1 
-1< sin( +) <1,VxeR \{0} (car -1<sinA<1) 
X 


1 
Amsi x < 2 sin(=) <x.VzxeR\!0! (car x? > 0) 
x 
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Puisque lim (-x°) = 0 et lim mo 0 
x—0 x 
: 5. [il ne 
nous avons lim x” sin —||=0. (théorème 2.6) 
X Jo 
Représentons graphiquement sur [-0,2 ; 0,2] les fonctions f(x), g(x) et A(x). 


f(x) = x sin| L } g(x)=-x° et h(x) = x° 


X 


@)  >plot([x'2*sin(1/x),-x2,x/2],x=-0.2..0.2, 
color=[orange,green,bluel) ; 


Cette représentation graphique nous 
permet de constater que la fonction 


, fi 
FO = x° sin|— f@= x inf 
x x 
est «prise en sandwich» entre 
les fonctions g(x) = -x?et A (x) = x?. 


Limites de fonctions définies par partie 


Complétons cette section en évaluant algébriquement des limites de fonctions définies 
par parties aux valeurs de x, où la fonction change de définition. 


x—3 Si ES x si XD) 


Ererpie + PES EEERETESS 
DE S1 


9x si x>5 


> A 


a) Évaluons, si c’est possible lim f(x). 
Le fait que f(5) = 1 n’a aucune importance dans l’évaluation de f lorsque x 
est voisin de 5. En effet, x — 5 signifie que x est voisin de 5, mais que x #5. 
Puisque la fonction est définie de façon différente selon que x < 5 ou que x >5, 
nous devons calculer lim f(x) et lim, f(x). 


Représentation graphique limite à gauche Pour x < 5 et x — 5, nous avons 
f@) lim f(x)= lim (x—3) (car f(x) = x —3, si x <5) 
Xx—5 Cor 00 


2) (en évaluant la limite) 


limite à droite Pour x > 5 et x — 5, nous avons 


lim f(x)= lim, (@ — x) (car f(x) =9— x, si x > 5) 
xs L—+ 
= 4 (en évaluant la limite) 
lim f()=2 ! lim /()=4 
É ho Puisque lim f(x) # lim f(x), alors lim f(x) n'existe pas. (définition 2.2) 


lim f(x) n'existe pas 
x—5 


(w) 
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Représentation graphique b) Évaluons, si c’est possible lim g(x). 
is 
lim g(x)= lim x (car g(x) = x, si x < 2) 
1. 20 1 20 
=? (en évaluant la limite) 
lim g(x) = lim, V6x —8 (car g(x) = V6x-8, si x >2) 
x— x— 
= | lim (6x —8) (théorème 2.5 b)) 
x— 
Jim g(x)=2: lim g(@x)=2 =? (en évaluant la limite, car 4 = 2) 
lim g(x)=2 : : : : ie 
x Puisque lim g(x)= lim, g(x) =2, alors lim g(x)= 2. (définition 2.2) 
Lo D Pr à re 


EXERCICES 2.1 


1. 


Écrire les énoncés suivants sous la forme lim ?? = ??? 6. À l’aide du graphique ci-dessous, évaluer la limite à 
gs Di (de : 
sé gauche et la limite à droite de f aux valeurs données, et 


Plus les valeurs données à x sont près : : PR : 
déterminer si la limite existe en ces valeurs. 


a) de -2 par la droite, plus les valeurs calculées pour f(x) 
sont aussi près que nous le voulons de 3. 

b) de -4 par la gauche, plus les valeurs calculées pour f(x) 
sont aussi près que nous le voulons de -3. 

c) de 4, plus les valeurs calculées pour f(x) sont aussi 
près que nous le voulons de -2. 


Traduire les expressions suivantes en énoncés littéraux. 


a) lim f(x)=0 b) lim _g(x) = 8 a) En x = -4 b) En x =2 c) Enx=4 
| 7. Soit f, la fonction définie par le graphique ci-dessous. 
Soit i — , le courant i dans un circuit, où 1€ ] 05,35]. 
t— y 


a) Estimer lim à à l’aide d’un tableau. 
1-1 
b) Représenter graphiquement cette fonction. 


Soit f(x)=x-[x]]. 


a) Estimer lim f(x) à l’aide d’un tableau de valeurs. 


b) Estimer lim f(x) à l’aide d’un tableau de valeurs. 
x—2t 


c) Estimer, si c’est possible, lim f(x). Evaluer, si c’est possible, les expressions suivantes. 


d) Représenter graphiquement f sur [0, 4]. a) f(CS) b) f(2) ©) fO) 
ES d) FA) o) lim fG)  P) lim 


(x +3)(x 0) : ; _.. 
g) lim f(x) h) lim f(x) 1) lim f(x) 
a) Déterminer dom f. x—2 x—2 x 


b) Estimer lim f(x) à l’aide de tableaux de valeurs. )) lim f(x) k) lim f(x) D lim f(x) 
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8. Évaluer, si c’est possible, les limites suivantes en indi- 


2.2 


quant les théorèmes utilisés. 


a) lim 5 b) lim y 
x—3 73 


7 
c) lim (24) d) lim (6-7 +37} 


e) lim (512+3)Ÿ35-2 f) lim 


: X 
2241 (4+x) 


g) Jim xx —1 h) lim V4 x" 
Soit lim f(x) = 9, lim g(x) = -8, lim A(x) = 0, 

X—a x—a x—a 
f(a)=3 et g(a) = 4. 


Évaluer, si c’est possible, les limites suivantes en indi- 
quant les théorèmes utilisés. 


a) lim Lf(x)— g(x)] b) lim [28(x) f(x) —5h(x)] 


à in /g(x) Em f(x) - f(a) 
x4 g(x)— g(a) 


x—a f(x) 


Objectifs d'apprentissage 


10. Soit une fonction g telle que 


11. 


@?— 6x+13)< gx) <(x?+6x-5),Vxe 10,61. 


a) Évaluer, si c’est possible, lim g(x). 
b) Évaluer, si c’est possible, lim g(x). 


c) Représenter dans un même système d’axe 


FO =X — 6x + 13 et A) = -x? + 6x — 5 
et donner une représentation possible de g. 


Évaluer la limite à gauche et la limite à droite de f aux 
valeurs données, et déterminer si la limite existe en ces 
valeurs. Représenter graphiquement. 


2. . 
à) so=| à RCE 
X Si x>-2 
5—-x si x<0 
à . 
—5 si O<x<3 
b x)=4 * 
Pi -5 si x=3 
2x-2 si x>3 
i) enx=0 ii) en x = 3 


Indétermination de la forme 


A la fin de cette section, l’élève pourra lever certaines indéterminations de la forme a 


Plus précisément, l'élève sera en mesure: 


* La ROSE 0 
de reconnaître une indétermination de la forme … 


: ; Pre Ds 
d’estimer certaines limites de la forme 6 à l’aide de tableaux de valeurs ; 


: nn Re 0 _— 
de lever certaines indéterminations de la forme 5 de façon algébrique : 


— en factorisant des expressions ; 

— en développant des expressions ; 
— en effectuant des simplifications ; 
— en effectuant des divisions ; 

— en utilisant le conjugué. 


lim (x° -9ÿ=0 
x? —9 ur x 3 


lim —2 77 
us PEN Lie (Vx-43)=0 
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Pour mesurer une vitesse, il faut prendre l’espace parcouru et le diviser par le temps 
qu’il faut pour le parcourir. Or, si le temps en question est «un instant», donc essen- 
tiellement zéro, l’espace parcouru sera aussi essentiellement zéro. C’est la difficulté 
que rencontrèrent les premiers mathématiciens qui se sont intéressés à cette question 
de la mesure de la vitesse d’un corps à chaque instant de son déplacement. Voilà 


7 ; ; A pue 0 
pourquoi il est nécessaire de se pencher sur les indéterminations de la forme Si 


Qu'arrive-t-1l si l’on divise l’un par l’autre deux nombres qui sont très près de 0? 


SOUAEME Effectuons la division de deux nombres réels qui sont près de zéro. 


0,000 08 
a) 00 56 DE 0 
0,000 08 0,004 
0,001 _ 2500 dy 20000000 _ 5 0004 
0,000 00004 -0,0001 


Comme l’ordre de grandeur des résultats obtenus est différent, nous ne pouvons pas 
tirer une conclusion sur ce type de division. 


Les théorèmes sur les limites de la section précédente nous révèlent que, pour évaluer 
lim f(x), il est parfois suffisant de remplacer x par a dans la fonction donnée. 
Er 2°: 


Par contre, il existe plusieurs cas où cette méthode n’est pas appropriée. 
Par exemple, lorsque dans un quotient la limite du numérateur est égale à 0 et 
la limite du dénominateur est égale à 0, nous disons alors que nous avons une 


indétermination de la forme - 


Nous étudierons, à la section suivante, le cas où la limite du numérateur n’est pas égale 
à O et la limite du dénominateur est égale à 0. 


Exemple 2 Les limites suivantes sont des indéterminations de la forme n 


lim (x° — 3x) = 0 
Ce. a to re ne 0 
a) lim ————— ; Ainsi, lim ———— est une indétermination de la forme —. 
x3 x—3 ——> lim (x—3)=0 13 y 3 0 
lim (x° —9)=0 
OX -0 rs . .…. x —9 7. a. 0 
b) lim ———— Ainsi, lim ————— est une indétermination de la forme —. 
. VX — V3 Jim (Vx - V3) =0 +3 Vx V3 0 


on dE 


lim [(x + h} — x?]=0 

+) x Ti .. … (œ+hÿ -x 
c) lim CEE | Ainsi, lim COR est une indétermination de la forme ©. 
h—0 h —%lim h=0 h—0 h 0 


h-—0 
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A la section précédente, nous avons estimé certaines limites à l’aide de tableaux de 
valeurs. Par contre, il aurait été possible d'évaluer ces limites de façon algébrique. 


Évaluation de limites indéterminées de la forme 
de façon algébrique 


© 


HOUEME Évaluons algébriquement les limites de l'exemple précédent. Es 


. x —3x ne - 
a) lim ———— est une indétermination de la forme . 


Levons cette indétermination en factorisant et en simplifiant le facteur causant 
l’indétermination. 


3 2 2 
—— LI .  X (x ; 
Factorisation lim ———— = (en factorisant) 


13 x—3 x+1 (x—3) 


; li ti) (puisque x — 3, x Æ 3, ainsi (x — 3) £ 0, donc nous 
—3x° = 11m 


233 277 pouvons simplifier) 
= lim x° (en simplifiant) 

x—3 
=9 (en évaluant la limite) 


4 734 * Remarque Ce résultat est identique à l’estimation obtenu à l’aide d’un tableau de 
f() est non définie valeurs. (Voir l'exemple 1, page 65) 


b) Jim est une indétermination de la forme . 


3 TER 
Levons cette indétermination en utilisant un conjugué de (x — 43). 


(en multipliant le numéra- 


_——— L sn =; Il x? —9 Il Era 2) teur et le dénominateur de 
onJugue im im ; DR ETE 
re NeEN Ne ere Il FRE DUELE par un 
conjugué du dénominateur) 
2 a 
OS RS .. Ê —9)(Vx + : >| (en effectuant la CIE 
uniquement la multiplica- . m2 au dénominateur) 
tion des termes qui sont 
conjugués l’un de l’autre = lim a 3Xx +3) x + _ (en factorisant (x° — 9)) 
Bo) x 3 
2. lee 3)(Vx + V3) 
s x 3 (4<3) 
= lim [(x+3)(Vx +43] (en simplifiant, car (x — 3) # 0) 
x à 
=1243 (en évaluant la limite) 


(w) 
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c) lim 


h—0 


Ch er nn. 0 
—=———— est une indétermination de la forme ni 


Levons cette indétermination, à l’aide des opérations algébriques suivantes. 


li A) 2 HR Eh = x . ; Le 
um h = um 7 (en développant (x +h)) 
2xh+ h° 
= [im ——— (en effectuant) 
h—0 h 
hQ2x + h) . 
= [im ————— (en factorisant) 
h=0 h 
=} H(2x + h) 
a Fat K 
= lim (2x+h) (en simplifiant, car h Z 0) 
h—0 
Sr (en évaluant la limite) 


DOUTEPA Évaluons algébriquement les limites suivantes. 


2) 


1 est une indétermination de la forme . 


Levons cette indétermination en effectuant d’abord l'opération au dénominateur. 


ES 3 
lim ms = Jim ie (en additionnant les termes au dénominateur) 
x—-3 | il x -3 sub) 
2 + a 
Fu She 
ac _  3x(x° —-9) 
= — = Jim ———— 
no 
.  3x(x—3)x +3) 
= Lin —— 


x -3 x +3 


.. 3x(x-3)x+3) 
= Lin — 
x—3 (+443) 


= lim 3x(x — 3) (en simplifiant, car (x +3) 0) 


Dénominateur commun 


oIœ|se 
S 


(en factorisant (x° — 9)) 


= 54 (en évaluant la limite) 
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1 1 


b) lim dx V5 


x—5 


est une indétermination de la forme . 


Levons cette indétermination en effectuant d’abord l'opération au numérateur. 


Dénominateur commun us US V5 = x 
ose Ge ; 
lim = lim (en additionnant les termes au numérateur) 
x—5 X— 5 x—5 k— 5 
a 
Le un = 
Lee bc cu HEC 5) 


= lim 
x—5 


( 


HAN 


V5 + Vx 


VxV5(x-5) 


| 


NEPNE 


] 


(en multipliant le numérateur et le dénominateur 
par un conjugué du numérateur) 


5=x 

= Jim (en effectuant la 

Le Vx V5 (x TS V5 & x) multiplication au numérateur) 
= lim CDUES) (car (5- x) = (-D(x 5) 

125 VxVS(x-5)(V5+Vx) 
= lim ENS) 

108 Va 5-55 + Vx) 
— Jim FACE n 5) (en simplifiant, car (x — 5) 4 0) 
= — (en évaluant la limite) 


: nl 
lim 


x -1 x* 


Puisqu’en remplaçant x par -1, on obtient O au numérateur et 0 au dénominateur, 
(x + 1) est un facteur du numérateur et également un facteur du dénominateur. 


———> > ———, est une indétermination de la forme 2 
CN CE 2 0 


Ainsi, en divisant le numérateur et le dénominateur par (x + 1), nous obtenons 


nat 


x x +x?+x+1 ; sea il 
in —— sim —— 
DNS ee LM nn 
Sennil 
; oi A. 
= lim 5 (en effectuant les divisions, car (x + 1)Æ 0) 
XD LI +x— 
al —. 
= 35 (en évaluant la limite) 
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De façon générale, lorsque lim f(x), où f(x) est une fonction algébrique, est une 
indétermination de la forme 2. nous pouvons lever cette indétermination en 
simplifiant le ou les facteurs de la forme (x — a) ou (a — x) qui annulent le numé- 
rateur et le dénominateur. 


Ces simplifications peuvent être faites après avoir effectué une ou plusieurs des 
opérations suivantes : 

1) factorisation ; 

2) division de polynômes ; 

3) mise au dénominateur commun; 


4) multiplication par un conjugué. 


x 


Nous tenons à souligner qu’il existe d’autres formes d’indétermination et d’autres 
méthodes pour lever des indéterminations. Certains de ces éléments seront étudiés 
dans des sections ultérieures ainsi que dans un deuxième cours de calcul. 


EXERCICES 2.2 


1. Déterminer, parmi les limites suivantes, celles qui sont 1 1 
une indétermination de la forme . k) lim Vrth Vx 1) lim Vx-2 
h=0 h X—8 xy— 8 
—9\(x°? — _9)(x? — 
a) Him E=2E ES  p) jm 2 8) hote 
x2  (x+2) x+2 (x+2) D) Lin 
x2 -x—2x +10x-4 
t — V1 
c) lim d) lim 3x VIS __ S(x+h) —7(x+h)-5x? +7x 
153 +97 135  x2-95 n) lim 7 
7 _97 3 3 
e) lim _ f) lim Che > , 
v23 y —27 h—0 h 3. Evaluer les limites suivantes. 
; 1 PRE 
2. Évaluer les limites suivantes de façon algébrique. )h Jh2+4-92 D y 
a 1 ————— 1 — 
à) li x? +3x re u+5 RE h x-1 3—2x- x? 
F0 5x “5 y? —25 sn Vt 
#77 T1 x -3 
 SNr … PES Dm" d)lim 2 
C) lim 0 d) Jim Re SE ) 19 #2 23 ) x22 92—-V/x+2 
5 
NX : 3x ju. 
9 a x—1 D pee 4—(2- x) | = si x<2 
4. Soit f(x)=4 x—2 
nn 3 ; 
5 lim il b) lim x° —8 2x si x>2. 
ou FT M ee Évaluer les limites suivantes. 
3 3 — à s e 
D ED, | EE SEE 5 Im)  bDliimf@ 9 limfo 
h=0 h Ax = 0 Ax x—-2 x = 3 +2 
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2.3 Limite infinie et asymptotes verticales, limite 


à l'infini et asymptotes horizontales 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra évaluer des limites 
infinies et donner s’il y a lieu les équations des asymp- 
totes verticales de la courbe d’une fonction. De plus, 
l'élève pourra évaluer des limites à l’infini et donner, le 
cas échéant, les équations des asymptotes horizontales. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


d'évaluer les limites dont le résultat est -c ou +; 


de donner la définition d’asymptote verticale ; 


de déterminer algébriquement les équations des 


asymptotes verticales de la courbe d’une fonction ; asymptotes verticales asymptotes horizontales 

, ; . ; : D,:x=-4 D, : y=-1 
d’esquisser le graphique de la fonction près des D,:x=2 D: y=-4 
asymptotes verticales ; D,:x=5 


d'évaluer des limites lorsque x—- et lorsque 
X— +; 


de donner la définition d’asymptote horizontale ; 
de déterminer algébriquement les équations des asymptotes horizontales de la courbe d’une fonction ; 
d’esquisser le graphique de la fonction près des asymptotes horizontales ; 


de repérer graphiquement les asymptotes de la courbe d’une fonction et en donner l'équation ; 


a ; : Loco 
de lever des indéterminations de la forme =. (Ho — co) et (-co + co), 


Avant de définir formellement les différents types d’asymptotes, c’est-à-dire asymp- 
tote verticale, asymptote horizontale et asymptote oblique (que nous étudierons au 
chapitre 6), nous les présentons graphiquement. 


Graphiquement, une asymptote d’une fonction est une droite telle que la courbe 
de la fonction devient presque parallèle à cette droite et telle que la distance 
entre la courbe et la droite tend vers zéro. 


DOUUESE Soit la fonction f définie par le graphique ci-dessous. 


La droite D, d’équation y = 3 est une asymptote 
horizontale de la courbe de f. 


Les droites D, d’équation x = -5 et D, d’équation 
x=4 sont des asymptotes verticales de la courbe 
de f. 


La droite D, d’équation y = -0,5x + 2 est une 
asymptote oblique de la courbe de f. 
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Remarque La courbe d’une fonction peut avoir un ou plusieurs points de rencontre 
avec une asymptote horizontale ou oblique ; il peut même y avoir un point de la courbe 
situé sur une asymptote verticale. 


IL Y A ENVIRON 2200 ANS... 


Mathématicien, physicien et astronome grec, Apollonius est 
l’auteur d’un traité de huit livres portant sur les coniques. Toutefois, 
il a attribué au mot asymptote un sens plus large que celui qu’on 
lui donne aujourd’hui, puisque le mot asymptote désignait toute 
ligne qui ne rencontre pas la courbe. 


Apollonius 
(-262 à -190) 


Limite infinie et asymptote verticale 
Soit la fonction f définie par le graphique ci-dessous, où dom f = IR \{-4, 2, 7}. 


Nous voyons que lorsque les valeurs de x sont près de -4 par la gauche, 
la courbe de f devient presque parallèle à la droite D, et la distance entre 
la droite et la courbe tend vers 0. De plus, la fonction f prend des valeurs 
négatives qui tendent vers l'infini négatif, noté -co. 

Ainsi, nous écrivons Jim f(x)=-, et la droite D,, d’équation 
x=-4, est une asymptote Hibale de la courbe de f. 

Lorsque les valeurs de x sont près de -4 par la droite, la courbe de f devient 
presque parallèle à la droite D, et la distance entre la droite et la courbe 


tend vers 0. De plus, la fonction f prend des valeurs positives qui tendent 
vers l'infini positif, noté +co. 


Ainsi, nous éCrivons dim, FX) = +. 
De même, nous avons Jim f(x) = + et Jim, f(x)= +, 
et la droite D, d’ équation. x= 72, est une Aivrnpiois verticale de la courbe de f. 


Nous avons également f(5) = -2 et lim f(x) = +0, 
et la droite D, , d’équation x = 5, est une asymptote verticale de la courbe de f. 


Finalement, lim f(x)=1,5 et nous n’avons aucune asymptote verticale à x = 7. 
x 7 


Définition 2.3 La droite d’équation x = a, où a € R, est une asymptote verticale de la courbe 


de f si au moins une des conditions suivantes est vérifiée. 
lim f(x)=-> ou lim f(x)=+ ou lim f(x)=-c ou lim f(x)= +0 
X— a X— a x at x at 
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Voici quatre représentations graphiques correspondant respectivement aux quatre 
possibilités de la définition précédente. 


CHAPITRE 2 Limites et continuité 


lim f(x) = +0 lim f(x)= -c lim f(x)= +0 


Notons que les quatre limites précédentes n'existent pas, car le résultat de la limite 
n’est pas un nombre réel (définition 2.2). 


Remarque Il suffit que la limite à gauche ou la limite à droite évaluée en une valeur 
ae R soit égale à - ou à + pour conclure que la droite d’équation x = a est une 
asymptote verticale. Cependant, si nous voulons donner l’esquisse du graphique d’une 
fonction près d’une asymptote, il faut évaluer la limite à gauche et la limite à droite, 
si c’est possible. 


RE Soit f(x) = 2” — où dom f = R\{1}. 
X 


Analysons le comportement de f près de 1 à l’aide du tableau de valeurs suivant, où x — 1 et x — 1", et 
esquissons le graphique de f pour des valeurs de x près de 1. 


x tend vers 1 par la gauche > < x tend vers 1 par la droite 
x 0,99 0,999 0,999 9 0,999 99 1?" | le. 1,000 01 1,000 1 1,001 1,01 
2x+1 | 2,98 | 2,998 2,999 8 2,999 98 : 3 | 3 à 3,000 02 | 3,000 2 | 3,002 | 3,02 
x-—1 |-0,01 | -0,001 | -0,0001 | -0,000 01 | 0° 0 | 0,000 01 | 0,000 1 | 0,001 | 0,01 
fx) -298 | -2998 -29 998 -299998 |... 5-00 | À | 4e … 300 002 30 002 3002 | 302 
f@) semble tendre vers -c > € fG@) semble tendre vers +co 
Puisque f(x) semble tendre vers -c lorsque x — 1, Puisque f(x) semble tendre vers +c lorsque 
nous écrivons : x— 1”, nous écrivons 
…. 2x+1 …. 2x+1 
lim = -00 (fome.) : lim = +00 (fome& | 
x Xx— 0 : Tr — 0 
même si cette limite n’existe pas. : même si cette limite n’existe pas. 
Ainsi la droite d’équation Ainsi, la droite d’équation 
x= 1 est une asymptote verticale. (définition 2.3) : x= 1 est une asymptote verticale. (définition 2.3) 


» 


L* f(x) = +00 


0 
1 
0 
: 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
T 
1 
1 
0 
1 
1 
: 
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TC) sto0 = Dé SON ES Dalors a 
8x) 


droite d’équation x = a est une asymptote verticale à la courbe de cette fonction. 


Remarque Pour une fonction rationnelle 


Voici un résumé des étapes à suivre pour déterminer l'équation de chaque asymptote 
verticale (AV) à la courbe d’une fonction rationnelle et analyser le comportement de 
la courbe de la fonction près de ces asymptotes. 


1. Déterminer le domaine de la fonction, car toutes les valeurs de x qui annu- 
lent le dénominateur sont susceptibles de donner une asymptote verticale. 


De plus, si une fonction f est définie sur ]a, b[, il est possible que les droites 
d’équation x = a et x = b soient des asymptotes verticales. 


2. Il faut vérifier si, à chacune de ces valeurs, la définition 2.3 d’asymptote ver- 
ticale est satisfaite en évaluant les limites appropriées. 


Ainsi, selon le signe du numérateur et du dénominateur, nous avons: 


Forme de Résultat de Équation 
l'expression la limite Exemples de A.V. Esquisse 
k oi à = | 
si k > 0 - -0co cHIR L =- un x = \ 
x+S5 7 i 
k 1 =+oo |f _ a | 
ik>0 _ +0 22 (x 2) ome x=2 À 
| k ue PS = A 
sik<0 ra +00 Ru Ban | [rome = | x=4 
> | 
k : x° —3 = : 2 L 
sik<0 … “ et me | Fe \ 


Le résultat obtenu en évaluant la limite nous permet de déterminer l'équation d’une 
asymptote sans construire un tableau de valeurs. 


Sr 
De — 


a) Déterminons le domaine de f. 
dom f = IR\{-2,2} 
b) Évaluons les limites en x = -2 et x = 2 et déterminons, s’il y a lieu, l’équation des 
asymptotes verticales. 
1) Pour x =-2: 


…. 3x6 -12\ : .  3x-6 12 
ne = -00 [rome -£ : lim — = +00 [rome _ 
a ET — 4. 0 : x 2 x Al 0 


Donc, la droite d’équation x = -2 est une asymptote verticale. 


CHAPITRE 2 Limites et continuité 


; .  3x—6 Re ne 
ü) Pour x=2: lim — à est une indétermination de la forme . 
Te — 


Levons cette indétermination. 


lim oo ji 3(x—2) 


(en factorisant) 


Jim, f() = +ee rer CD) re) 
ne 3(x—2) 
227 (x=2)(x +2) 
= Jim S (en simplifiant, car (x — 2) Z 0) 
x1 x+2 
= : (en évaluant la limite) 


| Nm OS 
! De façon analogue, nous avons lim — =—. 
lim_ f(x) = -c x7 x°—4 4 
| 3x-6 3 
Ainsi, lim == ee Éd on 20) 
x2 x°—4 4 


Donc, la droite d’équation x = 2 n’est pas une asymptote verticale puisque la 
définition 2.3 n’est pas satisfaite. 


2x 
HOUUERI Soit = —_—__— où dom/—IR\{-3, 3). 
LE ae 0 dom = IR \ (3, 3) 


Jim f(x) = + Évaluons les limites pour x = -3 et pour x = 3, puis déterminons, s’il y a lieu, l’équa- 
lim f(x)=++ tion des asymptotes verticales. 
x—3t 

J\ 1) POUR 2: 

2x 


; 2x 
M ne |: 
x-3 (x+3) (x —3) 


D 
de (ie) 0 


Donc, la droite d’équation x = -3 est une asymptote verticale. 


ii) Pour x = 3: 


lim_ f(x) = D Ce 2x 6 
lim, fx) = ce x (x+3) (x —3) Dre) CES) 0 


Donc, la droite d’équation x = 3 est une asymptote verticale. 
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Île 
SI Soit f(x) = ——— 


-X° —xX+6 
a) Déterminons le domaine de f. 


lim, f(x) = -ee 


Puisque (x? — x + 6) = (2 — x)(x + 3), nous obtenons 


et domf= ]-3,2[. 


1—x 
LE —@ — 
fu) V(2-—x)(x+3) 
b) Déterminons l’équation des asymptotes verticales. 


£ ; 1— x 
DO 


Donc, la droite d’équation x = -3 est une asymptote verticale. 


= +00 [rome 
0 


nt eee 2. [forme 
27 V2-0(&+3) 0 


Donc, la droite d’équation x = 2 est une asymptote verticale. 


Limite à l'infini et asymptote horizontale 
Soit la fonction f définie par le graphique ci-dessous, où dom f= IR. 


En étudiant le comportement de f, nous voyons que lorsque x tend vers 
l'infini négatif, noté x — -c, les valeurs calculées pour f(x) sont aussi près 
que nous le voulons de -1, et la courbe de f devient presque parallèle à la 
droite D,, d’équation y = -1, et la distance entre la courbe et la droite tend 
vers 0. 


Ainsi, nous écrivons lim f(x)=—-1 et la droite D, d’équation 
X — -c 
y=-1 est une asymptote horizontale de la courbe de f. 


Nous voyons aussi que lorsque x tend vers l'infini positif, noté x — +c, les valeurs 
calculées pour f(x) sont aussi près que nous le voulons de 3, et la courbe de f devient 
presque parallèle à la droite D,, d’équation y = 3, et la distance entre la courbe et la 
droite tend vers 0. 
Limite à l'infini Ainsi, nous écrivons lim f(x) 3 et la droite D, d’équation 
X — +ce 


y = 3 est une asymptote horizontale de la courbe de f. 


IL Y A ENVIRON 2000 ANS... 


Parmi les courbes possédant une asymptote, l’hy- La conchoïde de Nicomède 
perbole n’est pas la seule connue des Grecs. Ainsi, 
Nicomède, voulant trouver un moyen de diviser 
un angle en trois parties égales uniquement à 
l’aide de la règle et du compas, ce qui s’est avéré 
impossible, a défini la conchoïde (voir la figure), 
qui possède une asymptote horizontale. 


Soit les points K et Z, fixes sur la tige MF. La courbe est tracée 
par la pointe M lorsque K glisse dans la rainure GA et que L glisse 
dans la rainure ST. T 


Nicomède 
(He siècle av. J.-C.) 
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Définition 2.4 La droite d’équation y = b, où b € IR, est une asymptote horizontale de la courbe 
de f si au moins une des conditions suivantes est vérifiée. ; 


lim f(x)=b ou lim f(x)=b 


Remarque Si lim f(x)=bet lim f(x)=c,oùbetce RetbÆc, alors la courbe de f 
X — -c X — + 


admet deux asymptotes horizontales dont les équations sont y =bety=c. 


Voici quatre représentations graphiques correspondant à au moins une des deux pos- 
sibilités de la définition 2.4 et de la remarque précédente. 


lim f(x) =b lim f(x) =b lim f(x)=b et 
lim f(x)=b 


X — +00 


lim f(x)=b et 


lim f(x)=c 


x — +00 


Pour déterminer les équations des asymptotes horizontales (A.H.) de la courbe d’une 
fonction f, il faut évaluer lim f(x) et lim f(x). Ainsi, la courbe d’une fonction 
X— -cœ X — +co 


admet au plus deux asymptotes horizontales. 


Soit (x) = +, où dom f= IR \ {0}. 


, 
X 


Analysons le comportement de f lorsque x — - et lorsque x — + à l’aide du tableau de valeurs suivant. 


< x tend vers -c x tend vers +0 > 
-00 <— +. -100 000 -10 000 -1 000 x 1 000 10 000 100 000 +++ — + 
7 , 7 7 7 7 7 7 de F 7 
-co -100 000 -10 000 -1 000 x 1 000 10 000 100 000 +00 
0... -0,000 07 -0,000 7 -0,007 f(x) 0,007 0,000 7 0,000 07 0 
< f@) semble tendre vers 0 f@) semble tendre vers 0 > 
or) 7 ne 7 
Il semble que lim —=0 forme — : Il semble que lim —=0 forme — 
Xe y co : NO +00 
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(wi 


Donc, la droite d’équation y = 0 est l’asymptote 
horizontale lorsque x — -c. (définition 2.4) 


De plus, lorsque x — -o, 2 < 0, d’où la 
X 


courbe de f est située au-dessous de l’asymptote. 


S 
lim f(x) =0 


Donc, la droite d’équation y = 0 est l’asymptote 

: horizontale lorsque x — +co. (définition 2.4) 
: De plus, lorsque x — +, 1 > 0, d’où la 

& X 

: courbe de f est située au-dessus de l’asymptote. 

y 


lim f(x)=0 


X — +00 


—— 


Remarque Dans un quotient, lorsque le dénominateur tend vers - ou + et que le 
numérateur tend vers une constante k, alors le quotient tend vers 0. 


Ainsi, nous avons : 


Résultat de 
Forme de l’expression la limite Exemples 

k ; , 3 
ne 0 Him ———=0 {form — 

+co x. (x 2) +00 

: si 
= 0 lim - 3 =0 [rome 2) 

-0o X — + (4 = x) -00 


Ce qui nous permet d'évaluer les limites à -c et à +c sans construire un tableau de 


valeurs. 


3 : - 1 
ET soit / (= 7-3. où dom/=IR\ Gl. 


Analysons le comportement de f lorsque x — -c et x — + et déterminons, s’il y a lieu pour cette fonc- 
tion, l’équation de l’asymptote horizontale lorsque x tend vers - et l'équation de l’asymptote horizontale 


lorsque x tend vers +co. 


Donc, la droite d’équation y = 7 est une asymptote 


horizontale lorsque x — -c. De plus, 
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Donc, la droite d’équation y = 7 est une asymptote 
horizontale lorsque x — +c. De plus, 


(w 


(wi 


3 
lorsque x — -co, <0, [r- | > 7 : lorsque x — +c, > 0, - | a 
2x—1 2x—1 x—1 2x-1 
d’où la courbe de f est située au-dessus de y = 7. ! d’où la courbe de est située au-dessous de y = 7. 
ÿ 

= oi 

NT pense LES a me tee 

lim fa)=7 lim_ f(x) =7 


: Sinx : 
UN IKS Soit f(x) = ——, où x est en radians. 
5 


Analysons le comportement de f lorsque x — +ce. 


fx) = sin x lim sinx n'existe pas (car la fonction sin x oscille entre -1 et 1) 


.  Sinx a 
lim —— 
17% X —,. lim x=+ 


x — +00 


è …  ÉINE Le Per : 
Évaluons lim —- à l’aide du théorème «sandwich ». 
X — +co 5e 


Puisque -1 <sinx<1, VxelR 


Lésinx 1 yx>0 


X X X 


De plus, lim )- 0 


X — + 0.0 


forme — et lim (=) 


+co X — +oo 


d'où lim 7-0 (théorème 2.6) 


X — +o se 


Donc, la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale lorsque x — +c 


Représentons graphiquement les g 
fonctions suivantes : 


1 
g(x) = —, où x > 0 
x 


Fe 0 
u 


fo= TT, où x > 0 


X 


Nous constatons graphiquement que la courbe de f coupe l’asymptote horizontale 
une infinité de fois. 
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Dans certains calculs de limite, il peut arriver que nous ayons à déterminer le résultat 


d'opérations avec +oo, 


Ainsi, pour ke KR et n € IN*, nous avons 


Forme de l’expression Résultat de la limite 
+00 + 00 +00 
-0o — co -00 
SikeR +0 + k +00 
SikeR -o+k -00 
Sik>0 k (Hoo) +oo 
Sik>0 k (-oo) -c0 
Sik<0 k (Hcs) -00 
Sik <0 k (ce) +00 
Sik>0 (co)! +oo 
Sin est pair (-c0)" +oo 
Si n est impair (-co)" co 


Qu'arrive-t-il si on divise l’un par l’autre ou si on soustrait l’un de l’autre deux nom- 


bres qui sont très grands négativement ou positivement ? 


a) Effectuons les divisions des grands nombres suivants : 


103 203 
i) LL. = -33 11) La =990 (très grand nombre positif) 
99! 


iii) (nombre près de 0) 


99 — gg 


b) Effectuons les additions et les soustractions des grands nombres suivants : 


i) (5-99%) +998 25 


ii) 9920 — 99103 — 991% (9910 _ 1) {très grand nombre positif) 
iii) 4(991%) _ 5(99108) = _99103 (très grand nombre négatif) 


Comme l’ordre de grandeur des résultats obtenus est différent, nous ne pouvons pas 


ürer une conclusion sur ces types d'opérations. 


oo -0co - 


+oco CO . 2 2 
Les formes , : , —, (+oo — co) et (-c0 +) sont des formes indéterminées. 


+oo -oo “+co -co 
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George Berkeley 
(1685-1753) 


IL Y A ENVIRON 250 ANS... 


On est toujours un peu troublé par les indéterminations impliquant une différence ou un 
quotient de quantités qui tendent toutes deux vers zéro ou l’infini. En 1734, le philosophe et 
évêque irlandais George Berkeley publie un livre, The Analyst, or a discourse addressed to an 
infidel mathematician, dans lequel il critique le calcul différentiel de Newton. Sa critique vise 
principalement les manipulations d’expressions contenant des sommes de quantités infini- 
ment petites. Reçus froidement par les mathématiciens de l’époque, ses arguments obligèrent 
néanmoins ces derniers à se rendre compte de la faiblesse des fondements du calcul diffé- 
rentiel. Ce ne sera qu’au milieu du x1x° siècle, que la définition précise de la notion de limite 
apportera des réponses satisfaisantes aux arguments de Berkeley. 


Indétermination de la forme —— 


Là +oo 
Pour lever certaines indéterminations de la forme —— nous pouvons 


oo 


1. mettre en évidence: 


° au numérateur la plus grande puissance de x figurant au numérateur ; 
° au dénominateur la plus grande puissance de x figurant au dénominateur ; 


2. simplifier les puissances de x, ce qui permettra, possiblement, d'évaluer la 
limite. 


2x 
Exemple 1 KSMOE = où dom f= R. 
X 


a) Évaluons les limites de cette fonction lorsque x — -c et lorsque x — +c pour 
déterminer, s’il y a lieu, les équations des asymptotes horizontales. 


; lim (2x° —3)= + 
D 
7 
D int Fo) 


X — -00 


2 


NL NES RER Nr +00 
Ainsi, Im ———— est une indétermination de la forme —. 
D ut +00 


3 

A) 

X (en mettant x° en évidence, 

. a n - LU : | F7 | au numérateur et au dénominateur) 
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3 
2-7 
= lim —— (en simplifiant, car x # 0) 
X — -0 
Le 
sp) 
2-0 rs 3 ne 7 
=— {car lim —=0 |forme—]et lim —=0 | forme — 
1+0 Fe +00 OT +00 


Donc, la droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale lorsque x — -c. 
De façon analogue, nous avons lim f(x)= 2. 

X — +00 
Donc, la droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale lorsque x — +ce. 


b) Donnons une esquisse du graphique de f lorsque x — - et lorsque x — +. 


Déterminons d’abord si la courbe de f rencontre l’asymptote horizontale d’équa- 
tion y = 2. 


En résolvant, si c’est possible, f(x) = 2, nous avons: 


= 
Le) 
x° +7 
2-3 =2x7"+ 14 


Cette dernière équation n’admet aucune solution, car -3 Æ 14, ainsi f(x) À 2, 
Vxe IR donc la courbe de f ne rencontre pas l’asymptote horizontale. 


Puisque f est définie, V x € KR, il y 

suffit d'évaluer, par exemple, f(0) lim f(x)=2 lim _f(x)=2 
pour déterminer si la courbe de fest “77 ob 

située au-dessous ou au-dessus de == [TT ee D. a — 
VE DE 


fO=+<2 


d’où la courbe de f est située au-dessous de y = 2. 


Au chapitre 6, nous pourrons également, à l’aide d’un tableau de variation, déterminer si 
la courbe de la fonction est située au-dessus ou au-dessous de l’asymptote horizontale. 


6 
5 5) 

Soit = ——— ,oùd = JR \{-1}. 

Exemple 2 Ke) as domf=R \ {1} 


Déterminons, s’il y a lieu, les équations des asymptotes horizontales de f. 


6 
NE 5 . : : : —+oo 
est une indétermination de la forme —. 


im PE 
re 4x) +3x+7 -co 
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(y) 


Levons cette indétermination. 
6[1+ 5 | (en mettant en évidence 
6 5 x 61 6 
Hs Ÿ É = ji. a x° au numérateur et 
Do 5 
+ 2 
nu. 5 
D du s[1+) : 
| ? : X X 3 
= [in —— ——1 ,Carx A0 
= 0 Tao 3 7 x° 
RPROANEEX 


=0 


5) 2 . 
| x” au dénominateur) 


lim 
X— -œ 


lim 
X—-0 + 


| fus à, 
DS 
+ 


= -co [rome ee c’est-à-dire L =) 
4 4 


Puisque le résultat de l’évaluation de la limite, lorsque x — -, ne donne pas un 
nombre réel, f n’a pas d’asymptote horizontale lorsque x — -ce. 
6 
2 x +5 ne Te +00 
Him ———— est une indétermination de la forme —. 
1 EL EST +00 


Levons cette indétermination. 


x$+5 , Pa x _. 
D lim (voir calculs précédents) 
xte 4x +3x+7 x—+e 


+00 : 
= +co [forme De c’est-à-dire . (+co) 


Puisque le résultat de l'évaluation de la limite, lorsque x — +, ne donne pas un 
nombre réel, f n’a pas d’asymptote horizontale lorsque x — +c. 


7x+1 
Soit me QUI = JR \ {2}. 
EST Soi = 5 5 où dom/= R \ 2) 


a) Déterminons, s’il y a lieu, les équations des asymptotes horizontales de f. 


: 7x +1 — re -09 
lim ns UNE indétermination de la forme —. 
Be ane OX) -00 


an en mettant en évidence 
7x+1 : 6 | ( 
xau numérateur et 


A a — 
ou A e- x 


Da | x” au dénominateur) 


Il 
E 


nl 
_— 0) 
lim —=0 x. , 2 20 55 
; x°[2+ _— 


LE 
,5 
*l 
I 
Il 
=) 


7 
forme = 
+oco 


Donc, la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale lorsque x — -ce. 


. 7x +1 er  — _ 
lim a CO UE indétermination de la forme ie 
Ve Dir ter 20 a 


© 
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De façon analogue, lim f(x)= 0. 
X — +00 


Donc, la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale lorsque x — +ce. 


b) 


S1 x est très grand négativement 


7x + 1 <0 et 2x7 +2x- x < 0, donc 


ainsi la courbe est située au-dessus de y = 0. 


S1 x est très grand positivement 


7x+1>0et2x+2x-x> 0, donc 


Donnons une esquisse du graphique de f lorsque x — -c et lorsque x — +ce, 


7x +1 
il 
2x +2x-x 

ÿ 
lim fQ)=0! lim f(x)=0 

7x +1 

= dé >0 
2x° +2x— x 


donc la courbe est située au-dessus de y = 0. 


De façon générale pour les fonctions rationnelles de la forme 


n n-1l n—2 
a, X +4a,_,X +4a,_,X +..+4ax+a 


m 


Q(x)= - — où a, #0, b, #0, neNetmelIN 
b,Xx" +b, x" +b, 3x" +..+bx+b, 
sin<m sin=m sin>m 
3 | d, : ee 
im 00) en LA = D. ni 06e =: 
AH: y=0 A.H.: y= “a Aucune À.H. 


Exemple 3 précédent 


Exemple 1 précédent 


Exemple 2 précédent 


Soit F(9= 


V9x° +4 
1 


, où domf= IR \ 
—2x 


GB 


Déterminons les équations des asymptotes horizontales de cette fonction et donnons une esquisse du gra- 
phique de f lorsque x — -c et lorsque x — +co. 


1—-2x 


+co 
+co 


152 


Levons ces indéterminations. 


4 
2 
X (o ar :) (en mettant x? 


en évidence au : 
numérateur) : 


4 


x? (en mettant x 
en évidence au : 
ee 2) dénominateur) : 


Him ———— find. 
Fe MS 2% 
Ox° +4 
li li 
Role 
| 
x 
= lim 
X — -00 
« 
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; Ox° +4 ; 
lim in 
Xx—+e [9x X — +00 

= lim 
X — +0 


2, 9 4 : 
X |2+ po (en mettant x? 
en évidence au 


1—-2x 


numérateur) 
[2 4 
a Si 7 2 | (en mettant x 
1 en évidence au 
ee 2) dénominateur) 
X 


(y) 


Il 
E; 


= lim ————— (puisque x < 0, 


X— -00 1 X — + 1 
ra JC È —_—?) 
1. ) on «, | 


= lim =, Car x À 0] = Jim RS 
Sc [2 ï Er 
X Û SE 
= CD(V9+0 [rommes © et-—) _ (9 + 0) 9 +0 (romes — et _ 
(0 —2) +o 00 (O—2) PL 
_3 ee 
n° 2 
Donc, la droite d’équation y = : est une Donc, la droite d’équation y = . est une 
asymptote horizontale lorsque x — -co. asymptote horizontale lorsque x — +co, 
: Ox°+4 3 D ° V9x?+4 3 
En résolvant ——— = =, nous trouvons x=——. : En résolvant == = =, nous ne trouvons aucune 
1—2x 2 36 : 1—2x 2 
: solution. 
Évaluons f(-100). Évaluons f({00). 
3 : : 
F(100) = 1,492... < À, donc la courbe : (00) = -1,507.. < Ÿ., donc la courbe 
est située au-dessous de y = : lorsque x — -co, est située au-dessous de y = . lorsque x — +co, 
Esquisse du graphique 
y 
4 
: 3 -7 3 3 
1 = A — = 
en D Re) >: 


Indétermination de la forme (- — c) OU (-c + co) 


Pour lever certaines indéterminations de la forme (+c — +) ou de la forme (-co + co), 
nous pouvons 


mettre en évidence la plus grande puissance de x, ce qui permettra, possiblement, 
d'évaluer la limite. 
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EM Calculons lim (2x°-x+1)et lim (2x°-x +1). 


Puisque lim 2x° =-00 et que lim (-x+1)= +0, Puisque lim 2x° = +c et que lim (-x+1)=-c, 
X — -00 X — -c : X — +0 X — +00 

lim (2x° — x +1) est une : Jim (2x° — x+ 1) est une 

X— -c XD +o 

indétermination de la forme (-c + co), : indétermination de la forme (+co -co). 


Levons ces indéterminations en mettant x° en évidence. 


1 2 , 1 1 
lim (2x°—x+1)= lim 2-4) : lim (2x°-x+1)= lim “f2-—+—) 
Pc Pr cl DA X : co. Xe X Se 
= -00 (forme (-c)(2)) = +00 (forme (+c)(2)) 


SOUUERPA Déterminons les équations des asymptotes horizontales de f(x) = Vx°* +6x° +16 — x°. 


lim ( x*+6x°+16— x?) est une indétermination de la forme (+c — co); levons cette indétermination. 

Vx*+6x7+16-—x° || Vx* +6x° +16 + x° 
lim (Vxt+6x7+16-x2)= lim Ï 
et ie (Va +62 +16+x°) 


ce 


lim (en effectuant) 
x x +6x? +16 + x° 


(conjugué) 


6x? +16 
É-- 6 16 
HORDE : 
7 
e(6+] 
= lim (car Vx* = x?) 


= NCan ve 0) 
— 6 16 É | 


= (en évaluant la limite) 
De façon analogue, lim f(x) =3. À 
: ea 2 2 — = —— 
DE plus puisque VAE GRECE EE SN RER 
lim_ f(x) =3) lim. f(x) =3 


et que f(0) = 4 > 3, la courbe de f est toujours 


située au-dessus de la droite d’équation y = 3. 
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3x°—4x+1 
Exemple 3 Noi Ce 
x —4x 


a) Déterminons l'équation des asymptotes verticales de la courbe de f. 


Trouvons d’abord le domaine de la fonction. 


Puisque f(x) = ni dom f =IR \ {0, 4}. 
x°(x—4) 
Évaluons les limites en x = 0 et x =4. 
Pour x = 0 
3x°-4x+1 3x°-4x+1. 


1 1 
im ——— = -00 [rome _ M —— = -00 [rorme— 
x—0 x°(x—4) 0 nr) 0 


Donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale. 


Pour x = 4 
3x°-4x+1 D 2 177 
TR  — [rome — : lim, ee [rome = 
(nt) 0 En (CU) 0 


Donc, la droite d’équation x = 4 est une asymptote verticale. 

b) Déterminons l’équation des asymptotes horizontales de la courbe de f. 
Premièrement, au numérateur, lim (3x° — 4x +1) est une indétermination de la 
forme (-00 + oo), se 
Levons cette indétermination. 


lim (3x°—4x+1)= lim x° Ë - & - —) =-c (forme (-w)(3)) 


X — -c X — -c X 
Représentation graphique . : 5 
y De plus, Jim (x —4x°) = -00 (forme -c0 — c) 
\ a re ne -00 
Ainsi, lim ———— est une indétermination de la forme —. 
s LS OT Re -00 
a de Ve 
= : 4 1 
Hu | #p-441) . 
Ë Re ne ne XX / (en mettant en évidence x 
I] | Lo, x x—4x? ie es ( ù au numérateur et au dénominateur) 
=) | x 
li 0 4 1 
ne) G-5+ +) 3 
: = : En 5 x 
lim f(x) = -c0 = lim 7 =l,carx #0 
x = 0 PRES 4 | + 
li = -090 — — 
nn x 
lim f(x) = -c0 =) 


x 4 


lim, f(x) = +c 


x — 4 


Donc, la droite d’équation y = 3 est une asymptote horizontale lorsque x — -co. 


lim f(x) = 3 De façon analogue, nous avons lim f(x) =3. 


Donc, la droite d’équation y = 3 est une asymptote horizontale lorsque x — +co. 
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EXERCICES 2.3 


1. 


5 . 


Compléter les définitions suivantes. 


a) La droite d’équation x = a, où a ER, est une asymp- 
tote verticale de la courbe de f si: 


b) La droite d’équation y = b, où b ER, est une asymp- 
tote horizontale de la courbe de f si: 


Soit f définie par le graphique ci-dessous. 


y 


a) Evaluer les limites suivantes. 


i) lim f(x) ii) lim f(x) 


ii) lim, f() ) lim /( 
v) lim f() vi) lim f(x) 
vii) lim, f(x) viii)_ lim F0) 
ix) lim, f(x) x) lim f(x) 


b) Donner l'équation de chacune des asymptotes verti- 
cales et horizontales de la courbe de f. 


3. Esquisser le graphique d’une fonction f satisfaisant toutes 
les conditions suivantes en donnant l'équation de chaque 
asymptote : 

lim f(x)=2, lim f(x)= +0, lim, f(x) = -0c, 
X — -c x—-3 x—-3t 
lim f(x)=2, lim f(x)=+c et lim f(x)=-1 
x—2 x—2t X— +00 
4. Déterminer, si c’est possible, les équations des asymp- 


totes verticales des fonctions suivantes et donner l’es- 
quisse du graphique de la fonction près de ces asymptotes. 


3x 4 
— D = 
MT TT 
x° +x—6 : -X 
PE nes NS Gas 
… 4x 2 L x+2 
" (rx) V0 Ga) 
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5. Déterminer si les limites suivantes sont indéterminées. 


Évaluer ces limites. 


a) lim(7r —4r +71-1) 


o im (he +4 +) 


b) lim (75 —4r +711) 


d) dim (° +4+x) 


. Déterminer, si c’est possible, les équations des asymp- 


totes horizontales de chacune des fonctions suivantes. 


a) ue b) ho = 1 
x+1 | 5x/+4x+1 
Ax° 4x+1 
© = ———— d) k(x) = 
PL 7x° +1 . \x? +9 


Déterminer, si c’est possible, les équations des asymp- 
totes horizontales des fonctions suivantes et donner 
lesquisse du graphique de la fonction près de ces 
asymptotes. 


_3x? Vr=1 
2) g(9= b) v(= 


4x? +1 7 
X 


=) 


c) h(x)=5- d) k(x)= 
5—x 
L 8 +u : |5x| 
e) f(u)= PEL ”) f(x)= 7. 


g) k()=V3r-6-V3r+2 


. Déterminer les équations des asymptotes verticales et 


horizontales des fonctions suivantes. 


2x° +1 
D 109 50430 
2x —2x+7 
b RÉ LR 
) f(x) TES) 


Déterminer la valeur de k telle que: 


a) la droite d’équation x = -1 soit une asymptote verti- 


5x° +4 
cale de f(x) = +? 
b) les droites d’équation x = -4 et x = 4 soient des 
asymptotes verticales de g(x) = "7 : 
(x° +k) 


c) la droite d’équation y = 8 soit une asymptote hori- 


kx+1 
zontale de h(x) = si lorsque x — +oo. 
3x —4 


2.4 Continuité 


Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'élève pourra déterminer si une fonction est continue en un point et sur un intervalle donné. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure: 

* de donnerune définition intuitive de la notion de continuité; fœ 


+ _de déterminer les points de discontinuité d’une fonction, 
à l’aide de son graphique; 


* de déterminer divers types de discontinuité ; 
* de donner la définition formelle de continuité en un point ; 
*_ de repérer les valeurs où fest susceptible d’être discontinue ; 


° d'utiliser la définition formelle de continuité en un point 
pour déterminer si une fonction est continue en ce point; 


+ de donner la définition de fonction continue sur un 
intervalle ; 


+ de déterminer si une fonction est continue sur un intervalle donné ; 
+ _d’énoncer le théorème de la valeur intermédiaire ; 

+ _ d’appliquer le théorème de la valeur intermédiaire ; 

e _d’énoncer le corollaire du théorème de la valeur intermédiaire ; 


°_ d’appliquer le corollaire du théorème de la valeur intermédiaire. 


Présentation intuitive de la notion de continuité 


Avant de définir formellement la continuité d’une fonction en un point, nous allons 
présenter la continuité de façon intuitive. 


Une fonction est dite «continue » lorsque la courbe qui la représente n’a pas de 
coupure, c’est-à-dire lorsque nous pouvons la tracer sans lever le crayon. 


En particulier, elle est continue en un point si nous pouvons tracer la courbe de 
la gauche du point à la droite du point sans lever le crayon. 


Voici différents graphiques de fonctions non continues en un point, également appe- 
lées « fonctions discontinues en un point ». Nous indiquons la raison pour laquelle ces 
fonctions sont discontinues ainsi que leur type de discontinuité. 
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OUVRE Chacune des fonctions suivantes est discontinue en x = 3. 


a) Cas où la courbe de la fonction n’a pas d’asymptote verticale. 


3 € dom f, donc : 3 e dom f'et f(3) = 2 3 edomfet f(3) =2 


QG) est non définie, lim f(x) = 4 lim f(x) lim f(x), donc 
ri NE  . 
lim f(x) = 2 lim f(x) # fG) : Jim f(x) n'existe pas. 
Tr Er D Ce) 
Discontinuité non essentielle, Discontinuité essentielle 


car nous pouvons rendre f continue en x = 3 si 
on définitf(3)=2; : on redéfinit f(3) = 4. 


b) Cas où la courbe de la fonction a une asymptote verticale. 


AV 12 


3 € dom f, donc /(3) est non définie 3 € dom f et f(3) = 2 
lim f(x) = +0, donc lim f(x) n'existe pas. 
x 3 5 x 3 


lim f(x) n'existe pas. : 
de, Discontinuité essentielle 


Continuité d'une fonction en un point 


La continuité d’une fonction en un point se définit de la façon suivante. 


Définition 2.5 f est continue en x = a si et seulement si 
1) f(a) est définie, c’est-à-dire a € dom f; 
2) lim f(x) existe; 


3) lim f(x) = f(a). 
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Remarque Une fonction est discontinue en x = a si au moins une des trois conditions 
précédentes n’est pas satisfaite. 


œOUUEMER Donnons, s’il y a lieu, une des 


trois conditions de continuité non 
satisfaite aux valeurs de x don- 
nées, pour la fonction f définie par 
le graphique ci-contre. 


a) En x = -2 
Condition 1 1) f(-2) est non définie. 
non satisfaite D'où f est discontinue en x = -2. 
b'iEn x? 
D fQ) = 2 
2) lim f(x) = 2 
x—2 
Céidition? lim f(x)=-15 |” donc lim f(x) n'existe pas. 
x—2t 


non satisfaite 
D'où f est discontinue en x = 2. 
chEnxeS 
DH 
2) lim f(x) = 2 
x—S5 
Condition 3 3) lim f(x) LC) Car lim DEP et hO)ES) 


non satisfaite 


D'où f est discontinue en x = 5. 


d)Enx=0 
1) f(O) = 1 
2) lim fœ)=1 Condition Condition Condition 
or 1 6) à 
3) lim f(x) = f(0) (car lim f(x) = let f(0)= 1 
x—0 2 
D'où f est continue en x = 0. (car les trois conditions sont satisfaites) 


Lorsqu'une fonction est définie par parties, il peut arriver que cette fonction soit dis- 
continue aux valeurs où elle change de définition. 


2x si x<l 
: 3 si x=l ne ; : , 
Exemple 2 Soit f(x) = : ; . Vérifions si f est continue aux valeurs suivantes. 
a STI EEE) 


= NN 22 
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a) Enx=l 
DEA 
2) calculons la limite à gauche et la limite à droite pour déterminer si la limite existe. 
lim f(x) = lim (2x) = 2 
2 n +. 10 


| , donc lim f(x) = 2 
lim) = limb D =? xl 
1 +1. 


3) lim f(x) # f(), (car lim AC P ED ADES) 
x—1 x — 
D'où f est discontinue en x= 1. (car la troisième condition n’est pas satisfaite) 
b) Enx=2 Représentation graphique 
1) f2)=7-2=5 F@ 


2) lim f(x)= lim(x?+1)=5 
LE 1 22 

: ; , donc lim f(x) = 5 

lim f(x)= lim(7-x)=S5 20 

x—2t —_ 


3) lim fGx) = fQ) (car lim f(x) =5 et f(2)=5) 


D'où f est continue en x = 2. (car les trois conditions sont satisfaites) 


Continuité d'une fonction sur un intervalle 


La continuité d’une fonction sur un intervalle se définit de la façon suivante. 


Définition 2.6 Une fonction f est continue 


a) sur un intervalle ouvert I si elle est continue, V x e I. 


1) f est continue sur Ja, bl; 


b) sur [a, b] si 2) lim f@)= fa); 
3) lim f()= FO). 


©) sur Ja, 6] Gur 1-w, 6 si 1) f est continue sur Ja, b[ (sur ]-c,b[); 
2) lim fG) = f@). 
1) f est continue sur Ja, b[ (sur la, + cl) ; 


lim fQ) = f@. 


d) sur [a, b[ (sur [a, +) si 


(S] 
7 


104 CHAPITRE 2 Limites et continuité 


Théorème 2.7 


Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) 


DOUUEME Soit la fonction f définie parle f(x) 


graphique ci-contre. 


Déterminons si fest continue sur [6, 9] et 
sur [6, 9[. 


1) fest continue sur 16, 9[ (car f est continue, V x e ]6,9[) 
2) tn f(x) = 2 et f (6) = 2, donc pu f(x) = f(6) 
3) sin f(x) = 4 et f (9) = 2, donc nu fQ@) 4 fO) 


D'où f est discontinue sur [6, 9] et fest continue sur [6, 91. 
(définitions 2.6 b) et 2.6 d)) 


Notons que f est également continue sur [-2, 1[, 1-2, 1[, ]1, 6[, 19, +cef et [9, +col. 


a) Les fonctions polynomiales P sont continues sur ]-co, +col. 
b) Les fonctions rationnelles Q sont continues, V x e dom Q. 
c) Les fonctions algébriques Æ sont continues, V x € dom A. 


a) f(x = 3x7 — 4x° + 1 est continue sur J-co, +co[ (car fest une fonction polynomiale) 
2 
x —] : 
b) g(x) = on est continue sur ]-c0, +ce[ (car dom g = IR) 
SN 
Vx?+1 
x? 1 


c) h(x) = est continue sur |-c, -1[, sur ]-1, 1[ et sur ]1, +co[ (car dom À = IR\ {-I, 1}) 


Théorème de la valeur intermédiaire 


Énonçons maintenant le théorème de la valeur intermédiaire et un corollaire 
de ce théorème que nous ne démontrerons pas, car la démonstration dépasse le 
niveau du cours. Toutefois, une justification graphique et intuitive de ce théorème 
devrait nous convaincre de sa validité. 


IL Y A ENVIRON 200 ANS... 


Le théorème suivant semble évident. Pourtant, une preuve rigoureuse n’a été donnée qu'après 
qu'on eut défini précisément le sens de fonction continue. Il est intéressant aussi de remarquer 
que ce théorème est à la base des quatre démonstrations du théorème fondamental de l’algèbre, 
proposées par le grand mathématicien Carl Friedrich Gauss entre 1799 et 1848. Ce théorème 
dit que tout polynôme de degré n a précisément n racines (réelles ou complexes). Énoncé pour 
la première fois par Albert Girard (1595-1632) en 1629, ce théorème a été démontré plus de 
150 ans plus tard. 
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Théorème 2.8 
Théorème de la valeur 
intermédiaire 


Interprétation 
géométrique du 
théorème de la valeur 
intermédiaire 


Corollaire du 
théorème 

de la valeur 
intermédiaire 


Interprétation 
géométrique du 
corollaire du théorème 

de la valeur intermédiaire 


S1 f est une fonction telle que: 


1) fest continue sur [a, b]; 
2) f(@ < L<f(b) (ou f (a) > L>f(b)), 


alors il existe au moins un nombre c € Ja, b] tel que f(c) = L. 


a e, ‘6; 46h x 
f(a) < L<f(b) f(a)>L>f(b) 
f(c)=L f)=f(c,)=f(c,) =L 


Si f est une fonction telle que: 
1) fest continue sur [a, b]; 
2) f(a) et f(b) sont de signes contraires, 


alors il existe au moins un nombre c € ]a, b[ tel que f(c) = 0. 


fa) > 0 et f(b) < 0 
f(c)=0 


f{a) < 0 et f(b) > 0 
(ec) = fc.) =f(c,) = 0 


DOUNENE Soit f(x) = -x° + 25x + 4x + 130, où x € [0,4]. 
Vérifions si les hypothèses du corollaire précédent sont satisfaites. 
1) Puisque f est une fonction polynomiale, f est continue sur [0, 4]. 
2) f(0) = 130 et f(4) = -478, donc f(0) et f (4) sont de signes contraires. 
D'où il existe au moins un c € ]0, 4[ tel que f(c) = 0. 
À l’aide d’un outil technologique, nous trouvons c = 3,354. 
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EXERCICES 2.4 


1. Soit la fonction f définie par le graphique ci-dessous. 3. Trouver les valeurs de x où la fonction serait susceptible 
fo) d’être discontinue et déterminer si la fonction est conti- 
nue en ces valeurs. 


x? —-4x+5 


je ; 


2 
x —3x 


Gr -2D0+5%) 


2x+6 si x<-l 
a) Compléter le tableau en inscrivant V (vrai) ou F (faux). 4 si x=-l 


x° +3 si -1<x<2 


En x= 5121013 6 


fest continue. T—3x si x>2 


La 1" condition est satisfaite. 


La 2° condition est satisfaite. | x+2 


La 3° condition est satisfaite. 


d) k(x)= 
b) Déterminer si la discontinuité est essentielle ou non 
essentielle. 


2. Déterminer si les fonctions suivantes sont continues 
aux valeurs de x données, et représenter graphiquement 


les fonctions en a), b) et co). e) g(x) = 1 
. si x>3 
= _9 
à f= 4 si x=0 RE x 
3x°-4 si x£0 4 
f) v(x)= 
x+6 si x<-l 5—Vx? +9 
b) f(x)=13 si x=-l enx=-1. 
; . 4. Soit la fonction f définie par le graphique ci-dessous. 
5x si x>-1 
F@) 
2x+4  . 
— si x£-2 
©) g(x)={|x+2] enx= 2. 
-2 si x=-2 
TEL à 
d Per si x<l 
F0 dé Répondre par vrai (V) ou faux (F). 
3x?-1 si x>1 La fonction f est continue sur: 
i) enx=0; ii) enx= 1. a) [2,6] b) ]2,6l c) ]-4,2[ 
d) [-4,2] e) ]-4,2] f) }r4, 6[ 
8) EL IL h) 16, + a SE 
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7. 


=" ( 


®) 
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Répondre par vrai (V) ou faux (F). 


Les fonctions f suivantes sont continues sur les intervalles 
donnés. 


a) f(x)= s sur 
x—3 

5 ]0,31; ii) (0, 31; 
b) f(x)=4V2x+4 sur 

i) J-2,0]; üi) [-2, +. 
c) f(x) = ue sur 

4-x° 
ï) [-2,2]; ii) ]-2, 2[. 


Soit f(x) = xf — x + 13x+10,oùxe [-2, 2]. 
a) Déterminer un intervalle [a, b] de longueur 1, où 
a, be Ztelquce Ja, b[ et f(c) = 60. 


b) Déterminer deux intervalles [m, n] et [r, s] de lon- 
gueur | où m,n,retse Z tels que 


ce In, nf, c,e Jr, sf etf(c,) =f(c.) = 0. 
Dans le formulaire d'impôt fédéral, nous retrouvons 


le tableau suivant indiquant le montant d'impôt Q(r) à 
payer selon le revenu imposable r, où r 2 0. 
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revenu revenu 
revenu ne dépasse dépasse 
dépasse 41 544 $ 83 088 $ revenu 
pas mais pas mais pas dépasse 
41 544 $ 83 088$ 128 800 $ 128 800 $ 
36 
— 0100 | — 41 544100 | — 83 088100 | — 128 800100 | 37 
X 15% |X 2% |\X 26% | X 29% | 39 
+ 000 + 623200 | + 15371100 + 2725600 | 41 


a) Évaluer 
1) @(6324) 
11) Q(50 000) 
ii) Q(93 088) 
b) Déterminer les valeurs de r, où la fonction Q serait 
susceptible d’être discontinue. 


c) Définir par parties Q(r) et vérifier si cette fonction est 
continue aux valeurs trouvées en b). 


d) Représenter graphiquement Q sur [41 540, 41 548]. 


Réseau de concepts 


LIMITES ET 
CONTINUITE 
Notion Limite à Théorèmes 
intuitive de gauche et à sur les Limite Continuité 
limite droite limites 
Existence se en : NOtOn Définition 
À sp infinie À l'infini intuitive et 
d'une limite ; formelle de 
graphique de Ps 
A continuité 
continuité 
Asymptote Asymptote Fonction 
verticale horizontale Continue 
| | | | 
Calcul de Calcul de Calcul de limites . SCT sur un 
He limites indéterminées théorèmes point en alle 
indéterminées des formes 


0 
en oo 
de la forme & = ,(Hæ—æ)et(-=+c) 


_ 
| 


FICARE de façon à l’aide des à partir de 
tableaux de ne Le ; 
algébrique théorèmes graphiques 
valeurs 


Réseau de concepts 109 


Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 
et les problèmes de synthèse. 


Existence de la limite 
lim f(x) = L si et seulement si ________,où a et LelR 
+4 


Théorèmes sur les limites 
1) lim k=________,oùkeR 2) lim x = 


X— a 


3) Si lim f(x) = Let lim g(x) = M,oùLeRet MER, alors: 


2) Him { FD + gG]= b) lim[k f()]= où£ER 
c) lim f(x)8@x)]= d) lim F0) , Si 
x a x a g(x) 


4) Théorème «sandwich» Soit trois fonctions telles que (x) < f(x) < A(X, lorsque x € ]c, d[\{a}, où c<a<d. 


Si lim g(x) = lim A(x) = L, où Le R, alors lim f(x) = 


Asymptotes verticales Asymptotes horizontales 


Continuité en un point Continuité sur un intervalle 


f'est continue en x = a si et seulement si est continue sur [a, b] si 


1) —— 
2) 2) 
3) 3) 
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Exercices récapitulatifs 


S = + : . . 2 É_… . . 
ê Biologie Chimie Administration #3 Physique b) Déterminer si les égalités suivantes sont vraies (V) 
ou fausses (F). 


© Exercices se réalisant à l'aide d'un outil technologique. 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de i) limg(x)= g(a) 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à 7? 4 


la fin du manuel. 
üi) lim A(x) = h(a) a. 


1. Estimer les limites suivantes en construisant les h(x) lim A(x) 
tableaux de valeurs appropriées. iii) lim = —_— 
Eee ie gQ) limg@ 
1 = XX 0 
Te Di el | 
2-1 x +x+2 h—0 g(x) lim g(x) 
ing 1- iv) im = —— 
o) lim © DA es sa h() limA(GX) 
0-0 @ 8-0 Un G 
2. Évaluer les limites suivantes à l’aide des théorèmes. Ÿ I V8) = \ pe 80) 
9) a 
a)_lim (7x? +4) b) lim = Pr h(x) __ h(a) 
x—2 x—0 D oi 
oi ECG) Et) 


c) lim [(7x—3) (4x? —1)] 


3 3 4. Évaluer les limites suivantes. 
: 8x —7x +16 , 
d) Jim +2 -2 3 2 
sel X —x an 2 re? 
E) Jon ——_——— Œ Mn ——— 
| RS x—-2 x +2x xt x +2x 
€) ne ——_—_— _——— 
x V2 Je Poe 0 =nil À nil 
5) on = et lim 5 
il : =) u—] u =. U — -co u | 
f) lim (2x) 
2 | 5e 1 1 1 il 
i i i c) lim in & et li Le 
3. Soit f, g et h, trois fonctions telles que ce rer et 
lim f(x) = 64, lim g(x) = -1, lim A(x)= 0, ya 3h+1 
h(a) = 2, g(a) = -1 et f(a) non définie. d) din She re 5h-4. 
h=1 #1 h— +c h | 
a) Evaluer, si c’est possible, les limites suivantes. 25 25 
i) lim(0,5 f(x)—2g(x)+A(x)) = dre 
PAU . y . y 
Pre €) lim ———— CN 
ii) lim LA) gx) + AG GI ES 0 y-5 
ie Le f) lim vx 2 et lim 2 
Xx—a g(x) x— 4 Feat X — +00 se Al 
g(x)— 28(a) 24-10 21-10 
iv) Lim —=———  ATIU _. 210 
“a h(x)—2h(a) DE OR 
Vv) lim{[f(x)+g(x)(x-a 
) lim [fG)+ 8) (x —0)] a 
h) lim Sr et Jim À 
vi) lim = 
: i) lim = et lim “el 
vi) limfx f(x) ] “ETES 1 x] 
2 2 
— : - 5x—6 - 5x-6 
Vi) met) Die 
xa  h(x) x-2 [x -8] x  |x°-8] 
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5. Evaluer les limites suivantes. 


1 il 
== RU 
À) it = b) lim V3 
1-1 | x—9 x —$1 
1 1 
A Dr: 
= lim © 21° —-At+8 dd Xx+h x 
EG) 7) h=0 h 
Er NI +h— 
On f) lim dxth=Vx 
x—a Xx—-a h—0 h 
2 
: x°—2x+1 
8) lim = 


=D 20 Gr? 


x 2 x°—x?7-x-2 


x° +6x* +10x° +6x° +9x 
on 3 3 
oo re eo) 


6. Pour chaque fonction, évaluer, si c’est possible, les 


limites aux valeurs données. 


Fil & Fe? 
à f()=< 7 SR 
14x SIT 2 


1) enx=-2 nl) Entre? ii) enx=5 
x—1 si x<l 
a à 
b) f(x)=1 * —1 si 1<x<2 
f@) si 2<x<4 
2x—-15 si x>4 
1) Etre il nl) Entre? ii) enx=4 


=\ 4 Fe 


DCE 
3x 
x—-2 si x>2 
1) enx=-l 1) Gnr=? 
x° —25 
d X) = 
> FO 
1) RENE 11)FENn LS 
Lo: 
= 2 
e) f(x) = (x —4) 
2—Vx . 
si x>4 
4x—16 
i) enx=-4 11) en x =4 
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. Soit f(x) = 


7. Soit f définie par le graphique suivant. 


a) Evaluer les limites suivantes. 


) lim fQ@) 
ii) lim, (0) 
v) lim f(x) 


vii) lim f(x) 


b) Donner l'équation de chaque asymptote verticale et 


ï lim fG) 
iv) lim f() 
vi) lim) 


vi) lim f(x) 


de chaque asymptote horizontale. 


x? 3 


x—2 


Évaluer, si c’est possible, les limites suivantes et repré- 


» 8x) = 


2 2} 

_4 = 
mur um 
x—2 x—2 


senter graphiquement chaque fonction sur [0, 41]. 


a) lim fG) 


b)_ lim g(0) 


©) Tim (x) 


Évaluer, si c’est possible, les limites suivantes. 


a) lim 
) x23 (x—3) 
c) lim X+X 


Un GERS 
x+e (x—1) 


i) lim (Vx+1-Vx) 
k) lim (x vx? +2x) 


‘ -4 
lim 
x>-2 x+2 


3 2 
Le 2x° +4x° +7 


S 3 
RM Pr 


3x -2Vx+1 
D ——— 

te V8x +Vx—1 
j) lim (Vx+1-vx) 


D dim (x FE 2x) 


10. 


11. 


12. 


Compléter les énoncés suivants. 
a) Si Jim f(x) = +c, alors la droite d’équation 
est une asymptote 
b) Si Jim f(x) = 7, alors la droite d’équation 
| est une asymptote 
c) Si Jim f(x) = -c, alors la droite d’équation 
est une asymptote 
d) Si Jim f(x) =5, alors la droite d’équation 
| est une asymptote 


1 
e) Si lim f(x) = +, alors lim —— = 
) Dour ) *—3 f(x) 


f) Si lim = 0, alors lim = 
) sé x-3 f?(x) 


Déterminer, s’il y a lieu, les équations des asymptotes 
verticales et des asymptotes horizontales. Représenter 
graphiquement chaque fonction près des asymptotes. 


5x° +3 5x—10 
à) fG)=—; b) g@)=— 
0; 3 =4} 
3u° +u° +1 4f 1 
C = d nl 
Le Dee A diner 
3-2}x| D 
EE f) k(x)= — 
Die x—4 AA) H=3 24% 


Soit f, la fonction définie par le graphique suivant. 


a) Évaluer, si c’est possible : 
i) CS) ii) FC) iii) f(0) 
iv) fO) v) fQ) vi) FO) 
b) Évaluer, si c’est possible, les limites suivantes : 
lim f(x); lim f(x) 


ü) lim OH: lim fG): lim fG) 


15: 


© 


14. 


iii) lim f(x); lim f(x); lim f(x) 
iv) lim f(x); lim f() 


c) Déterminer les valeurs de x où la fonction est dis- 
continue, en indiquant une condition (différente de 
la 3° condition, si c’est possible) non satisfaite. 


d) Répondre par vrai (V) ou faux (F). 
La fonction f est continue sur: 
1) J-o,-5[ 11) ]-5,-1] 
1v) 11,5] v) 15,71 


ii) [-1,1] 
vi) [5,+ol 


Au temps f = 0, un produit est déversé dans un petit 
lac pollué pour augmenter le niveau d'oxygène. La 
fonction p(?) suivante donne le pourcentage d’oxygène 
dans ce lac. 


PP t+1 


___— —.>OÙ/esten Mois. 
0,01 +0,02 


PE) = 


a) Déterminer le pourcentage après 


1) 1 mois; ii) 4 mois; ii) 10 mois. 
b) Déterminer le temps nécessaire pour que le niveau 
d'oxygène atteigne 95 %. 


c) Déterminer théoriquement le temps nécessaire 
pour que le pourcentage d'oxygène atteigne 100 %. 


d) Représenter graphiquement la fonction p et 
l’asymptote. 


À la suite d’une étude, A. W. Phillips (1861-1957) a 
établi la relation suivante entre le taux de chômage 
c et le taux d'inflation 7, où c et T sont exprimés en 
pourcentage. 


10 
or 
a) Calculer le taux d'inflation selon l’étude de Phillips, 
si le taux de chômage est de: 
1) 70e ü) 3% 
b) Déterminer théoriquement ce qui arrive au taux 


d'inflation si le taux de chômage est de plus en plus 
près de zéro. 


c) Déterminer c si T(c) > 5%. 


+1 


d) Représenter graphiquement la courbe de T si 
ce ]0 , 20 %l. 

e) La droite d’équation y = 1 est-elle une asymptote 
horizontale à la courbe de 7? Expliquer votre 
réponse. 
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15. Le graphique suivant représente, de façon générale, la 
Ÿ quantité de médicament restante en fonction du temps 


= fodrelah, bhl. 


Q() 


Re 


a b 1(h) 


a) Si, toutes les 8 heures, on administre à un patient 
une dose de 10 ml d’un médicament qui est élimi- 
née en 8 heures, 

i) représenter Q() si t e [0 h, 24 hf; 
li) évaluer lim Q(r) et lim Q(r). 
18 t—16 


b) Si, toutes les 6 heures, on administre à un patient 
une dose de 8 ml d’un médicament dont la moitié 
s'élimine en 6 heures, 

1) représenter O() sit e [0 h,24 h]; 


li) évaluer lim Q(f), lim O(t), lim Q(r), 
t—6* 1-12 t—12* 


li. 00 et ip 00 


L’excitation nerveuse dépend de l’intensité de la sti- 
mulation et de la durée de la stimulation. La loi de 
Weiss, exprimant la relation entre l’intensité 7 en 
micro-ampères et le temps f en micro-secondes, est 
donnée par 


> & 


1= rh +i), 
t 


où Rh est la rhéobase, intensité la plus basse qui peut 
causer un potentiel d’action, et Cr est la chronaxie, 
durée de phase nécessaire pour causer un potentiel 
d’action lorsque l’intensité est deux fois celle de la 
rhéobase. 


a) Déterminer, si c’est possible, f si: 
= 270 ii) 1/=4Rh 


b) Déterminer s’il existe une valeur 


ii) 1=Rh 
1) maximale de /; ii) minimale de J. 
Expliquer vos réponses. 


c) Représenter graphiquement la fonction J. 


17. Donner un exemple graphique d’une fonction satisfai- 
sant aux conditions suivantes : 


AMCDER T0) IDE SIEt lim f(x) n'existe pas 
b) g@=3si2<xs<l, lim, g(x) —et lim. g(x)=l 
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c) h(0)= 2, lim h(x)=2/et lim, h(x) = -2 


d) lim k(x)=-3, k(0) = 2, lim k(x) n'existe pas et 
x—0 E =? 
k2)=5 

Een = 2: 
la première condition de continuité n’est pas satis- 
faite, mais la deuxième condition de continuité est 
satisfaite et 
ent 
la deuxième condition de continuité n’est pas satis- 
faite, mais la première condition de continuité est 
satisfaite et 
enx— 3; 
la troisième condition de continuité n’est pas satis- 
faite, mais les deux premières conditions de conti- 
nuité sont satisfaites et 
En x: 
ni la première ni la deuxième condition de conti- 
nuité ne sont satisfaites. 


18. Soit f(x) = -2x — 6, g(x) = x° + 6x + 10 et h (x) telles que 
f(x) <h(x) < gx), V x ER. 


a) Tracer sur un même système d’axes la courbe de f 
et de g ainsi qu’une représentation graphique pos- 
sible de }. 


b) Évaluer, si c’est possible, lim AC). 


@) Évaluer, si c’est possible, lim h(x). 


19. Soit f(x) <h(x) <g(x),Vx ER. 
a) Si lim f(x = lim g( = L, ou Le IR, évaluer, si 
be ‘lim h(x). 
b) Si lim h (x) = lim g@ = M, ou M € IR, évaluer, si 
c’est possible, lim FC 
c) Si0 < f(x) <h(x) <g(x),VxEelR et si 
lim f(x) = lim g(x)= K, où KERetK>0, 


évaluer, si c’est possible, lim . 
x c h(x) 


20. Soit f(x =[x]. 
a) Évaluer, si c’est possible, lim f(x). 
b) Déterminer pour quelles valeurs de a 
1) lim f(x) n'existe pas; ii) lim f(x) existe. 


c) Représenter graphiquement f sur [-2, 3]. 


21. Selon la théorie de la relativité d’Einstein (1879-1955), 


ù la masse m d’une particule à une vitesse v est donnée nl si x<4 
\ig7 : 2x —8 

par m= = , Où mm, est la masse de la particule 2e % Ur 

1— no) x—4 
C si x>4 
au repos, et la formule de contraction de Lorentz V2 
(1853-1923), soit la longueur ZL d’un objet, est donnée 
5 2x4 . 
v” SI CE) 
ar L=L, ,[1-—, où L, est la longueur de l’objet X 
: do Re : À 9 AD=S 5-1 enx=2. 


au repos et c est la vitesse de la lumière. 


a) Déterminer, si c’est possible, la valeur de v telle que: 


i) m=2m, ii) L=3L, ne Gi. << 
ii) m=l m, iv) L=lL, 2 si x=0 
4 ù d) kK(x)=< x+4 si O<x<2 
b) Évaluer 6 SR 
i) lim m; ii) lim L. 8—-x si x>2etxÆ5 
1) Rene 0 il) ny 2; ll) Enres, 


22. Associer aux polynômes p,(x) suivants le graphique 


qui le représente le mieux. . , . ; : 
24. Pour chaque fonction, déterminer, si c’est possible, la 


a) p1=x"+f0 où f.( est un polynôme de degré 13. valeur de k qui rend la fonction continue sur IR. 


b) p,@ =x" + f(x où f,(© estun polynôme de degré 14. 


x+2 SE 
c) pa =-x"°+f,0@ où f,(@) est un polynôme de degré 15. à fa)=Ù k ref 
d) p,@ = x" +7,09 où f,( est un polynôme de degré 16. x24+3x1 si x>l 
y 5 , 
LOST? 
re” b) g@)=4 k HN fe? 
= G F>2 
d F 25 si 1<5 
c) FE) = t—5 
kt si 1>5 
» 
@ Ax2+5x 
—— Si +40 
d) A(x)=4 x(x° +6) 
kx? +1 G +=Û0 


Kb) +14 si F9 
9 =1 TT S 
jy gg (22 


23. Déterminer si chaque fonction est continue aux 


valeurs x données. x+6 si <k 
i Do | ; ANS 
x si FE 
1 : 
4—— si -3<x<-] 
x 25. Soit la fonction H, d'Olivier Heaviside (1850-1925), 
à f(x)=4 3 si x=-l 4 définie par 
CR . 
Ù si F<e0 
Vx+2 si x>2 H(r) = 
ST 0) 
1) Etre dl: ll) Enr=2, 


et la fonction P(x) = H(x — a) — H(x — b), où 0 < a < b. 
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Problèmes de synthèse 


26. 


a) Représenter graphiquement la fonction H(). 

b) Évaluer, si c’est possible : 
1) lim P(x) ü) lim P(x) 

ii) lim P(x) 1V) lim, P(x) 

c) Représenter graphiquement la fonction P(x). 


À la suite de l'étude d’une population, un démographe 

prévoit que, dans f années à compter d’aujourd’hui, la 

population totale P d’une ville, dans une région, sera 

donnée par 

40 000 + 60° 
4+0,0025 

a) Calculer la population 


où t est en années. 


P(1) = 


1) après 5 années; ii) après 10 années. 


1. Soit f et g, deux fonctions polynomiales, et h, une 
fonction rationnelle. 
Répondre par vrai (V) ou faux (F) et justifier. 
a) lim f(x)= f(a) 
CC) 
FO AE (a) 
c) lim h(x)= h(a) 
d) lim /g(x) = Vg(a) 
e) lim Ÿf(x) = Vf(a) 
FG@) 
f) Sih(x) = 0 et si g(x) est de degré n, alors A(x) 
n’est pas définie pour n valeurs réelles. 
2. Soit lim f(x) = 0, lim 1 8(x) =0,g(x)ÆZ0sixza, 
fQ) 40 sixza et lim —— fG) =) 
10 50%) 
Évaluer les limites suivantes. 
LC: 2 
ju 5 eo) 
X—a g(x) xX—a g(x) 
+ 
un f(x) + (x) d) lim LF() sol f(x) 
x a g(x ) x a £ (x) 
EE 2 
Le 62) JG) GG -a) 
2070) HE) A) 
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b) Après combien d’années la population initiale aura- 
t-elle doublé ? 


C) Évaluer lim P(r) et interpréter votre résultat. 
1— +00 


@) d) Représenter graphiquement la courbe de P. 


27. 


28. 


&b 


4. 


Soit (x) = Vx—8 +6%/x? — 23, où x >0. 


Déterminer un intervalle de la forme [n, n + 1], où 
ne ,tel qu'il existe au moins un nombre 
ce n,n+I1[ où A(c) = 


1 
27x° —45x° —93x° +185x—50 
À l’aide du théorème de la valeur intermédiaire, 


Soit f(x) = 


a) démontrer que f n’est pas continue sur ]-1, 1[; 


b) peut-on démontrer que f est continue sur ]1, 3[ ? 


im #0 
x— a f@)° 


, évaluer lim —— FG) 
AC gx) 


Si lim —— f@ Le 
+04 FO 


Evaluer, si c’est possible, les limites suivantes. 


 … Gr 2 
a) lim b) lim 

xl 6 | xl x? DT 

…. V8+kt-2 ET 
C) lim —————— d) lim 

10) t TEE 


Evaluer, si c’est possible, les limites suivantes. 


a) lim —— et lim 
x— 0 X X — -00 Fe 

D 2x—8Vx +6  . 2x—8Vx +6 
x—9 Ne X — +00 Nr es 

c) lim x] et m xl 
x Vx-1(Vx-1) a2+e Vx=1(Vx-1) 


: 2|x[° -3x? . de 
d) lim — et lim — 

OX ET RO re 
e) lim [-x°] et lim-x] 

x — V2 X — +00 
f) lim(x-[x]) et lim(x-[x]) 

x -4 X — +00 

-] . -] 

o in [| « imf=] 
D) in" et 


lim —— 
x—3 x—[x]+1 x +e x —[x]+1 


. 1e, 
X 


a) Évaluer lim f(x) et lim, f(x) si: 


Ma? ii) a=-1l 
iii) a=0 iv)a=l 
VW) G=2 Vi)'a— 05 


b) Soit ke IN*. Évaluer 
1) lim f(x)et lim f(x); 
x k x—kt 
ii) Jim f(x) et lim, f(x): 
C) Évaluer, si c’est possible, 


lim fG); il) lim f(x) 


a) Déterminer les valeurs de a telles que les limites 
suivantes existent et évaluer ces limites. 
3 2) 
X —ax —x+a 
x4  x?2_x—12 =? 


b) Déterminer les valeurs de a et de b telles que 

Vax+b—3 

lim ————— 
Fe X 


. ax+b ; 
. Soit f(x) = ———. Déterminer les valeurs de a, b, c 
cx + d 


et d si le graphique de f est le suivant. 


. Déterminer, si c’est possible, des fonctions f et g telles 


que 
a) lim f(x)=9 et f(x)>9, VxeR; 
b) lim f(x) = 0 et lim [f() 8(x)]= 4; 
C) lim f(x) n'existe pas, lim g(x) n'existe pas et 


lim [FG) g(x)] existe; 


10. 


T1 


d) f soit discontinue en x = a, mais | f | soit continue en 
=: 


e) f et g soient discontinues en a, mais (f + g) soit 
continue en a. 


= 
| 
x-] 

Soit g(x)=\ B si x=1 
et si x>l1. 
x] 


Déterminer, si c’est possible, la valeur de B 
telle que g soit continue 

&) exrsile 

b) sur [0, 1]; 

@) Sul 2JÈ 


Soit les fonctions 


2x+k, si Xx<I 
f(x)= Retro 1<x<2 

x3—2x2—x+2 

xX2+k, si x2>2 

ax? +bx+3 SL me) 
8@)={ 1 Si x=-2 

2bx+13a SIM 2 
He (x—k)(x+k) ST, 

kx+1 SX 2 

3x2+rx+r—3 si x£-3 
v(x)= x2+2x—3 

s si X=-3, 


a) Déterminer la valeur de k, et la valeur de k, telles 
que f soit continue en x = 1 eten x = 2. 


b) Déterminer la valeur de a et la valeur de b telles 
que g soit continue sur IR. 


c) Déterminer, si c’est possible, les valeurs de k telles 
que h soit continue en x = 2. 


d) Déterminer les valeurs de r et de s telles que v soit 
continue en x = -3. 
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12. 


Une échelle d’une longueur de 5 m est appuyée contre 


Lo un mur vertical. Si le pied de l’échelle s'éloigne du bas 
” du mur à la vitesse constante de 1,5 m/s, alors le haut 


de l'échelle se déplacera vers le bas à la vitesse de 


H. 
PSY 
v(x) = = oùx € JO, SI. 5m 
N25= 3: 
BP 


a) Déterminer la vitesse à laquelle se déplace le haut 
de l'échelle lorsque 


1) le pied de l’échelle est à 3 m du mur; 
ii) le haut de l'échelle est à 3 m du sol; 
11) l’angle entre le sol et l'échelle est de 45°. 


b) Évaluer lim v(x) et interpréter votre résultat. 
x—5 


@) ©) Représenter graphiquement la courbe de v. 


TE 


14. 


15. 
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Déterminer le plus grand intervalle de continuité des 
fonctions suivantes. 


a) f(x)=VVx -9-x 
b) f(x) = Vx+1-Vx?-9 


co) f(x)=Vsx+8-4V5x 4 +V4-V2x+9 


Soit un point Q(x, y) sur la courbe définie par y = x°. 
Soit À,(x) et P,(x), respectivement l’aire et le périmètre 
du triangle dont les sommets sont O(0, 0), R(1, 0) et 
Q(Xx, y), où x > 0 et soit À,(x) et P,(x), respectivement 
l'aire et le périmètre du triangle dont les sommets sont 
O(0, 0), S(0, 1) et Q(x, y). 


Evaluer, si c’est possible : 


no io ee 
x 0" À, (x) x 0 A, (x) 
5) M non ee 
x2+e À (x) x2+e A (x) 
ons ie 
x 0 1 (GE) X — +oo P, (x) 


SH relcet  NT 
a) À l’aide du théorème de la valeur intermédiaire, 


démontrer que f(x) = g(x) en au moins une valeur 
ceR. 


CHAPITRE 2 Limites et continuité 


16. 


b) Représenter les courbes de fet de g sur un intervalle 
approprié pour déterminer une valeur approxima- 
tive de c. 


Soit une droite D, de pente a passant par le point 
P(0O, 5) et soit le point Q(3, 2). 

a) Démontrer que la distance d entre le point Q et la 
3 | a+ 1| 


droite D, est donnée par d(a) = ù 
a +1 


b) Calculer la distance entre le point Q et chacune des 
droites D, si 
1) mile 1) = (0 

c) Représenter graphiquement dans un même système 
d’axes les points P et Q ainsi que les trois droites 
précédentes. 


ii) a= 1. 


d) Évaluer les limites suivantes et interpréter le 


résultat. 
i) lim d(a) li) lim d(a) 


e) Représenter la courbe de d sur ] -c, +col. 


. Soit les fonctions f'et g définies par le graphique suivant. 


Evaluer, si c’est possible: 


2) à) lim (/C+ gx) 


ii) lim (f(x)8(x) 


b) i) lim(f(x)+g(x)) ü) lim jQ) 
x—-1 x -1 g(x) 
9 à) Hm(/-eQ) ii) lim (FGEG) 
on de ï) lim #0 
4 0Ù g(x) x 0* f(x) 
e) i) lim A) ü) lim 2) 
xl g(x) xl FC) 


D D) lim (fQ)+80) ii) lim (Ge) 


Définition de la dérivée 
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« 
æÆ: a" 2. 
ak —R er - 
Perspective historique ous étudierons, dans ce chapitre, une partie importante du 
S re calcul différentiel, c’est-à-dire la notion de «dérivée» qui 
Exercices préliminaires en. 4 
— correspond au taux de variation instantané d’une fonction. 
3.1 Taux de variation moyen Le . 2 2 - 
Nous utiliserons les calculs de limites, présentés au chapitre 2, pour 
Se DERPEGINNE Crsouner définir la dérivée en un point ainsi que la fonction dérivée. 


un point et taux de variation 
instantané 


3.3 Fonction dérivée 

Réseau de concepts 

Vérification des apprentissages 

Exercices récapitulatifs 

Problèmes de synthèse De l'azote (N) et de l'hydrogène (H) réagissent pour former de 
lammoniac (N, + 3H, — 2NH,). Toutes les quantités sont expri- 
mées en grammes. La quantité d’ammoniac, en fonction du temps 


t, notée O(f), est donnée par 


1000 
1) = 100 — 
2 IDE 


L'élève aura à calculer divers taux de variation moyens et 
instantanés. 


Nous présenterons les notions de vitesse moyenne et de vitesse ins- 
tantanée à l’aide du taux de variation moyen et du taux de variation 


instantané. 
En particulier, l'élève pourra résoudre, à la fin de ce chapitre, le pro- 
blème de chimie suivant. 


, Où t est en secondes et ©, en grammes. 


(Voir le problème de synthèse n° 12, page 164) 


PERSPECTIVE HISTORIQUE 


Trouver la tangente au xvu° siècle 


ientôt, après l'étude du présent chapitre, vous 

pourrez déterminer sans trop de difficulté la pente 

de la tangente aux graphiques d’un très grand 
nombre de fonctions. Pourtant, au xvu° siècle, à l’époque 
où d’Artagnan (v. 1611-1673) combattait vaillamment pour 
le roi de France, tracer une «touchante» (ainsi appelle- 
t-on alors la tangente) à une courbe à un point donné se 
révèle très difficile. Plusieurs mathématiciens s’y cassent 
les dents. Ainsi, René Descartes tente de ramener ce pro- 
blème à celui de trouver la tangente à un cercle, lui-même 
tangent à la courbe à ce point. Cette méthode exige la 
résolution d’équations parfois très complexes. Pierre de 
Fermat (1601-1665) propose une autre méthode qui donne 
lieu à une vive correspondance entre lui et Descartes. Dans 
cette perspective historique, nous verrons une troisième 
méthode, histoire d’apprécier notre chance de venir après 
Leibniz (1646-1716) et Newton (1642-1727), les inventeurs 
du calcul différentiel et intégral. 


. 
+ 
LL 


rot 


Rues rare 


Evangelista Torricelli (1608-1647), qui énonça une rela- 
tion entre la pression et le volume des gaz à volume constant, 
considère qu’une courbe est la trace d’un point qui se déplace 
selon une certaine règle. À tout moment, le point se dirige 
dans une certaine direction vers laquelle il irait si, tout à 
coup, il était laissé à lui-même. Or, remarque Torricelli, cette 
direction est aussi celle de la tangente à la courbe que trace 
le point. Trouver la tangente se ramène de la sorte à trou- 
ver la direction du mouvement du point. Gilles Personne de 
Roberval (1602-1675) utilise ce même principe. 


Déterminer la touchante à une parabole, en s’inspirant 
de Roberval 

La parabole est le lieu géométrique des points qui sont à 
égales distances d’un point fixe, le foyer, et d’une droite, 
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la directrice. Le sommet de la parabole est le point exac- 
tement à mi-chemin entre le foyer et la directrice. Nous 
allons tracer la tangente au point P(2, 1) de la parabole de 
foyer F(0, 1) et de directrice y =-1. 


a) Vérifier que le point P(2, 1) appartient à cette parabole et 
Fe : : 5e 
que l’équation de celle-ci est bien y = an 


b) Selon le principe énoncé par Torricelli, la tangente 
au point P(2, 1) a pour direction celle vers laquelle se 
dirige le point qui trace la parabole lorsqu'il arrive à P. 
Décomposons ce mouvement relativement complexe 
en deux mouvements plus simples. Supposons qu’un 
point de la parabole part du sommet et se dirige vers P. 
À chaque instant, sa position est déterminée par le fait que 
sa distance au foyer doit être la même que sa distance à 
la directrice D. Donc, au point P(2, 1), comme en tout 
autre point de la parabole d’ailleurs, l'augmentation, 
de la distance à la directrice, sera la même que l’aug- 
mentation de la distance au foyer. Il en découle, si l’on 
considère que ces deux augmentations sont égales, que 
le point se dirigera dans la direction déterminée par la 
bissectrice de l’angle de sommet P(2, 1) formé des deux 
segments FP et PE. La droite bissectrice constitue donc 
la tangente. Or, la bissectrice est la droite de pente 1 
passant par P(2, 1). 


Directrice y = -1 


Tracer de la même manière la tangente au point 
il 
1, —|. 
dr. à 


(Réponse: la droite de pente : passant par ce point.) 


Lorsque vous aurez terminé le chapitre, revenez au problème 
de la touchante de Roberval. Vous verrez qu’en utilisant les 
outils, les méthodes et les techniques connus, vous trouve- 
rez facilement la pente de la tangente à la parabole, et ce, à 
n'importe quel point. 


Exercices préliminaires 


1. Compléter les expressions suivantes. 
dat) 
b) a —-b°=(a-b) 
à =Fa@=b) 2 


Dot (ar ep) 
o apr (sep) 
Da ep ep) 


g)a-b= (ap) 


2. Calculer et simplifier: 
a) fa—b) si f(@=3-4x 
Dee 0e = 
© fœ+h) si f(@=7x+2 
d)g+h) si g@=5 
e) s2+h) si sO=F-41-5 
f) f(3 + A» si f = x — 2x 
9) gx +Ax) si g(x)=V3-2x 


t 
h) vG+AÛ si v(t)=——+5 
) v( ) () Fe 


3. Simplifier: 


2 2 
: (x+Ax) — x 
Ax 
1 1 
PTE 2 NE 
b (x+h) x 
h 


4. Déterminer la pente a de la droite : 


a) d’équation y =-2x +4; 

b) d’équation 4x — 3y =9; 

c) perpendiculaire à la droite d’équation 4x — 3y =9; 
2 -S 2 


d) passant par les points ES 5 et R(?, =): 


e) passant par les points P(-2, f (-2)) et Q(7, f (7)) si 


FO = x — 5x — 6. 
. Soitf (x) =x°. 


a) Calculer la pente a, de la droite D, passant par les 
points P(-1, f (-1)) et QC, f (2). 

b) Calculer la pente a, de la droite D, passant par 
les points P(-4, f (-4)) et Q(L, f (1). 


c) Représenter graphiquement dans un même système 
d’axes la courbe de f, ainsi que D, et D... 


. Evaluer les limites suivantes. 


.. 2xAx+(Ax) 
à) im —— 
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3.1 Taux de variation moyen 


Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'élève pourra calculer le taux de variation moyen d’une fonction. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


° de donner la définition du taux de variation moyen d’une fonction sur 
un intervalle; 


° de calculer le taux de variation moyen d’une fonction sur un intervalle; fœ+A>% 


° d'interpréter graphiquement le taux de variation moyen d’une fonction 
sur un intervalle ; 


° de calculer la vitesse moyenne d’une particule sur un intervalle de temps; FO RES 
° de relier la notion de vitesse moyenne à la notion de pente de sécante. 


On entend plus souvent parler d’un taux de croissance que d’un taux de variation. 
Cependant, un taux de croissance ne veut pas dire qu’il y a nécessairement croissance, 
puisqu'il peut aussi y avoir décroissance de la valeur de la variable en question. C’est 
pourquoi il est plus approprié de parler d’un taux de variation, qui sera positif s’il 
s’agit de croissance ou négatif s’il s’agit de décroissance. 


Les taux suivants sont des exemples de taux de variation par rapport au temps exprimés, 
soit en secondes, en heures, en jours, en mois, etc. 

° le taux de variation de la position appelé « vitesse » : 

° le taux de variation de la vitesse appelé « accélération » ; 

° le taux d'inflation; 

+ le taux de chômage; 

° le taux d’investissement ; 

* le taux de natalité: 

* le taux de propagation. 


Pente d'une sécante 


Définition 3.1 Une sécante est une droite qui coupe une courbe en un ou plusieurs points. 


DOUUEME Dans les représentations ci-dessous : 


les droites D, et D, sont les droites D, et D, sont 
des sécantes à la courbe de f; des sécantes au cercle C. 
» ID}, D; 
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SOUNERA Soit f(x) = -x° + 2x +3. 


Calculons la pente de la sécante à la courbe qui 


passe par les points P(-1, f(-1)) et QC, f C)), 
notée m 


sec (P, Q)° 
Mec (P, Q) — Fe (définition 1.9) 
3—0 
Due (car f(2) =3 et f(-1) = 0) 
=il 


sec (P, Q) 


P(L SCD) 


FQ) = -x2+ 2x +3 


Taux de variation moyen d'une fonction 


sur un intervalle 
où [x,, x,] € dom f'et x, < x,, noté TVM 


un JO) Cu) 


XX 


Lx, 2 P 


Graphiquement, le taux de variation moyen d’une 
fonction f sur un intervalle [x,, x,] correspond à la 
pente de la sécante à la courbe de f passant par les 


Le taux de variation moyen d’une fonction f sur un intervalle [x,, x,], 
est défini par 


y 


Y =f 0%) 


TVM points P(x,, f(x,)) et Q(x,. f(x). 


rl — Mec (P,Q) 


Ésee 


= fn) F5: 


DOUCE Soit f (x = x +3. Calculons TVM,, 5; 


sec (A, B) 
ALES = C2 
TM © 2 IE, = J(0)— C2) 
0—(-2) 


(car f(0)= 3 et f(-2)=-5) 
=4 


Donc, la pente de la sécante à la courbe de f  A(-2,f-2)) 
passant par les points A(-2, f (-2)) et B(0, f (0)) 
est égale à 4. 


TVM,, ; X] = Mec (A,B) 
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| Exemple 2 | À la suite de l'étude d’une population, un zoologiste prévoit que, dans 
t années à compter d’aujourd’hui, la population totale P d’une espèce, 
5007 + 3000 
t+4 


a) Calculons la population initiale de cette espèce, c’est-à-dire la population à 
t = 0, ainsi que la population de cette espèce après quatre années et neuf 


dans une région, sera donnée par P(f) = 


années. 
P(0) = LUE = 31 =750, donc 750 individus 
0+4 
P(4) = = = = — = 625, donc 625 individus 
+ 


P(9)= Le =576,923..., donc environ 577 individus 


b) Calculons la variation de la population sur 
1) [0 an, 4 ans], notée AP, nr 


AP 5 an, 4 ans = P(4) — P(0) = 625 — 750 = -125, donc -125 individus. 
ii) [0 an, 9 ans], notée AP, ons 
AP 5 an, 9 ans] = PO) = P(0) = 576,923... —750 = -173,076... 


donc environ -173 individus. 


C 


2 


Calculons le rythme moyen de la variation, c’est-à-dire le taux de variation 
moyen de la population de cette espèce 


1) durant les quatre premières années, noté TVM 


[0 an, 4 ans] = 2 = _ = 5) ” 150 = -3 IL25 


[0 an, 4 ans]° 


TVM 


Pour déterminer les unités d’un taux de variation moyen, il suffit de prendre 
les unités du numérateur divisées par les unités du dénominateur. 


Donc, TVM an. 4 ans = “31,25 ind./an 


D'où, le rythme moyen de la variation de la population durant les quatre 
premières années correspond à une diminution moyenne de 31,25 indivi- 
dus par année. 


li) entre la quatrième et la neuvième année, noté TVM 
- PO) PA) 5769236025 


[4 ans, Dans] — 9 Er 5 
Donc TVM + —9,62 ind./an 


[4 ans, 9 ans] 


[4 ans, 9 ans]° 


TVM =—9,615... 


D'où, entre la quatrième et la neuvième année, il y a une diminution 
moyenne d’environ 9,62 individus par année. 
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Exemple 3 Soit un cercle de rayon r, où r est en mètres. 


a) Calculons le taux de variation moyen de l’aire À lorsque le rayon passe de 
3 mètres à 6 mètres, noté TVM 61 de 4° 
A(6) — AG3) _ (6) - 73) _ 
6-3 3 
D'où, le taux de variation moyen de l’aire À lorsque le rayon passe de 3 mètres 
à 6 mètres est de 97 m’/m, c’est-à-dire une augmentation moyenne d’environ 


A(r)=7Tr" TVM, m, 6m] de A — IT 


28,3 m°/m. 
b) Calculons le taux de variation moyen de la circonférence C lorsque le rayon 
passe de 3 m à 6 m, noté TVM, , 6 de c- 
TVMhn 6 à = CCG) - 27x(6) — 2x(3) = 
Ce 3 


D'où, le taux de variation moyen de la circonférence lorsque le rayon passe de 
3 m à 6 m, est de 2x m/m, c’est-à-dire une augmentation moyenne d’environ 
6,28 m/m. 


Cr)=2nr 


Remarque De façon générale nous ne simplifions pas les unités, car celles-ci nous 
permettent de reconnaître la variation du numérateur et celle du dénominateur. 


Exprimons maintenant le taux de variation moyen d’une fonction y = f (x) sur un inter- 
valle de la forme [x, x + Ax], où Ax > 0. 


En posant x, = x et x,= x + Ax, nous obtenons 


mi  * Ax= x, — x,, où Ax correspond à la variation de x. 
ï ; 
u + Ainsi, f(x) — fx) = f(x + Ax) — f () que nous notons Ay. 
Ay = f (x + Ax) — f (x), où Ay correspond à la variation de y. 
Ainsi, le taux de variation moyen d’une fonction f y 
sur un intervalle [x, x + Ax], où [x, x + Ax] € dom f 
et Ax > 0, noté TVM,,,,,, est donné par f@+Ax) E----------- 
_ JG) = fu) __f@œ+Ax)- f@) 
TVMh x] = _. INM a — pain #0 À _ 
F ; 
TM + au © Re (Gar Ay = f(x + An) — NET 
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Soit f (9 = 3x — 5. 


a) Calculons Ay si x = 2 et Ax = 3. 


Ay = f(x + Ax) — f(x) (variation de y) 
= f(2+3)- f(2) (Carr 2erAr=8) 
= fO)- fQ) 
= 70 — 7 = 63 


b) Calculons TVM, ;. 


5)- f(2) _ 63 
TM, = LORD = À 2 21 


De plus, 21 est égal à la pente de la sécante à la courbe de f passant par les points P(2, 7) et Q(S, 70). 


C) Évaluons le taux de variation moyen de f sur [x, x + Ax]. 


TM, = 0 +4 = f() 


Ax 
_ Ba+Ax) -5]-(Gx°-5) 
s Ax 
_ 3(x2 + 2xAx + (Ax)?) — 5 — 3x2? +5 
_ Ax 
3x? + 6x Ax + 3(Ax)? — 5— 3x2 +5 
" Ax 

_ 6xAx + 3(Ax) 

_ Ax 

_ Ax(6x + 3Ax) 

d Ar 

= 6x + 3Ax 


(car f(x) = 3x° — 5) 


(ensimplifiant) 


(ensimplifiant,car Ax Z 0) 


d) Utilisons le résultat obtenu en c) pour calculer TVM. ; ,, et TVM. ; 


Puisque TVM OL AX 


[x, x + Ax] 


TVM 


[-3,-1] 


=-12 


fo =32-5 


sec (A. B) : 
-12 correspond à la pente de la sécante à la courbe : 


de f passant par les points A(-3, 22) et B(-1, -2). 
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(voir c)) 


= 663): 2) 3e xl C2) : TVM4 4 = 6(-3)+ 3(6) (x =-3 et Ax = 3-(-3)=6) 


=0 


1e 


0 correspond à la pente de la sécante à la courbe 


de f passant par les points A(-3, 22) et C(3, 22). 


Pour alléger l'écriture, nous pouvons remplacer Ax par h, où h > 0, dans TVM,,, 7 


Ainsi le taux de variation moyen d’une fonction f sur un intervalle [x, x + h], où 
[x, x + h] € dom f et h > 0, noté TVM est donné par 


x, x+h} 
TM, = LG += F0 
‘ h 
En résumé, nous avons donc: 
ÿ ÿ 
ESF AV) Eseescesesss f@x + h) 
| f(x + Ax) — f(x) 


He) 


es, Ay FO => 


x X+h x 


_f&+h)-f@ 


x + Ax x 


HÉAEI Cr) 


[x, x + Ax] — Ax 


= JG) = fi) 


TVM TVM 


Éresn 


XX; 


Dans les trois cas précédents, le taux de variation moyen correspond à la pente de la 
sécante à la courbe de f passant par les points P et Q. 


EE soit 7 @ = 2x 3x + 1. 


a) Évaluons le taux de variation moyen de f sur [x, x + A]. 


_JG+h)- fQ) 


TVM,, x+A] — h 
3 3 
fosse _ P&+h) —3(x+h)+1]- (2x -3x+1) 
h 
2x +3x h+3xh+h)=3x=3h+1=2x +3x 1 
h 
2x°+6x°h+6xh° +2h° —-3h-2x° ne 
= à (en simplifiant) 
6x*h+6xh° +2h° —3h de 
= = (ensimplifiant) 
2 à 
= CES Æ Rite) (en factorisant) 
= 6x? +6xh+ 2h? -3 (ensimplifiant, car h # 0) 
b) Évaluons TVM, ;.,, de deux façons. 
1" façon En utilisant la définition de TVM,,,,,, où x=3. 
(x +h) — f(x) fG+h)- f6) 
TVM y, = DIE NN ou 
PUCES h) —3(3+ h)+1]- (2) —3(G3) +1 


h 
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L 2(27 + 27h + 9h? + h°) — 9 — 3h + 1— 46 
_ h 

… 54+ 54h +18h° + 2h° — 3h — 54 
E h 
Fe S1h+18h° +2h° 
Es h 

__ HK(S1+18h + 2h°7) 
_ # 

= 51+18h+2h° (ensimplifiant, car À Æ 0) 


(en simplifiant) 


(en simplifiant) 


(en factorisant) 


2° façon En utilisant le résultat obtenu en a). 


TVM,, le 6x? + 6xh + 2h? —3 (voir a)) 
TVMp 341] = 6G)° + 63) +2h° —3 (car x = 3) 
= 51+18h+2h° 
c) Évaluons TVM,, :, en utilisant le résultat obtenu en b). 
TVMhs, 3 + 1 = 51+18h+2h° (voir b)) 
TVMi, 5, = 51+18(2) + 22) (car 3+h=5,donch=2) 
= 95 


d) Évaluons TVM,, ;, en utilisant le résultat obtenu en a). 
TVM,, nu = 6% + 6xh + 2h° 3 
TVM,, 4 = 6(-2)° + 6(-2)7 + 2(7)° —3 (car x = -2 et h = 5—(-2)= 7) 
= 35 


Le calcul de certains TVM, ,,,, nécessite le recours à des artifices de calcul, sem- 
blables à ceux utilisés dans le calcul des limites. 


3x 


DORE Soit f(x) = De Calculons TVM, ,.;r 


JG ER) CG) 
Ex + h] ra h 
3(x + h) 3x 
> Glen) ( _ 3x ) 
h Le 2x +1 
Dénominateur E 3(x + h)(2x + D) — (2(x + h) + D(Gx) | 1 
Te É (x + h)+ D(2x +1) h 
= 6x +3x+6xh+3h= 6x =6xh=3x | 1 
L (2(x + h) + D(2x + 1) h 


TVM 


CHAPITRE 3 Définition de la dérivée 


(en simplifiant) 


L | 3K | 1 

TC +h)+ DCx+0D [x 
3 

 Qx+h)+DCx+D 


(en simplifiant, car h 0) 


Soit f(x) = V2x +3 +7. 


a) Calculons TVM 


Ex, x+hl° 


FO ‘eut 
[x. NE h] h 


_V2G+h)+3+7-(V2x+3+7) 
_ h 
BAPGEMASENEES 

h 
_V2G+h)+3-V2x+3 ER S] 


(CA) ENS EN) 


Conjugué 


h J2G+h)+3+4V2x+3 
» PH) ES] (2x6) 
RG +h)+3+V2x+3) 
22h63 2x3 
A2 +MH+3+V2x+3) 
2h 
T HG20 +) +3 + V2x +3) 
DEC 


(en simplifiant) 


(en simplifiant, car h Æ 0) 


b) Calculons la pente de la sécante passant par les points R(-1, f (-1)) et SG, f (5)), 
notée MR s) 


Mecs) = TVM 


à 
UM — 
[4,5] (a Lx, x + A] 2G+ H)13 V2x+ 3 | 
: 7) 
V2(1+6)+3+,/2-D+3 


(carx =-1eth=5-(-1) =6) 


Ca _ 
d'où Mcm.s) = 


2 
13 +1 


3.1 Taux de variation moyen 129 


130 


Vitesse moyenne et pente de sécante 


IL Y A ENVIRON 400 ANS... 


La vitesse nous semble aujourd’hui un concept relativement 
simple. Pourtant, les Grecs ne croyaient pas qu’on puisse la 
mesurer. C’est avec le développement des notations algébri- 
ques et de la géométrie analytique, dans la seconde moitié du 
xvir' siècle, que l’on en vient à voir la vitesse comme un taux 
de variation. Auparavant, parler quantitativement de la vitesse 
exigeait un détour par une proportion. Ainsi, lorsque Galilée 
énonce sa loi de la chute des corps, que nous écrivons v = k, 
Galilée (1564-1642) 1l écrit plutôt que si un corps tombe en chute libre, alors le rap- 
port des distances parcourues est comme le rapport des carrés 
des temps nécessaires à les parcourir. 


CUVE Sophie parcourt la distance de 135 km entre Montréal et Trois- 
Rivières en 1,5 h et la distance de 125 km entre Trois-Rivières et 
Québec en 75 minutes. 


a) Illustrons la situation à l’aide des représentations suivantes. 


d 
(km) Q(2.75 ; 260) 
135 km 125 km 
aa | 
M 15h TR 75min Q 


is 275 t 
(h) 


b) Calculons les vitesses scalaires moyennes définies par le rapport de la distance 
d parcourue sur Af, le temps nécessaire pour parcourir cette distance. 


1) Entre Montréal et Trois-Rivières. 
7 135 


CRT Vscal[M, T-R] — ñ 


5] 


= 90, d’où 90 km/h. 


li) Entre Trois-Rivières et Québec. 
125 


Vical[T-R,Q] = 125 


, 


= 100, d’où 100 km/h. 


iii) Entre Montréal et Québec. 
135 +125 


VscallM, Q] — 15+125 = 94,54, d’où 94,54 km/h. 
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Remarque Notons par contre qu’en physique, on calcule la vitesse moyenne d’une par- 
ticule en utilisant le changement de position au lieu de la distance parcourue par celle-ci. 


our décrire complètement le mouvement d’une particule, il faut connaître à tout ins- 
P d 1èt tl t d’ ticule, il faut t tout 


tant sa position. 
PE 


Prenons l'exemple d’une particule se déplaçant de façon rec- Ev À 
ligne sur l’axe des x, du point P au point Q en passant par QY+< 


le point R. 
Appelons x; sa position au point P à l'instant f; et x, sa position au point Q à l'instant ,. 


Entre les instants f, et f,, la position de la particule peut varier  x(9 
entre ces deux points. 


Le diagramme représentant un tel déplacement (voir ci- 
contre) est souvent appelé graphique position-temps. Dans 
l'intervalle de temps Ar =1,— ft; le déplacement de la parti- 
cule est Ax = x,— x; Par définition, le déplacement est la 
variation de position de la particule. ! f 


Définition 3.3 Soit x, la position d’une particule à l’instant f. 


Le taux de variation 
moyen de la position par 
rapport au temps corres- 

pond à la vitesse moyenne. 


La vitesse moyenne de cette particule sur un intervalle de temps [f, f,], notée 
Vins St définie de la façon suivante : 


X,: — 


X; . Ax 
= LT, c’est-à-dire w, , = 
{. 6, 


Graphiquement, la vitesse moyenne correspond à 
la pente de la sécante à la courbe de la fonction 
position passant par le point de départ P et le point 
d'arrivée Q sur le graphique position-temps. 


f 
D’après cette définition, nous constatons que la vitesse moyenne a la dimension d’une 
longueur divisée par un temps, c’est-à-dire A et qu’elle peut être exprimée, par exemple, 
en m/s lorsque x est exprimée en mètres et f, en secondes. 


X(?) 


La vitesse moyenne est indépendante de la façon 
dont la particule se déplace entre les points P et Q  #|777777 Trajectoire 2 
sur [f, t], puisqu'elle est proportionnelle au dépla- de 
cement Ax, dont la valeur dépend uniquement des 
coordonnées initiales et finales de la particule. 


Trajectoire 1 


Remarque Il ne faut pas confondre le déplacement de la particule avec la distance 
parcourue par celle-ci. 


Notons enfin que la vitesse moyenne d’une particule suivant un mouvement rectiligne 
peut être positive, négative ou nulle, sachant que l'intervalle de temps est toujours 
positif. 
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= 


Six, > X,, alors w, = —* Si x, = X3, alors w,,,1 = 


tt 


PæQ—xsS Su Une particule se déplace d’une x 
O0 5 10 15 x façon rectiligne en passant par (m) 
R +—S les points P, Q, S etR. Rte : 


Si la position x en fonction du 10f\---------- 
temps f est donnée par le gra- ee on 
phique ci-contre, 


calculons les vitesses moyennes sur les interval- 2 4 6 8 10 12 14 
les [4 s,8 s], [8s, 12s]et[4s, 12 s], en donnant (s) 
l'interprétation géométrique de chacune et calculons les vitesses scalaires moyen- 
nes sur les mêmes intervalles. 


_ X(8)—x(4) _10-5 _5 


ST i = 2) ; 
PPS bre a) 1) Vussgs ai A Aie 1,25 m/s 
Cette vitesse moyenne correspond à la pente de la sécante à la courbe de 
la fonction position passant par le point P(4, 5) et le point Q(8, 10). 
d ” _x(8)-x(4)| _10-5 5 
Va ©; D) tte od 8_4 rer: donc 1,25 m/s. 
b) 1) V&s men donc -1,25 m/s : 
L 12—8 4 4 


Cette vitesse moyenne correspond à la pente de la sécante à la courbe de 
la fonction position passant par le point Q(8, 10) et le point R(12, 5). 


|x(10)—x(8)/+|x(12)- x (10) | 
De 


MEL ESS donc 3,75 m/s. 


11) Véca8s, 129 — 


x(12)-x(4) _ 5-5 
DEAN 


Cette vitesse moyenne correspond à la pente de la sécante à la courbe de 
la fonction position passant par le point P(4, 5) et le point R(12, 5). 


À D Vus = = 0, donc 0 m/s. 
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(w 


Ï)  Vicaras. 128] 


_[x(0)-x(4)|+/x(12)-x(10)| 
8 
_|15-5/+/5-15] 10+10 20 


= = 2 = ——, donc 2,5 ms. 
8 8 8 


La position x, en fonction du temps #, d’un objet lancé verti- 
calement vers le haut, est donnée par x(f = -4,9# + 14,71 + 22, 
où r est en secondes et x, en mètres. Calculons les vitesses moyen- 
nes suivantes. 


a) Vios, 25] ou 5=ÿ 
b) v = 

[s,2s] 2-1 
1 2 3 Î = 
©) Vass,34 — 


x(0) = -4,9P + 14,71+22 (S) 3-15 


__x(2)— x(0) - Le 22 
__ x@2)= xl) : 31,8 — 31,8 


A0)=415) 222-3302 


5 = 4,9, donc 4,9 m/s. 


1 = 0, donc 0 m/s. 


15 = -7,35, donc -7,35 m/s. 


EXERCICES 3.1 


1. Soit y= f(x), une fonction définie sur IR. 
a) Déterminer l'expression donnant le taux de variation 
moyen de f sur [x, x + Al]. 


b) Compléter la phrase. Le taux de variation moyen de 
f sur [x, x + h] correspond à la pente de 


c) Représenter graphiquement les éléments dont il est 
question dans la phrase précédente. 


2. Calculer Ay sur l'intervalle donné, si: 
a) f (x) = 4x —2 sur [-1, 5]; 
b) f(x)=V5-x,six=-2 et Ax=5; 
c) fx) =7 sur [2, 5]; 
d) f@) = x? — 3x sur [-1, -1 + A]; 
e) f (x) = - sur [x, x + A]. 
3. Calculer le taux de variation moyen de la fonction sur 
l'intervalle donné. 
a) f = -x? + 8x + 2 sur [-5, -3] 
b) A(x)= x° — 3x? — x —4 sur [-I, 1] 
c) g(x) = 5 sur [x, x + Ax] 
d) x(t) = 


sur [f, t + Ai] 
At-1 


e) f(x)=V5x-3 sur [x, x + Al] 
f) = sur [x, x + Ax] 
x 


4. Pour chaque fonction, calculer: 


Ay . 2 
a) —— si f(x) = 2x" — 7x +4; 
ne) 


Ax t 
D re 
De are 


5. Calculer les taux de variation moyens suivants et utili- 

ser le résultat obtenu en i) pour répondre à ii). 
a) fO=x—1 

D) TVMpon 
b) x()=v3-1 

D) TVMian 
c) fG = 3x - x? 

1) TVMhisa 


ii) La pente de la sécante à la courbe de f passant 
par les points P(1, f (1)) et QG, f (3)). 


ü) TVM; 


ü) TVM 2 


6. Soit f(x) =x° — 3x — 4. 
a) Calculer TVM, ,,;r 
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour évaluer : 
1) TVM,, 24; ü) TVM; n; 
ii) TVM 7; iv) FE 2] 
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7. 


9. 


c) Utiliser le résultat approprié obtenu en b) pour déter- 
miner la pente de la sécante à la courbe de f passant 
par les points : 


i)  P(2,f (2) et Q(, f ()); 
ü) RG,f (6) et S(7,f(7)). 


li) Représenter graphiquement f et les sécantes 
précédentes. 


Soit un cube dont la longueur de 
l’arête est x, où x est en mètres. 
Calculer le taux de variation moyen 


a) du volume lorsque la longueur 
de larête passe de 
1) Imà2m; ii) 1imà3m; 

ii) 2mà3m; iv) a m à b m. 

b) de l’aire totale des faces du cube lorsque la longueur 
de l’arête passe de 
1) amàbm; ü) 1Imà2m; 

ii) Imà3m; iv) 2 m à 3 m. 

Soit un cylindre circulaire droit dont le volume V en 

fonction de son rayon r et de sa hauteur h est donné par 

V{r, h) = nr°h, où r et h sont en centimètres. 


a) Calculer, pour h = 12 cm, le taux de variation moyen 
du volume lorsque r passe de 5 cm à 6 cm. 


b) Calculer, pour r = 12 cm, le taux de variation moyen 
du volume lorsque À passe de 5 cm à 6 cm. 


Les représentations suivantes donnent la valeur du 


S&P/TSX pour différents intervalles de temps. 


Représentation © 
S&P/TSX (1 jour) 
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Représentation © 
S&P/TSX (1 semaine) 


12 100 
12 000 
11 900 
11 800 
11 700 
11 600 


Lun. Mar. Mer. Jeu. Ven. 


Représentation ®@ 

S&P/TSX (1 an) 

13 500 
13 000 
12 500 
12 000 
11 500 
11 000 
10 500 


Octobre 
Janvier 


Avril 


Janvier Juillet 


Déterminer approximativement, à partir de la repré- 
sentation appropriée, la variation et le taux de varia- 
tion moyen de l’indice boursier sur la période: 

a) entre 10het12h; 

b) entre l’ouverture et 13 h; 

c) de la journée complète ; 

d) entre mardi et jeudi; 

e) entre juillet et octobre. 


f) Déterminer approximativement, à l’aide de la repré- 
sentation ©, le taux de variation moyen le plus petit. 


g) Déterminer approximativement, à l’aide de la repré- 
sentation ©, le taux de variation moyen le plus élevé. 


10. Soit la représentation suivante. 


25 
« 20 90 000 2 
8 a 
Ë 15 80 000 Ê 
= 70 000 = 
210 8 
5 60 000 É 
5 8 
50 000 
Q 5 © LE © à © — 
SL QSLSSSe—— 
D © S00 0 © © © 
A A A A A À À À A 
mm ventes 
mm exportations 
— emplois 


Déterminer approximativement le taux de variation 
moyen : 

a) des ventes entre 2005 et 2010; 

b) des exportations entre 2009 et 2011 ; 

c) des emplois entre 2003 et 2011. 


11. Le graphique ci-dessous donne l'altitude d’un avion en 
Le fonction du temps. 


Alt. (f) 
(km) 


Calculer, pour chaque année : 


8t----- a) Vinoy b) Vscal moyenne 


13. Un mobile se déplace de façon rectiligne. Sa position x 
Lo en fonction du temps est donnée par 
Lu x(9 = -4,9P + 19,61 + 24,5, 
où ft est en secondes et x(f), en mètres. Calculer les 
vitesses moyennes suivantes et représenter graphique- 


ment la courbe de x et les sécantes correspondantes. 
a) Vios,2s] b) Vios,4s] c) Vhs,4s] 


séssslsss ss ess 


10 20 30 40 50 60 t 


(min) 


Pour les cinq segments de droite qui y figurent: . F . . 
14. Un mobile se déplace de façon rectiligne. Sa position x 


a) calculer la pente, notée pente, ;,: © © fonction du temps f est donnée par 
: : 4 
b) calculer la vitesse moyenne d’ascension 


. re x(f) = — +5, où f est en secondes et x(f), en mètres. 
(descente = ascension négative) ; 81 


Pour chacune des valeurs de At données, détermi- 
ner la vitesse moyenne du mobile sur [3 s, (3 + A s]. 
Représenter graphiquement la courbe sur [2,3 s; 6,3 5] 
et les sécantes correspondantes. 


c) comparer dans chaque cas les réponses obtenues en 
a) et en b). 


12. Aux Jeux olympiques, l’une des compétitions consiste 
à faire un aller-retour d’une piscine de 50 mètres en a) A=3$ b) A=25 
nage papillon. Lors des Jeux olympiques de 2004 ©) At=1s d) A=03s 
(Athènes) et 2008 (Pékin), Michael Phelps a parcouru 
cette distance en respectivement 51,25 s et 50,585. 


3.2 Dérivée d'une fonction en un point 


et taux de variation instantané 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée d’une 


fonction en un point. Tangente à la courbe 


de f au point P(2, f(2)) 
dont la pente 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : P(2, f(2)) 


+ de donner la définition de la dérivée d’une fonction en un point;  |------, est donnée par f"(2) 


+ _de calculer la dérivée d’une fonction en un point; y=f(x) 


° de relier graphiquement la dérivée d’une fonction en un point à la 
pente de la tangente à la courbe à ce point; 


* de relier le taux de variation instantané à la dérivée d’une fonction; 
* de relier la notion de vitesse instantanée à la notion de pente de tangente ; 
+ de relier la notion de vitesse instantanée à la notion de dérivée ; 

+ de démontrer un théorème relatif à la continuité d’une fonction dérivable. 
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Tangente à une courbe 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


Au xvur' siècle, la tangente à une courbe s’appelle une «touchante ». Aucune méthode géné- 
rale n’existe alors pour tracer une tangente à une courbe. Pour chaque type de courbe, il faut 
donc développer une méthode qui lui est propre. La perspective historique de la page 120 
décrit l’une de ces méthodes, élaborée par Gilles Personne de Roberval. 


Dans cette section, nous calculerons la pente de la tangente à la courbe d’une fonction 
en un point, à l’aide du calcul différentiel. 


Définition 3.4 La tangente à la courbe C en un point P de la courbe est l’unique droite dont la 


position est la position limite des sécantes 


* passant par P et Q. lorsque Q, s’approche de P par la gauche et 
° passant par P et R; lorsque R; s’approche de P par la droite. 


Donnons quelques exemples graphiques illustrant le comportement des sécantes 
lorsque celles-ci tendent vers la droite T par la gauche et par la droite. 


a) Par la gauche, 
les sécantes 


Par la droite, 
les sécantes 


OPOPO-P RP RPIRP 
he RE 
tendent vers tendent vers 
la droite T. la droite T. 


La droite T est tangente à la courbe C au point P. 
b) :) 


Par la gauche 


y 


Par la droite 


La droite T est tangente à la courbe C au point P. 
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Dans le cas où la courbe C est une droite, la 
tangente T en tous points P de C est confon- 
due avec la droite. 


Lorsque la position limite par la gauche et par la droite des sécantes passant par P 
ne donne pas la même droite, nous disons que la courbe n’admet pas de tangente au 
point P. 


Exemple 2| Puisque la position limite des 


sécantes 


* donne D, lorsque Q,. s’approche de P par la 
gauche et 

° donne D, lorsque R; s’approche de P par la 
droite, 
la courbe € n’admet pas de tangente au point P. 


Pente de la tangente à la courbe d'une fonction 
en un point 


Nous pouvons déterminer la pente de la tangente à la courbe d’une fonction f en un 
point P(a, f (a)), en calculant successivement la pente de droites sécantes à 


*_ la courbe passant par P et Q, lorsque Q, tend vers P par la gauche et 
*_ la courbe passant par P et R; lorsque R; tend vers P par la droite. 


Cas où R;(a + h;, f (a + h;)) tend vers P(a, f (a)) par la droite. 


Ÿ 


_sec (P, R;) 


_J@+h)- f(a) 


Mec P.R;) … k FA PRDUF ER ER EREES SES SERRSES | y. 
| & "1..sec (P, R:) 
Fe | SA rs 
_ f(a+h,)-— f(a) de PE do 
Msee PR hp fan) f----- sie, ‘ 
2 
f@ FE 


_ _JQ@+h;)— f(a) a @a+h;)a+h,)a+h;,) x 
sec (P,R;) - 2 
» 83 h, < h > 
1 


Nous constatons graphiquement que lorsque h, — 0”, les sécantes PR; se rapprochent 
de la droite T. 


Nous procédons de façon analogue lorsque Q, tend vers P par la gauche. Si les sécantes 
correspondantes se rapprochent de la même droite T, alors cette droite T est tangente à 
la courbe de f au point P(a, f (a)). 
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Définition 3.5 La pente de la tangente à la courbe d’une fonction f au point P(a, f (a)), notée 


Man (a ju» SSt donnée par 


= in LE += F0) 


, lorsque la limite existe. 
h—0 


Man (a,f(a)) 


Par exemple, pour les valeurs de a suivantes, nous avons 


sia=-4, i sia=9, 
fC4+h)- f(4)  : f@+h)- 70) 
h 


Définition 3.5 Mhan(-4, F4) = lim h Man. FO) = lim 


lorsque la limite existe. : lorsque la limite existe. 


HOUUERE Soit f @ =-x + 4x+ 1. Calculons, à m,, 5 
GREC) 
h 


Mae lin (définition 3.5, où a = 3) 


h=0 


: . [-G+h)ÿ +4G+h)+1]-(9+12+D 0 
f(x)=-x" +4x+1 FD em oo (ind. ] 


Tangente à la courbe 


Lun C=6h=HHI2+4h+D4 ? 


lim ï:  , de fau point P(3, 3)) 
… -h" 2h …  — 
= lim ——— (ensimplifiant) f)=-x2+4x+ 1 
h=0 h ‘ 
.… h(-h-2 
= lim AGE) (en factorisant) 
h=0 h 
= lim (-h—2) (en simplifiant, car h Z 0) 
h — 0 
= -2 (enévaluant la limite) 
d’où m 2 


tan (3,8) — 


, où f est continue en x = a, 


Remarque Lors de l'évaluation de im FELNTE 


—0 


ne us 0 : 
nous avons toujours une indétermination de la forme que nous devons lever à 


laide des méthodes utilisées au chapitre 2. 


2 . < 
D OUUEBA Soit f(x) = f He : une fonction continue en P(2, f(2)). 


SL SI x 


fC+h)- fQ) 
h 


Vérifions si la courbe de f, admet une tangente au point P(2, f(2)) en évaluant lim 


© 
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(wi 


Casoùh<O (puisque (2+h) <2, f(N =x°) Casoùdh>0 (puisque (2+h) > 2, f(x) = 8 — x?) 
lim f2+h) JQ) _ Fe (2+h) —4 1. f2+h) FO) _ ÉS 8—-(2+h) —-4 
h=07 h h=07 h h=0* h h=0* h 
. 4+4h+h-4 . 8-4-4h-h?-4 
= [in —— Û = lim 
h=07 h : h=0* h 
Li 4h+h°? Re ba -4h — h° 
= lim = 
ue (en SRpbbeant ne h 
. h(d+h : . h(4-h 
= lim re) (en factorisant) = lim Le) 
h=07 h h=0* h 
= lim(4+h) (en simplifiant, car h £ 0) = lim (-4—h) 
h=07 : h=0 
= 4 (en évaluant la limite) = -4 


Puisque la limite à gauche n’est pas égale à la limite à droite, lim n'existe pas. 
— 


fC+h)- fC2) 
h 


pente de D, =4 


D'où la courbe de f n’admet pas de tangente au point P(2, f (2)), ne D 2 


comme nous pouvons le constater sur le graphique ci-contre. 


Dérivée et taux de variation instantané 


Pour faire l’étude de certains phénomènes définis à l’aide d’une fonction, par exemple 
la vitesse v, le coût marginal C,, etc., il peut être nécessaire de connaître la dérivée de 
cette fonction en un point. 


Définition 3.6 La dérivée d’une fonction f au point P(a, f (a)), notée f(a), peut être définie 
de la façon suivante: 
; . a+h)— f(a 
f'(a)= im EL IO, lorsque la limite existe. 
= 


Si dans la définition 3.6, on remplace h par Ax, nous obtenons 


f'(a)= lim Ce AC lorsque la limite existe. 
Ax 0 Ax 


a &ath ; (a+) Si dans la définition 3.6, on pose a + h = x, nous avons À = x — a. 
Ga) | Puisque À — 0, nous avons (x — a) — 0, donc, x — a et nous obtenons 
| 
a x 0 X) — J{a ne : 

f’(a) = lim ONG) lorsque la limite existe. 
LU 1%: _— a 
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fQ)=Vx+3 


Conjugué 


m 


tan (a, f(a)) =} (a) 
D, de pente a, 
D, de pente a, 


Si D, L D, alors 
a (a,) =-1 


Des définitions 3.5 et 3.6 nous avons y nait = 
tan (a,f(a)) È 


f@) 


f'@)=mx (a, f{a)) 


Remarque Lorsque f (a) existe, nous disons 
que f est une fonction dérivable en x=a,et JfG@)f----------.-.- 77 tan (a, f(a)) 
f'@a) est égale à la pente de la tangente à la 
courbe de f au point P(a, f (a)). 


De façon générale, f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I lorsque f est 
dérivable Va el. 


Soit f(x) = Vx+3. 


a) Calculons f”(2). 
A CPR ie) 


joe M no (définition 3.6, où a = 2) 
e VC+h)+3-4V2+3 (mat) 
h=0 h 0 
= Jim +4 VS 
D 20 h 
re CEE V5+h + V5 
h—0 h V5 + h +5 
_. (5+h)-5 
= Jim Ha (en effectuant) 
h no 
= lim FOIE INE) (en simplifiant) 
=} im ——— (en simplifiant, car h Æ 0) 
= __—. (en évaluant la limite) 
el 
245 
d’où f’(2) = L 


DE 


b) Calculons m,, 6 jo: 


1 
mi —f2)=— 0,223. 
tan (2, f(2) F 2 V5 
c) Déterminons l'équation de la tangente à la courbe de f au point 
P(2, f(2) et l'équation de la droite normale à la courbe de f au point 
P(2, f (2)), sachant que cette droite est perpendiculaire à la tangente à la courbe 
de fau même point. 


(wi 
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(wi 


Méthode 1 Méthode 2 
Soit y = ax + b, l'équation de la tangente. Soit Jr a, ainsi 
Ainsi RD 
1 A 
= ——x+b 2  ——=fC) &=27 = fO)eta=fC) 
HE £ Li - 26) +: Æ 
En remplaçant x par 2 et y par f (2), nous obtenons ES n 25 (s (2)= V5 et f'Q)= ) 
1 $ 1 
S——(2)#b ENS : — V5 = ——(x-2 
a (F@ = 5) nr ) 
1 1 
= — x — —= + V5 
% "re 
d'où y = __. d’où Fais 
HE de Ra: 
Méthode 1 Méthode 2 
Soit y = ax + b, l'équation de la droite normale. Soit 771 a, ainsi 
ne HS 
Ainsi 
ah FC) 1 | # | 
= -2V/5x+b = -2 : = — 29 — jeta — 
Vs £ 5 en 2 “2 1 
En remplaçant x par 2 et y par f (2), nous obtenons  : mine f@)= V5 et f2)= 5 
V5=-5@+b  (fa=15) nn, 
b=5Y5 y=-2V5x+445 +45 


YA Droite normale 
à la courbe de f 
au point P(2, f(2)) 


Tangente à la 
courbe de f 


e) Représentons graphiquement la courbe au point P(2, /(2)) 
de f, la tangente à cette courbe au point 
PC, f ()) et la droite normale à cette : si 
courbe en ce point. PO,70) JPENES 


[Exemple 2 ESSOR 


a) Évaluons f (-2) à l’aide de l'expression f (a) = lim @ZÂ@) 
x—a 


PS 
fOp=im er  (U=2 


(w) 
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1-5) 
_E Lun À 2 0 
fQ)= = = lim UE ind. o) 


(même dénominateur) 


= lim — (en simplifiant, car x # -2) 


(en évaluant la limite) 


-] 
4 
_ 


d'où f/(-2)=7 


b) Déterminons l'équation de la tangente à la courbe de f au point P(-2, f (-2)). 


Méthode 1 Méthode 2 
pepe honerennique Soit y = ax + b, ainsi Soit mire a, ainsi 
= el 20 
0 (are r2= 1) y 1) _ p(2) 
(-2) 
En remplaçant x par -2 et y par f (-2), : | 
nous obtenons y— () 
DR 2 
x+2 4 


P(-2, (-2)) 2 


= mil -1 
= (C2) th car e2) = ) 
RL : y+5 = (x+2) 


| 
d'où y=lx-1 ns 
Lo ni 
Définition 3.7 Le taux de variation instantané, ou taux de variation, d’une fonction f en un 


point P(a, f (a)), noté TVL, say St défini par 


1im EG + = SG) 


h=0 h 


TVI , lorsque la limite existe. 


@,f(@) — 


Des définitions 3.5, 3.6 et 3.7, nous avons 
LV f@) — Man (a, f(a)) =f"a) 


Ainsi, lorsque nous calculons le taux de variation instantané d’une fonction f en 
un point P(a, f (a)), nous déterminons la pente de la tangente à la courbe de f au point 
P(a, f (a)), c’est-à-dire la dérivée de la fonction f en x = a. 
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Exemple 3 | Soit un carré dont la mesure du côté est de x cm 
et dont l’aire À est donnée par A(x = x’. 


a) Calculons les taux de variation moyens de l’aire À sur les 
intervalles [5 cm, (5 + A) cm] pour les valeurs de h suivantes. 


A(5, D — A) 


Sih=0,1 cm, TVMn: sim = te ie 10,1cm”/cm 
Si h = 0,001 cm, TVMisen sopient = = 10,001 cm°/cm 


b) Calculons TVI, ,,, à partir de la définition du taux de variation instantané. 


IVIS 45) = 46) 
. A(5+h)- A6) 
= in ——— 


(définition 3.7, où a = 5) 


h—0 h 
.…. (5+h) —-25 
AG =X = lim _ ind. ù 
- 
.. 25+10h+h?-—725 
= lim 
h=0 h 
2 
= lim IDR (en simplifiant) 
h=0 h 
= lim AR) (en factorisant) 
h=0 h 
= lim (10 + h) (en simplifiant, car h # 0) 
h=0 
= 10 (en évaluant la limite) 
d'oùT VI, 45, = 10 cm’/cm. 


Dérivée et continuité en un point 


Théorème 3.1 S1 f est une fonction dérivable en x = a, alors f est continue en x = a. 


Preuve 


Pour démontrer qu’une fonction est continue en x = a, il suffit de démontrer que 


lim f(x) = f(a), ce qui équivaut à démontrer que lim [ f(x) f(a)]= 0. 


lim [f(x fa) = lim Le ser. 
x— a x a (x—a) 


= [im O0) 


a: (1 X—a 


Xx—a 
| = 1, car x # 4) 
x—a 


| ( lim (x— a) (théorème 2.2 d)) 


(w) 
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Corollaire 


(théorème 3.1) 


= (f(a))0) (eur Fee) 


xd X—a 


=) a) 
=0 

Donc, lim [f(x)— f(@)] = 0. Ainsi, lim f(x) = /(a) 

D'où f est continue en x = a. 


Nous acceptons, sans démonstration, le corollaire suivant qui est la contraposée du 
théorème 3.1 précédent. 


Si une fonction f n’est pas continue en x = a, alors f n’est pas dérivable en x = a. 


SOUAEME Soit f, définie par le 


graphique ci-contre. 


Puisque f n’est pas continue en x = 3, x = 6, 
x=8etx= 10, f n’est pas dérivable en x = 3, 
r=br=ntir=i} 


Par conséquent, f (3), f (6), f (8) et f'(10) ne 
sont pas définies. 


Par contre, si une fonction f est continue en x = a, cela n’implique pas qu’elle est déri- 
vable en x = a. 


Par exemple, les fonctions suivantes sont continues en x = a, mais non dérivables en 


PGO Fe) 
h 


X= a, car lim n'existe pas. 
h—=0 


lim 
h=0 


h=0* 


fa+h)= f(a) | 
h 


lim JG@+h)— f(a) _ ne 


h 


de! im CD SO. À jm CD S@ 
die : Li . où u, £a 
im SGH) F(@) Dm 
FT h h—0*t h É 
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Une fonction f continue sur [a, b] n’est pas dérivable aux extrémités de l’intervalle. 
En effet, 


lim GT (a) 


h— 07 h 


fO+Rh)- f(b) 
h 


n'existe pas, donc f (a) n’est pas définie et 


lim n'existe pas, donc f ‘(b) n’est pas définie. 


h=0* 


ET soit/ = |x| c'està-dire Go = *  X*<0 
RSC (D 


Cette fonction est continue en x = 0, car lim f(x) = f(0). 
x—0 


Vérifions si cette fonction est dérivable en x = 0, en évaluant 


lim DRE AO) as fo), c’est-à-dire lim HO) = Ho 
h—0 h h—0 h 
Cas où hA<0 (puisque h<0, f(h)=-h) Casoùh>0 (puisque h<O,f(h)=h) 
(ina. e) lim JC) f(0) = Jim ei, lim JC)— f(0) = Jim h=0 
0 h= 07 n0 h h=0* h not h 
= lim — = lim — 
h=0 À s n=0* h 
= Jim (-1) (en simplifiant, car h z 0) = lim 1 
h=07 ë h=0* 
=-] =] 


Puisque la limite à gauche n'est pas égale à la 


Jen) 
h 


limite de droite, lim n'existe pas. 
ni F@ = 


D'où f est non dérivable en x = 0. 


EE soi C0 = x 1. 


Cette fonction est continue en x = 1, car lim f(x) = f(1). 
x 1 


Vérifions si cette fonction est dérivable en x = 1, en évaluant lim h 
h—0 


lim RUE) = lim SE ina?) 


f@)=ŸVx-1 h 0 h h=0 h 
_ _Vh 
= lim — 
h=0 }h 
RE | nl 
: = PE = lim PRE (en simplifiant, car h 0) 


= +co ième à 
où 


Puisque nous obtenons +c, cette limite n’est pas définie dans IR. 


(w 
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Cette fonction n’est pas dérivable en x = 1. 


En effet, au point P(1, f (1)) la tangente à la courbe 
de fest verticale, d’où sa pente n’est pas définie. 


Vitesse instantanée et pente de tangente 


La vitesse d’un mobile à un instant quelconque, ou en un certain point d’un diagramme 
espace-temps, est sa vitesse instantanée. Cette notion est particulièrement importante 
quand la vitesse moyenne sur divers intervalles de temps n’est pas constante. 


Considérons le mouvement rectiligne d’une particule entre les deux points P et R; du 
diagramme espace-temps de la figure suivante. 


À mesure que les point R, (R;, R;, R;, ….) se rapprochent du point P, les intervalles de 
temps Ar. (Af,, Ar,, Af,, ….) deviennent de plus en plus petits. 

Lorsque KR, est aussi près que nous le x 
voulons de P, l'intervalle de temps Af, 
tend vers zéro, de sorte que la pente de 
la sécante passant par R; et P se rap- 
proche de la pente de la tangente à la 
courbe au point P, si cette tangente 
existe. 


Cas où A >0 


La pente de la tangente à la courbe au 
point P représente la vitesse instanta- 
née de la particule à l'instant f = a. 


Définition 3.8 Soit x, la position d’une particule à l’instant . La vitesse instantanée 


La dérivée de la fonction 
position par rapport au 
temps correspond à la 
vitesse instantanée. 


de cette particule au temps {= a, notée v,_,, est donnée par 


t=a? 


Vu = DD A? lorsque la limite existe, où Ax = x(a + Af) — x(a). 


Puisque Ax = x(a + Ai) — x(a) 

+ Ar) — 
m HO A) c’est-à-dire 
At=0 At 


Ainsi, la vitesse instantanée au temps f = a est égale à la dérivée de la fonction position 
au point (a, x(a)). 
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La vitesse instantanée peut être positive, négative 
ou nulle. 


Lorsque la pente de la tangente à la courbe espace- 
temps est positive, comme au point P de la figure, 
la vitesse instantanée est positive. 


Au point R, la vitesse instantanée est négative. 


Enfin, la vitesse instantanée est nulle au point Q, 
car la pente de la tangente à la courbe est nulle. 


Exemple 1 La position x d’un mobile en fonction du temps r est donnée par 
x = F, où test en secondes et x(), en mètres. 


a) Calculons la vitesse moyenne du mobile sur les intervalles [1 s, (1 + Af) s] pour 
les valeurs de Af suivantes. 
ee 1331m-— 
x(1,1) — x(1) r ,331m—-1m . 
DES) 1,1s—1s 0,15 
x(1,01) — x(1) _ 1,030301m — 1m 
1,01s—1s 0,015 
b) Calculons la vitesse instantanée du mobile lorsque f = 1 s, c’est-à-dire v 
à partir de la définition 3.8. 


SiAf=0,1s,v 


Si Ar = O,01 8, Miro = = 3,030 1m/s. 


t=15s? 


V,_1, = lim — (définition 3.8) 
A0 Af 
.…. X(+Af)-x(1) 
= in —_—_—— 
A0 At 
1+Ar) 1 
xD=r = lim FR [ina.?) 
A1 0 At 0 
2 3 
. 1+3Ar+3(Ar) + (Ar) —1 
A0 PAY: 
.… 3At+3(Ar) + (Ar) 
= lim 
A0 At 
At(3+3A1+ (Ar) 
= lim SOUS (en factorisant) 
A0 At 
= lim (3+3Ar+ (AtŸ ) (en simplifiant, car Ar # 0) 
=) (en évaluant la limite) 


D'où la vitesse instantanée du mobile lorsque { = 1 est de 3 m/s. 
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EXERCICES 3.2 


1. Parmi les droites suivantes, déterminer celles qui sont 
tangentes à la courbe en un point. 


y 


me 2. Soit f()=x" 4 et g() =4— 2x. 


+h)— 
à Enntisant co in en JO), 
h=0 h 
i) calculer f”(0) et interpréter graphiquement votre 


résultat ; 


ü) calculer TVI, 3 
votre résultat ; 


, et interpréter graphiquement 


iii) représenter graphiquement la courbe de f et les 
tangentes à la courbe aux points A(0, f(0)) et 
BG, f G). 

+ — 
D Entente = neo 0) 
Ax = 0 Ax 
i) calculer TVI.,,,2); ii) calculer g3); 
iii) représenter graphiquement la courbe de g et les 
tangentes à la courbe aux points A(-2, g(-2)) et 
BG, gG3)). 
. Soit f(x =x + 1, g(x) = 5 et k(x) = -2. 

Calculer les dérivées demandées et représenter graphi- 

quement chaque courbe et la tangente correspondante. 

a) à) fCD ii) f' (0) 

b) g"3) 

c) k(-4) 


. Déterminer l'équation de la tangente illustrée et de la 
droite normale à chacune des courbes aux points indi- 
qués dans les figures suivantes. 


a) } 


b) ? 


P(-2, f (-2))2 
QC, g(2)) 


x 
gx) = x — 6x + 13 
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5. En utilisant la forme f’(a)= lim 


4. x—a 
a) calculer h’(5), si A(x)=4+Vx: 
b) calculer k’(-L), si k(x) = x“; 
c) calculer TVI,, so» si f(x) = 


2x+1 


A4x-4 si x>2° 


une fonction continue en x = 2. 


. à) sui = FE Lee 


i) Calculer, si c’est possible, f (2) et interpréter le 
résultat. 


11) Représenter graphiquement la courbe de f. 


b 


TZ 


d i x<l 
SAC 

2—x" si x>l 

une fonction continue en x = 1. 


i) Calculer, si c’est possible, (1) et interpréter le 
résultat. 


ii) Représenter graphiquement la courbe de h. 


Donner un exemple graphique d’une fonction f, conti- 
nue sur IR, 


a) qui n’admet pas de tangente au point P(-2, f (-2)) et 
dont la tangente est verticale au point Q(3, f (3)); 

b) dont la pente de la tangente, aux points P(-2, f (-2)) et 
Q(3, f (3)), est égale à zéro, où f (-2) > 0 et f (3) < 0; 

c) telle que 0 <f(-2) < f (3), f(-2) < 0 et f (3) < 0; 


d) telle que f’(-2) et f (3) n'existe pas et f(x) > 0, 
VxelIR\{-2, 3}. 


. Soit la fonction freprésentée par le graphique ci-dessous. 


y 


Compléter les expressions suivantes par < 0, par > O, 
par = 0 ou par n'existe pas. 


a) FCI) b) FD 
c) F(O) d) f(0) 


e) f() f) f'O) 10. Voici un graphique illustrant la position x d’un mobile 
, suivant une trajectoire rectiligne en fonction du temps 

DO ——— n) fQ) 1, où 1 € [0 h, 12 h]. 
DA DE =—__— 0 
(km) 


9 Soit une particule suivant une trajectoire rectiligne 
dont la position x en fonction du temps f est donnée par 
x = -4,98 + 30r + 20, où x(9 est en mètres et f, en 
secondes. 


a) Estimer la vitesse de la particule au temps f=2s,en 


_. 2 4 6 8 10 12 # 
calculant v,, , 4 an 4 POUr différentes valeurs appro- (h) 
priées de Ar. 
b) À partir de la définition de la dérivée, calculer: a) Compléter les expressions suivantes par < 0, par =0 
2 ii) v,., ou par > 0 en expliquant votre réponse. 3 
1=28 1=4S5 n . .… 
: 1) v,_ Hi) v,_ iii) v,_ 
c) Représenter la courbe de x et les tangentes en 1=2s ) Via | ) Vic | ) fee 
etr=4<: b) Donner une esquisse possible du graphique de la 


fonction vitesse v(f, où r e [0 h, 12 h]. 


3.3 Fonction dérivée 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra déterminer la fonction dérivée d’une fonction donnée. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


in LE + A) F9) 
0 h 


+ de donner la définition de la fonction dérivée ; TVI= f'(x) = lin 
° de calculer la fonction dérivée à partir de la définition ; 

° de donner la définition du taux de variation instantané d’une fonction ; 

° de déterminer la fonction donnant le taux de variation instantané d’une fonction ; 

* de calculer la dérivée d’une fonction en un point en utilisant la fonction dérivée. 


Définition de la fonction dérivée 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


La recherche de notations efficaces pour représenter la dérivée s’étale de la création du 
calcul différentiel et intégral à la fin du xvir° siècle jusqu’au milieu du xx° siècle. Leibniz, 
l’un des fondateurs du calcul différentiel, en a créé des dizaines dans l’espoir d’en trouver 
une qui faciliterait les manipulations symboliques lors des calculs. 


Nous lui devons la notation &. La notation f (x) a, pour sa part, été popularisée par un traité 
dy 


xX=a 


de Lagrange (1736-1813) publié en 1797. L'utilisation d’une barre verticale, , pour 


spécifier à quelle valeur on évalue la dérivée, date du milieu du xx° siècle. 


Leibniz (1646-1716) 


Afin d'éviter les calculs répétitifs de la dérivée d’une fonction en divers points, nous 
allons définir la fonction dérivée d’une fonction. 


Si dans la définition 3.6 de (a), c'est-à-dire f/(a) = lim Pine 


nous remplaçons a par x, nous obtenons la fonction dérivée f(x) définie comme suit. 
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Définition 3.9 D'une façon générale, la fonction dérivée f’ d’une fonction f peut être définie de 


la façon suivante : 


f'x)= Jim © lorsque la limite existe. 


Si dans la définition 3.9, on remplace h par Ax, nous obtenons 


f(x +Ax)- f(x) 


OE Jim * lorsque la limite existe. 


Ax 
C'est-à-dire 
0 i Ay 
fGx + Ax) — f(x) = Ay fG)= lim — 
Ax 0 Ax 
a 4h) Si dans la définition 3.9, on pose x + h = f, nous avons h = 1— x. 
i h : 
Ode. Puisque h — 0, nous avons (f — x) — 0, donc f — x et nous obtenons 
———— 
j ; CE im JO FQ) lorsque la limite existe. 
mr T— x 
La fonction f’(x) permet d'évaluer la pente de la tangente en tous points de f où la dérivée 
existe. 
De façon générale, pour obtenir la y 


dérivée d’une fonction f en un point 
donné P(a, f (a)), il suffit de: Tangente à la courbe 
de f au point P(a, f (a)) 


1) calculer f/(x); DONS dont la pente 


2) remplacer x par a dans f (x) fG) est donnée par f{(a). 


pour obtenir f’(a), lorsque 
f'(a) est définie. 


Les notations suivantes peuvent être utilisées pour désigner la fonction dérivée d’une 
fonction y = f (x): 
dy 


EE D AE 
PO ir OÙ D 


(F@) où D, f 


Les notations suivantes peuvent être utilisées pour désigner la dérivée d’une fonction 
y =f @ au point P(a, f (a): 


dy 


cl 


dx 


df 


, 


2 0x 


, 


Es 
x=a dx 


ne: GO) ue. 
dx 


X=4a x=4a X=4a 


MOUNERE Soit f(x) = -x +4x+ 1. 


a) Calculons f(x). 
f'@) = lim J@+h)— fQ) 


h—0 h 


(définition 3.9) 


© 
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2 À 
f@)=-2+4x+1 =, LE on nb) ina. °) 


h=0 h 
… x" -2xh-h"+4x+4h+1+x-4x-1 ; 

= lim (en développant) 

h=0 h 

2 

= lim lee (en simplifiant) 

h=0 h 

h(-2x-h+4 

= lim RER) (en factorisant) 

h=—0 h 
=. A(-2x-h+4) 

h—0 h 3 
= lim (-2x—h+4) (en simplifiant, car h Z 0) Er 
=-2x+4 (en évaluant la limite) 


d’où f'(x)=-2x+4 


b) Utilisons le résultat pour évaluer f’(3) et f (0) et interprétons les résultats. 
En remplaçant successivement x par 3 et 0 dans f(x) = -2x + 4, nous obtenons 
f"G)=-20)+4=-2; 
ainsi -2 est la pente de la tangente à la courbe de f au point A(3, f(3)). 

f’(0) = -2(0) + 4 = 4; ainsi 4=m., AO) 


c) Déterminons le point C de la courbe de f, où la pente de la tangente est nulle. 


YA f@=-x2+4x+1 


Man (x, F0) — 0 
L 7X = 0 (car Man(x, FO) = f@) 
Pente de D, = 3 -2x+4=0  (carf (x =-2x+4) 
Pente de D, = 0 =? 


d’où C(2, f()), c'est-à-dire C(2, 5) est le point cherché. 


a) Déterminons a 
dx 
d_ 5, fG+An-fG) 
dx A0 Ax 
FO = Vx+5 = lim (x+Ax +5) (Vx+5) ina?) 
Ax= 0 Ax 0 
à nn. 
= [in —— (en simplifiant) 
Ax— 0 Ax 
a _. (EE Jet ve) 
Conjugué A D QE | EUR PE 
2 Ax Vx+ Ax + Vi 
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FO = 


= (fx) (É + x) 
fx =(P-2)(P+x) 
Pr =(t-x)(t+x) 


ee. x+Ax-— x 
460 Ax(Vx+ Ax + Vx) 
: Ax 

= lim 
js Ax +Vx) 


= in 


pren HE 
1 


Vrai vx 
d’où YU 
dx 25.7 


b) Calculons la pente de la tangente à la courbe de f au point P(9, f (9)) en utili- 
sant le résultat précédent. 


al. Gr). 


Man, F0) — 7 


(en simplifiant) 
(en simplifiant, car Ax Z 0) 


(en évaluant la limite) 


1 


1 
20 6 


D'OUUERS Soit f (x) = x°. Déterminons l'équation de la tangente D, ainsi que 
l'équation de la droite normale D, à la courbe de fau point P(-1, 1). 


Calculons d’abord CI en utilisant lim HONG) 
dx 1x  t—Xx 
d _ 5, Of) 
on: 
ÿ -_ Æ 
=. = ind 2 
1x f—X 0 
- à 2,44 4 
= Jim (nr nr ROSE (en factorisant) 


LE T—xX 


= lim LG + x) + x2)6* + x°)] 


— 1121 )0x) 
= 8x’ 
Ainsi, a = 8(-1)’ = -8 
À 1x2 
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(en simplifiant, cart Æ x) 


(en évaluant la limite) 


(wi 


Équation de la tangente Équation de la droite normale 
a Jr) 0: 
Soit y = ax + b, l'équation de D,.. : Soit = —, l'équation de D,. 
XX, 4 
Puisque a=Ÿ = -8 a CDeSREt Dell 
ie = oc dx: 
Ainsi, y=-8x+b dx\,- 
De plus, la droite passe par P(-1, 1). et = 1 (car Ÿ = 4) 
En remplaçant x par -1 et y par 1, ul F a 
nous obtenons y—1= = (x+1) 
nl 1 1 
1=-8(-1)+b st st 
Donc, b=-7 Le. il 5) 
doùD,:y=-8x-7 CON Sr 


Taux de variation instantané 


IL Y A ENVIRON 50 ANS... 


L'expression «taux de variation instantané» apparaît dans la seconde moitié du xx° siècle. Son 
utilisation découle probablement de considérations d’ordre plus pédagogique que mathéma- 
tique. Auparavant, on parlait simplement de dérivée, de vitesse instantanée, ou encore, comme 
Newton à la fin du XvIr siècle, de fluxion. Pourtant, les mots «taux», «variation» et «ins- 
tantané» existaient depuis fort longtemps. Ainsi, le mot «taux» vient du latin tax déformé 
au Moyen À ge, qui désigne alors une taxe, un impôt. Ce n’est qu’au x1x° siècle qu’il prend le 
sens de rapport, d’abord pour parler de taux de change ou de taux horaire, puis, avec le déve- 
loppement de la statistique, pour parler de taux de mortalité ou de taux de natalité. Le mot 
«instantané» est courant dès le xvrI' siècle, le siècle de Descartes. Quant au mot «variation», 
il date de la fin du xvur siècle ; il est utilisé dès le départ dans un contexte mathématique, avec 
un sens voisin de son sens actuel. 


Définition 3.10 La fonction donnant le taux de variation instantané ou taux de variation 
d’une fonction f, notée TVI,, ;,. est définie par 


lim LE += FC) 


h—0 h 


TVI , lorsque la limite existe. 


GC) — 


Des définitions 3.9 et 3.10 nous avons 


TV. = FC) 
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OUTRE à) Déterminons la fonction TVI, ,,,, donnant le taux de variation ins- 
tantané du volume V d’un cube par rapport à l’arête x et la fonction 
TVI donnant le taux de variation instantané de l’aire totale À des 


(x, AG) 
faces d’un cube par rapport à l’arête x, où x est exprimé en 
centimètres. 
TVI,, ay = V'G) IMPES = 162) 
MCE) (définition 3.10) 5 4, AO AE) 
h=0 h À h=0 h 
+h) —-x° | + h) —6x° 
Een ind. à = dame 
3 h 0 h nv h= 0 h 
. x? +3x"h+3xh" +h° - x Go le hou Cie 
= lim : = lim 
h=0 h : h=0 h 
het 7 … 12xh+6h° 
= lim (en simplifiant) = lim —— 
h= 0 : h=0 
… h(G3x°+3xh+h° 12x+6h 
= lim É # ) (en factorisant) = lim ant) 
h= 0 h : h=0 h 
= lim (3x° +3xh+h°) (en simplifiant, carhÆ0) = lim (12x + 6h) 
= 3x? (en évaluant la limite) = 2} 
D'oùT VI, y = 3x°, exprimé en cm/cm. D'oùT VI, 4 = 12X, exprimé en cm”/cm. 


b) Utilisons les résultats trouvés en a) pour déterminer les taux de variations instantanés 
TVL, ven Et TV. 40 POUr x = 1 cm, 2 cm et 3 cm. 


IV IVe 2x 
TV, vay = 3 cm°/cm (en nn par 1) DVI: aa» = 12 cm°/cm 
IVe =12cm/cm (en remplaçant x par 2) IV > —#4em em 
TV, ve, = 27 cm°/cm (en ou x par 3) TV, 48) = 36 cm°/cm 


Nous étudierons de façon plus détaillée les notions de taux de variation instantané et 
de vitesse instantanée au chapitre 5. 
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EXERCICES 3.3 


+) GE) 
0 h 


. . 1 
1. Enutilisant f/(x) = li évaluer, sic’est 5. Soit f(x) = — 


5 x 
i A 
POSAblS; a) Calculer lim — 
nn. do b) Détermi tion de la t te D àl b 
Ne dE) ) Déterminer l'équation de la tangente D, à la courbe 
; 1 1 
pour les fonctions suivantes. de fau point PL C)} 
a) f)=Xx b) fG) = x" + 2x -3 c) Déterminer l'équation de la droite normale D, à la 
NES courbe de f au point fl. rl) 
= d) Représenter graphiquement la courbe de f, D, et D.. 
2. En "nu = lim PORM)EIO) Le si c’est ® ds té. f D : 
x Aro Ax 2x2 
| dy dy | . 6. Soit f(x)=—-x—3. 
possible, — et — pour les fonctions suivantes. 3 
dx dx li = a) Trouver la dérivée de la fonction f. 
a) y=-2 b) y=3x-2 c) y=x'-2x b) Déterminer le point de la courbe de f où la tangente 
à la courbe de f 
a ; t)— : 
3. Enutilisant g’(x) = lim EP, évaluer, si c’est pos- i) est horizontale; 
1 x — X 
sible, gx), g(0) et g/(0) pour les fonctions suivantes. ii) est parallèle à la droite d’équation y = -5x +2; 
à) g(Qx)= 3 b) g(x) = Ÿx o g@=xt-1 ii) est perpendiculaire à la droite d’équation 
x y=-5x +2. 
4. Calculer le taux de variation instantané pour chacune c) Déterminer la pente des tangentes à la courbe de f 


des fonctions suivantes. lorsque celle-ci coupe 


- 1) l'axe des y; ii) l’axe des x. 
a) xD =4 b) pt) = 22% i 


c) g(u)= . +5 dft)=21 = 
U 
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Réseau de concepts 


FONCTION 


' 


Taux de 
variation 
moyen 
Pente de Vitesse 
sécante moyenne 
Y 
Taux de 


variation < 


instantané 


\ 


Fonction 
dérivée 


| 


| 


| 


Pente de Vitesse Dérivée en 
tangente instantanée un point 
Applications 
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Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 
et les problèmes de synthèse. 


Taux de variation moyen et vitesse moyenne 


Le taux de variation moyen d’une fonction f est défini par 
TVM 


lab] — 


TVM 


Lx, x + Ax] = 


TVM 


Lx, x +] un 


Graphiquement, le taux de variation moyen d’une fonction f sur un intervalle [a, b] correspond à 


Soit x, la position d’une particule à l'instant f. 
La vitesse moyenne sur [f, £,] est définie par v,, , , = 


Graphiquement, la vitesse moyenne correspond à 


Dérivée d'une fonction en un point et vitesse instantanée 


La dérivée d’une fonction f au point P(a, f (a)), notée f ‘(a), peut être obtenue d’une des façons suivantes. 
, ee - i ’ 1; i ’ I 
FO ——— Te — LE 


Graphiquement f’(a) correspond à 


Soit x, la position d’une particule à l'instant f. 


La vitesse instantanée de cette particule au temps = a, notée v,_,, est donnée par v,_,= 


t=a? 


Graphiquement la vitesse instantanée correspond à 


Fonction dérivée et taux de variation instantané 
La fonction dérivée f” d’une fonction f peut être définie d’une des façons suivantes. 

, 1: I , 2. . I ’ 1: 
on DRE ou D ee 
Le taux de variation instantané est défini par TVI 


GfQ) 


Dérivée et continuité 
Si f est une fonction dérivable en x = a, alors f est 


Si une fonction f n’est pas continue en x = a, alors 
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Exercices récapitulatifs 


+ TT M7 
re Biologie Æ® chimie (5 nüminisrtion M Physique 


© Exercices se réalisant à l'aide d'un outil technologique. 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à la 
fin du manuel. 


1. Pour chaque fonction, calculer le taux de variation 
moyen sur les intervalles donnés. Utiliser, s’il y a lieu, 
le résultat de 1) pour déterminer ii). 


a) x) = 8 sur: 


D 2 3 li) [-1,2] 
b) g(u) = -3u + 4 sur: 

1) ON?) üi) [-4,-4+h] 
©) FC) = -x° — x? + 1 sur: 

D 7) D 27 


d) v(r) == sur: 


D [3344] 
e) k(x)=3- 24/x sur: 
1) x x+Ax] ii) [4,9] 


2. Marc-Antoine, un jeune marcheur, est à 500 m de son 
point de départ après 5 min; après 10 min, il est à 
600 m de son point de départ; après 15 min de marche, 
il est de retour à son point de départ. 


Calculer la vitesse moyenne du marcheur sur chacun 
des intervalles suivants. 


a) [0 min, 5 min] 
c) [10 min, 15 minl 


b) [5 min, 10 min] 
d) [0 min, 15 min] 
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3. La position x d’un mobile en fonction du temps f est 
donnée par x(f) = r° — 31+ 2, où x(n est en centimètres 
et f, en secondes. 


a) Déterminer 
i) la position initiale du mobile ; 
ii) la position du mobile après 3 s. 
b) Calculer la vitesse moyenne du mobile sur 
D DISAIES|E üi) [15,25]; ii) [O0 s,2s]. 
4. Au départ, un mobile se déplace en suivant un mouve- 
ment rectiligne. 


Sa position x (en mètres) en fonction du temps f (en 
secondes) est donnée par le graphique suivant. 


X(f) 
(m) 


Déterminer : 
a) Visas 
b) Va SSIS| 
c) Va s,35] 
5. Le tableau suivant indique la concentration (en ug/ml) 


d’un médicament dans le sang selon différents temps 
(en minutes). 


Temps (minutes) Concentration (ug/ml) 
0 1 
10 0,99 
60 0,94 
120 0,87 
300 0,74 
600 0,55 


a) Calculer le rythme moyen de la variation de la 
concentration du médicament dans le sang sur les 
intervalles de temps suivants. 


1) [10 min, 60 min]  ü) [1h,2h] 
ui) [1h,5h] 

b) Sachant que le taux de variation de la concentration 
demeure constant à partir de 300 minutes, 


i) déterminer l’équation de la droite représentant 
ce phénomène ; 

1) déterminer après combien de temps le médica- 
ment n’est plus présent dans le sang. 


Soit le tableau suivant représentant les indicateurs éco- 
nomiques de Montréal entre 2003 et 2012. 


Indicateurs économiques de Montréal 


Emploi (par milliers) 


1497 1468 1516 1558 1656 
1479 1493 1524 1615 


Taux: de chômage (en %): 


1532 


a) Déterminer le taux de variation moyen du nombre 
d'emplois entre 2007 et 2012. 


b) Déterminer le rythme de variation moyen du taux de 
chômage entre 2003 et 2011. 


c) Compléter: À une exception près, sur chaque 
période de un an, 


i) lorsque le nombre d'emplois augmente, 


11) lorsque le nombre d'emplois diminue, 


Soit la rivière Portneuf dont le taux de réduction du 
débit est donné par le graphique suivant. 


Lac Portneuf 


70 % 
Lac Chailly 
ou Lac Patien 
50 % Lac du Collier 
Pourvoirie Domaine du lac 
40 % des Cœurs Inc. 
Pourvoirie 
AU La Rocheuse 


Centrale PN-3 


Fleuve 


20 % | Rivière aux Ours 


% de réduction de débit 


10 % Centrale PN-2 


Centrale PN-1 


Distance en kilomètres 


Déterminer approximativement le taux de la réduction 
moyenne du débit de la rivière entre: 


a) le lac Chaïlly et le lac du Collier; 
b) la centrale PN-2 et le fleuve; 


c) le lac Portneuf et le fleuve. 


Pour chaque fonction, évaluer l'expression demandée. 
a) f-3) si f (x) = x° + 2x —3 
-1 1 
b) g’[—|si E— 
) 8 F) 80) 2x? 
dx 


©) = 
Lis 


si x(0) = 4,9 — 101+7 


d) TVL,, ;e1 Si @ = 3x*—2 
2u-1 
2u+1 


: 3 
D) Mn 6.r6y Si FX) = Er 


e) _ si fu) = 


Pour chaque fonction, calculer les expressions demandées. 
Utiliser le résultat de 1) pour déterminer ii). 


a) FO =-3x+7 


D) ACC) ü) (2,f(-2) 
b) 8 = + 1x — 2) 

) g@ ïi) g(0,5) 
c) x()=—+3 

n GB 1e GE 

i) Fa ii) A ee 
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d) "= 14 


i) v'® ii) TVI, ,oy 
e) P(t)=V31+2 
i) dP ii) dP 
dt dt |;-10 
3x—2 
f — 
OC 
DAC) 
À) Man (F0 


111) Déterminer l'équation de la tangente T à la 
courbe de f au point (1, f (1)). 

iv) Déterminer l’équation de la droite normale N à 
la tangente trouvée en iii) au point (1, f{1)). 


10. La position x d’un mobile en fonction du temps f est 


11. 
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: hi Ÿ 
donnée par x(f) =—, où x (f) est en mètres, f en se- 
t 
condes etre [1s,5sl]. 


a) Calculer v,, , 447 

b) Déterminer la fonction v(f). 

c) Calculer: 
1) M2. 1) Pas 

d) Représenter graphiquement la courbe de la fonction 
x et les droites associées à a), b) et c). 


Soit un mobile dont la position x en fonction du temps 
t est donnée par le graphique suivant, où x(ÿ est en 
mètres et r est en secondes. 


X() 
(m) 


h(9) = -21 + 18 


(s) 
Déterminer : 
a) v,_,, bye 
Ce d) vsg 
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12. 


Dans certaines conditions, le cyclobutane se décom- 


ne pose en éthylène : 


13. 


14. 


Ch AC nt 
Le graphique suivant représente la concentration du 
cyclobutane en fonction du temps. 


[C,Hy] (mol/L) 


20 40 60 80 
Temps (s) 


Déterminer approximativement : 


a) la variation du CH, entre la 20° seconde et la 
60° seconde ; 


b) la vitesse moyenne de réaction entre 10 s et 30 s; 


c) la vitesse instantanée de réaction à 40 s. 


Soit f (x) = x° + 3x — 18. 
a) Déterminer l'équation de la sécante D passant par le 
point A(-4, f (-4)) et le sommet S de la parabole. 


b) Déterminer les coordonnées du point P(a, f(a)) 
pour que TVM,, ;, =2. 


c) Déterminer l'équation de la droite T tangente à la 
courbe de f au point P(2, f (2). 


d) Déterminer l’équation de la droite N normale à la 
tangente précédente au point de tangence. Exprimer 
la réponse sous la forme ax + by + c = 0, où a, bet 
c € IN*. 

e) Représenter graphiquement la courbe de f, la 
sécante, la tangente et la normale déterminées en à), 
en c) et en d). 


Soit une sphère de rayon 7, où r est en centimètres. 
L’aire À et le volume V de cette sphère sont donnés 


respectivement par A(r) = 4nr° et V(r) = sm. 


a) Déterminer l’augmentation de À et de V lorsque r 
passe de 4 cm à 9 cm. 

b) Calculer le rythme d'augmentation moyen de A et 
de V lorsque r passe de 4 cm à 9 cm. 

c) Calculer le taux de variation instantané de À et de V 
lorsque r = 4 cm. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Soit un parallélépipède droit dont la mesure des arêtes 
est de x cm, 2x cm et (x + 1) cm. 
a) Déterminer, en fonction de x, 
i) la fonction À donnant l’aire totale des faces du 
parallélépipède ; 
11) la fonction V donnant le volume du parallé- 
lépipède. 
b) Lorsque x passe de 5 cm à 8 cm, calculer la variation 
AUS AE li) de V 
c) Calculer le taux de variation moyen de l'aire 
lorsque x passe 
1) de 3cmà6cm; ii) de 6 cm à 9 cm. 
d) Pour V, calculer 
i) TVM ii) TVM 


[3 cm, 6 cm] ; [6 cm, 9 cm]° 


e) Déterminer, si c’est possible, pour À, la valeur de b 
pour que TVM = 2YNVIM 


[3 cm, b cm] [3 em, 5 emJ° 


f) Déterminer, si c’est possible, pour À, la valeur de a 


pour que TVM, em, 2a cm] = 2 TVM, cm, a cm] 
g) Calculer 
i) TVI, cm, A4 cm)] ? ii) TVI, cm, V4 cm)]° 


Soit un cercle de rayon r, tel que r(f = 25, où r(r) est en 
centimètres et f, en secondes. Calculer : 


a) la variation de l’aire À du cercle lorsque f passe de 
lSÈSS: 
b) TVM,.44 de À; 


©) TVM; on, 4 em] de À. 
4x+1 si O<x<i 
Soit f(x) = 2x° +3 SIP 
23—-x/—4x si 2<Xx<S5 


une fonction continue sur [O, 5]. 
a) Calculer, si c’est possible, f (1), f (2) et f (3). 


b) Représenter graphiquement la courbe de f. 


Répondre par vrai (V) ou faux (F). 
a) Si y =f (x), alors Ay = Ax. 
b) Si f (x) = 2x, alors f (2) =f”(2). 
c) Si y = 3x, alors Ay = 3Ax. 

: ; .… f(G+h) 
d) Sif (3) =0 et f (3) = 5, alors Mure = 


e) Toute fonction continue en un point est dérivable en 
ce point. 

f) Toute fonction dérivable en un point est continue en 
ce point. 


19. 


20. 


21. 


g) Si f (a) = g(a), alors fa) = ga). 
h) Si f’(a) = g’(a), alors f (a) = g(a). 


Soit y = f (x), une fonction dérivable. 
Déterminer l'équation 
a) de la tangente à la courbe de f au point P(x,, y); 


b) de la droite normale à la courbe de fau point P(x;, y). 


Les courbes suivantes représentent l’évolution des 
droits de scolarité de base dans les universités québé- 
coises (en dollars) selon les droits exigés C, et selon les 
droits qui auraient été indexés à l'inflation C.. 

3169$ 


— Droits de 1969 indexés à l’inflation (2011/12) 


— Droits exigés 


700$ 
(1969/70) 


| 
1969/70 1975/76 1981/82 1987/88 1993/94 1999/2000 2005/06 2011/12 
Sources : Ministère de l'Éducation, du Loisir et du Sport et Ministère 
des Finances du Québec. 


a) Pour la courbe C,, déterminer l’augmentation an- 
nuelle moyenne entre 


1) 1969/70 et 1987/88; 
11) 1987/88 et 2011/12; 
iii) 1969/70 et 2011/12. 


b) Pour la courbe C,, déterminer l’augmentation an- 
nuelle moyenne entre 1969/70 et 2011/12. 


Soit les courbes x (Ô, x,@), x,(@ et x,() donnant la posi- 
tion de quatre modèles en fonction du temps. 


X 
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Problèmes de synthèse 
| 


Déterminer laquelle des courbes précédentes repré- 
sente le mieux les situations suivantes. 


a) La vitesse initiale est petite et la vitesse finale est 
grande. 


b) La vitesse initiale est petite et la vitesse finale est 
petite. 


Soit f (x) = 3 — x? — 2x. 
a) Calculer 
D) TVMysrn: 
HDEVMeS 
b) Calculer f (x. 
c) Calculer la pente 


ü) TVMp2+n5 


1) de la sécante à la courbe de f, passant par les 
points A(-4, f (-4)) et B(3, f (3)): 

ii) de la tangente à la courbe de f aux points où 
cette courbe coupe l’axe des x. Représenter 
graphiquement. 


d) Déterminer le point de la courbe de f où la tangente 
à cette courbe est parallèle 


i) à l’axe des x; 
ii) à la sécante passant par les points C(-5, f (-5)) et 
D(1, f (1)). Représenter graphiquement. 
e 


SE? 


Déterminer l’équation 
1) de la tangente à la courbe de fen x =-2; 


li) de la droite normale à la courbe de f au point 
E(-2, f(-2)). Exprimez votre réponse sous la 
forme ax + by + c =0, où a, bet Z. 


fl 


2 


Calculer l’aire du triangle délimité par l’axe des x, 
la tangente et la droite normale à la courbe de f au 
point E(-2, f (-2)). 

g) La courbe de f admet deux tangentes qui passent par 
le point R(-2, 12). Déterminer les points de tangence. 
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c) La vitesse est constante. 


d) La vitesse initiale est grande et la vitesse finale est 
grande. 


2, À partir de la définition de la dérivée, évaluer la fonc- 


tion dérivée demandée, ainsi que l’expression donnée. 


a) x(t)= at +bt+c; ce et LA 
dt dt 


DS 


2 1 , ; 
C) Se g@) et g(1) 


1 
d) fx)=3x+ vx; f(x) et 1e) 
Soit les courbes de f et de f représentées sur le gra- 
phique suivant. 


Tracer de façon précise, dans le système d’axes précé- 
dent, la tangente à la courbe de f à chacun des points 
suivants et donner l'équation de cette tangente. 


a) P(O, f(O)) 
b) QC2,f0) 
c) R(4, f(4)) 


. La courbe x(?) suivante représente le déplacement d’une 
rame de métro entre deux gares. 


x (f) 
(km) 


X () 


1 f 
(min) 
a) Déterminer (approximativement) le temps néces- 
saire à la rame pour atteindre sa vitesse maximale. 


b) Donner une esquisse possible du graphique de la 
courbe donnant la vitesse de cette rame en fonction 
du temps. 


. La courbe Q(r) suivante représente le nombre d’articles 
vendus durant une année, où f est en mois. 


00 


1000 


t 
(mois) 


a) Déterminer à quel mois la quantité du nombre d’arti- 
cles vendus sera 
i) maximale; 


ii) minimale. 


b) Déterminer les périodes où le nombre d’articles 
vendus 


1) augmente; 
ii) diminue. 


s 


c) Déterminer approximativement à quel mois le 
nombre d'articles vendus 


1) augmente le plus rapidement; 
u) diminue le plus rapidement. 


d) Donner une esquisse possible de la courbe donnant 
le taux de variation instantané de Q en fonction de f. 


. Soit f et g, deux fonctions représentées par les courbes 


suivantes. 


fœ 


g1@) 


Evaluer approximativement, à partir du graphique pré- 
cédent, les expressions suivantes. 


a) f (g(0)) 
b) g(f (0) 
c) f (C2) 
d) g C2) 
e) f(g'Q)) 
f) 8) 
8) f (&(0) 
b) g(f(0) 
ï) g(g(0) 
j) gg1) 
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7. Soit la fonction f représentée par le graphique suivant. 


y 


il 234 SC 


Compléter les expressions suivantes par < 0, par > 0, 
par = 0 ou par non définie. 


DCE 
DRONUU—— 
DOS 
DO ONE CR 
DDC 
DOCS 
DONS CE 


Un café, dont la température est de 90°C, est placé 
dans une pièce où la température est de 20 °C. Au bout 
de 15 minutes, la température du café est de 60 °C 
alors qu’elle est d'environ 43°C après 30 minutes. 
Représenter, sur un même système d’axes, une esquisse 
possible du graphique représentant la température du 
café en fonction du temps f et celle montrant le taux de 
changement de la température du café en fonction du 
temps f. 


dE si x<l 

4x = x? + i l< 
te x—x +3 si x<3 

2 si 3<x<5 

(x—4ÿ si x2>5. 


Déterminer si f est continue et dérivable aux points 
suivants et, dans le cas où la fonction est dérivable, 
évaluer cette dérivée. 


a) A(IL, f (1) 
b) B(2,f (2) 
c) CG, fG) 
d) D6,f6) 
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10. 


11. 


€) 


Soit f (x) =4—|2x—6| et gx) =x|x|. 

a) Écrire comme une fonction définie par parties 
1) la fonction f; 1) la fonction g. 

b) En utilisant la définition de la continuité, déterminer 
1) si la fonction f est continue en x =3; 
ii) si la fonction g est continue en x = 0. 

c) En utilisant la définition de la dérivée, déterminer 
1) si la fonction f est dérivable en x = 3; 
ii) si la fonction g est dérivable en x = 0. 


d) Représenter graphiquement, sur un même système 
d’axes, les courbes de f et de g et trouver, s’il y a 
lieu, les points d’intersection. 


La quantité Q, en grammes, d’un produit chimique 
varie en fonction du temps 7, en minutes. Cette quantité 
391+18 


Se 
a) Déterminer la quantité initiale de ce produit. 


est donnée par Q(r) = , où t € [0 min, 10 min]. 


b) Déterminer la variation de la quantité sur 
[3 min, 5 min]. 

c) Déterminer le taux de variation moyen de la quan- 
tité sur [3 min, 5 min]. 

d) Calculer le taux de variation moyen de la quantité 
lorsque celle-ci passe de 12 g à 12,75 g. 


e) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané de la quantité de produit. 


f) Évaluer TVI _; in 


g) Déterminer la quantité lorsque le taux de variation 
instantané de cette quantité est égal à 0,04 g/min. 


h) Représenter graphiquement sur un même système 
d’axes la courbe de Q et celle de son taux de varia- 
tion instantané. 


De l’azote (N) et de l'hydrogène (H) réagissent pour 
former de l’ammoniac (N, + 3H, — 2NH,). Toutes 
les quantités sont exprimées en grammes. La quantité 
d’ammoniac, en fonction du temps 7, notée Q(f), est 


donnée par Q(f) = 100 — ae , Où f est en secondes 
t 


et O, en grammes. 


ons , di 
a) Calculer le taux de variation instantané “. 
t 
b) Déterminer la quantité initiale d’ammoniac ainsi 


que la quantité après 20 secondes. 


c) Déterminer la variation de la quantité d’ammoniac 
sur [10 s, 20 s]. 


d) Calculer le taux de variation moyen de la quantité 
d’ammoniac sur [10 s, 20 s]; [20 s, 30 sl]. 


e) Repérer, sur le graphique suivant, la courbe repré- 
sentant la concentration de N,, celle de H, et celle 


a) 


i)  Exprimer le rayon r en fonction du temps f. 

11) Déterminer la variation moyenne du rayon 
entre 5 min et 25 min. 

11) Déterminer le taux de variation instantané T. 
de la variation du rayon par rapport au temps ; 
calculer 7 lorsque le rayon est de 1 cm. 


de NH;. iv) Après combien de temps le bonbon sera-t-il 
Les variations de concentration fondu ? 

pendant la synthèse de l’ammoniac b) i) Exprimer l’aire À du bonbon en fonction du 
temps f. 


Concentration 


Temps 


11) Déterminer le rythme moyen de la variation de 
l’aire lorsque f passe de 5 min à 25 min; lors- 
que r passe de 1,1 cm à 0,8 cm. 


iii) Déterminer la fonction 7, donnant le rythme 
instantané de la variation de l’aire en fonction 
du temps f. 


1v) Déterminer ce rythme lorsque ft = 20 min; 


déterminer ce rythme lorsque À est la moitié 
de l'aire initiale. 


f) Évaluer lim SOC interpréter votre c) i) Exprimer le volume V du bonbon en fonction 
h=0* h de f. 
ARE 11) Déterminer le rythme moyen de la variation du 
g) Évaluer Æ : 20 volume lorsque f passe de 10 min à 20 min. 
dt t=10s dt t=1Imin 


h) Lorsque { augmente, déterminer si la quantité 
d’ammoniac augmente ou diminue et déterminer 
si le taux de variation instantané de la quantité 
d’ammoniac augmente ou diminue. 


do lorsque Q = 70 g. 


dt 
Tarte dQ 
j) Déterminer Q lorsque a = 1,6g/s. 
t 


1) Déterminer 


@) k) Représenter graphiquement les fonctions Q et do. 


dt 
13. Soit un bonbon casse-gueule (jawbreaker) de forme 
sphérique dont le rayon initial est de 2 cm. En fondant, 
le rayon du bonbon varie de façon linéaire passant de 
2 cm à 1,5 cm en 10 minutes. 


e) 


iii) Déterminer la fonction T, donnant le rythme 
instantané de la variation du volume en fonc- 
tion du temps f. 


1v) Déterminer ce rythme lorsque f = 20 min; 


déterminer ce rythme lorsque V est la moitié 
du volume initial. 


@) d) Représenter graphiquement 


i) la courbe de ren fonction def; 


ii) les courbes A() et V(r) dans un même système 
d’axes. 


En observant les deux courbes sur [0 min, 40 min], 
déterminer sans calcul le taux de variation moyen 
le plus petit entre TVM.. et TVM sans tenir 
compte des unités. 


aire volume? 


14. Déterminer a et b telles que la droite d’équation 
y=4x+ 1 soit tangente à la courbe de f, où 
f@ = ax? + b, au point P(3, 13), sans tenir 
compte des unités. 
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15. 


16. 


166 


Sachant que f’(a) est définie, exprimer les limites 
suivantes en fonction de f (a). 


* ou 
1 a a-t 

à lim AG) 
h= 0 h 


c) lim 
h— 0 


f@a+h)= f(a—h) 
h 


d) lim 


x 4 


HDI 50 
a 


L— 


6 t—a 7 
€) lim Far Si f (a) Z 0 


Soit une fonction jf, telle que f (x + h) = f (x) f (h) et telle 
FG)=1 | 

h 
Déterminer f(x) à partir de la définition de la fonction 
dérivée. 


il, 


ue lim 
L h= 0 
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18. 


Soit f ( =|x| et gx) =-[x]|+ 2. 

a) Déterminer la fonction s, où s(x) = f (x) + g(x). 

b) Calculer, si c’est possible, s (0). 

c) Peut-on conclure que s (0) = f(0) + g”(0)? 
Donner une explication. 

d) Représenter graphiquement dans un même système 
d’axes les fonctions f, g et s. 


Soit f, une fonction dérivable en x = a, et g, une fonc- 
tion telle que: 


fO-fG@) _. 
g(x) = x—a 
f'(a) SI A 


Démontrer que g est continue en x = a. 
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Dérivée de fonctions algébriques 
et dérivation implicite 


usqu’à maintenant, nous avons calculé la fonction dérivée de f, 
notée f”, en utilisant la définition 3.9. 


Nous utiliserons cette définition pour démontrer plusieurs règles 
de dérivation qui abrègent les calculs et les rendent moins laborieux. 
Elles permettent d'évaluer directement la dérivée des fonctions algé- 
briques et d'éviter ainsi les calculs difficiles fondés sur la définition. 
Il est essentiel de savoir calculer la dérivée de fonctions à l’aide des 
règles de dérivation. Ces règles font l’objet du présent chapitre. 


Dans ce chapitre, nous verrons également des applications géométri- 
ques de la dérivée telles que le calcul de la pente de la tangente à la 
courbe d’une fonction ainsi que l'équation de cette tangente. 


En particulier, l’élève sera en mesure de calculer divers taux de 
variation moyen et instantané dans le problème suivant. 


L’hydrogène H et le monoxyde de carbone CO réagissent pour 
former du méthanol: 


2H, + CO — CH,OH 


Après { secondes, la quantité en grammes de méthanol est 


donnée par 
: 


O(t) = 3-5 


(Voir le problème de synthèse n° 15, page 209) 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


La diffusion du calcul différentiel grâce 
à une pédagogue et à une traductrice 


usqu’à la fin du xvir' siècle, il est difficile pour les 

gens de se faire une idée claire du nouveau calcul de 

Leibniz et de Newton. La situation s'améliore en 1696 
avec la publication de l'Analyse des infiniment petits pour 
l’intelligence des lignes courbes de Guillaume François de 
L’'Hospital, marquis de Sainte-Mesme (1661-1704). Dans 
cet ouvrage, le mathématicien français systématise pour la 
première fois les règles du calcul différentiel. Au milieu du 
xvrIT" siècle, deux femmes remarquables contribueront à la 
diffusion des idées de Leibniz et de Newton. 


Le Instituzioni analitiche ad 
uso della gioventu italiana 
(Les bases de lanalyse à 
l'usage de la jeunesse italienne) 
de Maria Gaetana Agnesi 
est publié en deux volumes en 
1748 et en 1749. L'Académie 
des sciences de Paris qualifie 
le second volume de meilleur 
ouvrage sur le calcul différen- 
el et intégral, qu'on appelle 
alors «l'analyse infinitésimale ». 
Cette opinion est largement 
partagée puisque le livre sera 
traduit dans plusieurs langues. 
Maria Gaetana est l’aînée des 23 enfants d’un riche mar- 
chand de soie milanais. Dès son jeune âge, elle manifeste des 
dons intellectuels exceptionnels. À 11 ans, elle parle couram- 
ment 7 langues et à 20 ans, elle publie un premier livre sur la 
philosophie et les sciences naturelles. Elle veut devenir reli- 
gieuse et entrer au couvent. Toutefois, son père la convainc 
de rester avec lui et de l’aider à s’occuper de sa nombreuse 
famille. C’est à cette époque qu’elle commence à s’inté- 
resser sérieusement aux mathématiques. Avec l’aide d’un 
précepteur, le père Ramiro Rampinelli, elle fait rapidement 
des progrès. Son précepteur l’encourage à écrire un manuel 
sur l’aloèbre et l’analyse infinitésimale. Forte de l'expérience 
qu’elle a acquise en enseignant les mathématiques à ses 
jeunes frères, elle décide de faire profiter l’ensemble 
des jeunes italiens de son talent de pédagogue. Son livre 
deviendra un modèle de clarté. Sa notoriété est telle que 
le pape Benoît XIV la nomme à une chaire de mathémati- 
ques de l’Université de Bologne en 1750. Cependant, elle 
n'ira jamais à Bologne. À la mort de son père en 1752, elle se 
retire de la haute société pour se consacrer entièrement à des 


Maria Gaetana Agnesi 
(1718-1799) 
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œuvres charitables auprès des femmes pauvres. Elle mourra, 
elle-même pauvre, une quarantaine d’années plus tard. 


L'année 1749 marque un autre 

événement important relié à la 

présence des femmes en mathé- 

matiques. Le 10 septembre, à 

l’âge de 43 ans, Gabrielle Émilie 

Le Tonnelier de Breteuil, 

marquise du Châtelet décède 

en donnant naissance à une fille. 

Contrairement à Maria Agnesi, 

Émilie a été toute sa vie très 

active dans la haute société 

française. Elle est connue prin- 

cipalement pour sa traduction 

française commentée des Philoso- 
phiae Naturalis Principia Mathe- 
matica (Principes mathématiques de la philosophie naturelle) 
de Newton, parue en 1759, dix ans après sa mort. Cette 
traduction arrive à point, car depuis le début du siècle, une 
vive controverse oppose en France les tenants de la méca- 
nique newtonienne, basée sur un principe d’action à distance, 
à ceux de la mécanique cartésienne, basée sur une théorie des 
tourbillons d’une matière subtile qui, selon Descartes, remplit 
l'Univers. Émilie a probablement rencontré des mathémati- 
ciens et des savants dès sa prime jeunesse dans les grands 
salons de l’appartement familial au cœur de Paris. Elle ne les 
quittera jamais vraiment. Mariée au marquis Florent-Claude 
du Châtelet en 1725, elle s’entoure des plus grands esprits de 
son temps: d’abord Voltaire (1694-1778), son plus proche ami 
jusqu’à la fin, mais aussi Maupertuis (1698-1759) et Clairault 
(1713-1765), respectivement physicien et mathématicien alors 
au sommet de leur carrière. Émilie du Châtelet est véritable- 
ment une femme de son siècle, le Siècle des Lumières, des 
connaissances et du savoir. 


Émilie du Châtelet 
(1706-1749) 


Elle est aussi une femme à la personnalité attachante, 
comme l'écrit Voltaire dans une lettre de juin 1734, peu 
après l’avoir rencontrée : « Son esprit est digne de vous et de 
M. de Maupertuis, et son cœur est digne de son esprit. Elle 
rend de bons offices à ses amis, avec la même vivacité qu’elle 
a appris les langues et la géométrie; et quand elle a rendu 
tous les services imaginables, elle croit n'avoir rien fait; elle 
croit ne rien savoir, ignore si elle a de l'esprit.» 


Exercices préliminaires 


1. Écrire les expressions suivantes sous la forme x’, où 4. 


relR. 
a) Vx b) Ÿ/x° 


o JE d) Yx7 
X 


e) xVx 7 


US : : [D 
2. Écrire les expressions suivantes sous la forme Ÿx” ou 


la forme —L oùae IN*etbe IN*. 
Vx 

2) —3/2 
dir D'Ex 

4/5 
v 

c) x? x d) — 
0 


3. Sif(@ = x + 4, g(x) = 2x + 3 et k(x) = V3x — 1, cal- 
culer les fonctions composées suivantes. Simplifier les 
réponses. 


a) (fo 8) @) 
b) (g°f)@ 
c) (fof) @ 
d) (fe k) 
e) (ok) 
f) (fog°k) @) 


Evaluer les expressions suivantes. 


a) 0! b) 6! 
13! 70! 

TI d Gr 
83! 200! 

® 80! D 5021 


.. Compléter les égalités suivantes. 


.. H(x+h)-H(x) 
à) in —— 


h—0 


b) im 2940780) 2 a. 
k=0 k 


. Compléter l’énoncé suivant. 


f’(a) correspond graphiquement à la 


7. Compléter les égalités suivantes si toutes les limites 


existent. 


a) lim [k f]= 
b) lim LFGOIE gQ)]= 


©) lim LG) QUE 
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4.1 Dérivée de fonctions constantes, de la fonction 


identité et de fonctions de la forme x’,oùrelIR 


Objectifs d'apprentissage 


x : À À d 

À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions constantes, de F= (k)=0 

la fonction identité et de fonctions de la forme x”, où r e IR. d 

Plus précisément, l'élève sera en mesure : FA =] 
À 


° de démontrer que la dérivée d’une fonction constante est égale à O; d 

° de calculer la pente de la tangente à la courbe de fonctions constantes ; di G')=7x 
+ de démontrer que la dérivée de la fonction identité est égale à 1 ; 

* de calculer la pente de la tangente à la courbe de la fonction identité ; 

* de démontrer la règle permettant de calculer la dérivée de fonctions de la forme x”, où n € IN*; 

* de calculer la dérivée de fonctions de la forme x”, où re IR; 

° de calculer la pente de la tangente à la courbe de fonctions de la forme x”, où r ER. 


Dans cette section, nous démontrerons des théorèmes qui permettent d'obtenir, sans 
calcul de limites, la dérivée de fonctions constantes, la dérivée de la fonction identité 
et la dérivée de fonctions de la forme x”, où n e IN* 


Dérivée de fonctions constantes 
et de la fonction identité 


Théorème 4.1 


Dérivée d'une Si f (à) = k, où k E IR, alors f(x) = 0. 
fonction constante 
Preuve 
: +h)=— 
Fe ir RC) 
h—0 h 
. K—k 
ho (car f(x)= k et f(x +h)=K) 
h=0 
= Jim — (car (k—k)= 0) 
h=0}h 
= Jim 0 Î A2) î 0 
= Fe puisque #£ 0, h = 
= (en évaluant la limite) 


Le théorème 4.1 signifie que la dérivée d’une fonction constante est égale à 0. 


Nous pouvons également écrire : 


(= 0 ou (k) =0 
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Théorème 4.2 
Dérivée de la 
fonction identité 


Soit f (9 = 2. ; 


a) Calculons f’(»). 
= 0 (dérivée d’une constante) 


b) Calculons la pente de la tangente à la courbe de f 
au point P (-1, f (-1)). 


Min(-1,2) — FC l É 
=0 (car f” (x) = 0) 


Remarque Si f (x) est une fonction constante, alors 
le graphique de f est une droite horizontale. 


Ainsi, toute tangente à cette courbe se confond avec 
cette droite horizontale, d’où la pente de chacune de 


ces tangentes est égale à 0. Fa 
X 
4 


Sin) = alors ft) 17 


Preuve 


IOHDEIE) aéiten 39 


FQ) = lim 


._. (x+h)-x 
lim F (car f(x)=xetf(x+h)=x+h) 
… 
= lim — (carx+h—x=h) 
h=0 }h 
= lim (en simplifiant, car h Z 0) 
=il (en évaluant la limite) 


Le théorème 4.2 signifie que la dérivée de la fonction identité est égale à 1. 


Nous pouvons également écrire : 


SG=1 ou (x) =1 


Remarque Si f (x) est la fonction identité, alors le graphique 
de f est une droite dont la pente est 1. 


x 


Ainsi, toute tangente à cette courbe se confond avec la 
courbe de f, d’où la pente de chacune de ces tangentes est 
égale à 1. 
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HEUAEWA Calculons 7 et Eee) : 
dt dv 


d : d 
a) y (#)=1 (dérivée de la fonction identité) : b) Fa (4)=0 (dérivée d’une constante) 
t : v 


Dérivée de fonctions de la forme x’ où relR 


Calculons d’abord la dérivée des fonctions x° et x°. 


HOUUEME Soit f (x) = x’ et g(x) = x°. Calculons f'@ et g’(x) à partir de la définition 3.9. 


h)- 
h ; h—0 h 
… (x+h} - x" Le : _. G@+h) x _ 
= lim : (car f(x) = x°) : nr (carg(x) = x‘) 
… Xx°+3x/h+3xh +h -x .. x*+4x°h+6x7h? +4xh° +h° — x* 
= lim ; = lim 
h=0 h ; h=0 h 
.. 3x’h+3xh°+h .. Ax*h+6x°h°+4xh° +h° 
sq = in —— 
h=0 h h=0 h 
… h(3x°+3xh+h7) … h(4x*+6x"h+4xh" +h°) 
= lim = lim 
h=0 h h=0 h 


= Jim (3x? +3xh+h°) (carhz0) 


= 3x" 


d’où f(x = 3x 
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Isaac Newton 
(1642-1727) 


= Jim(4x° +6x"h+4xh+h°) (car h #0) 


(en évaluant la limite) Ai (en évaluant la limite) 


! d'où g'@=46 


La formule du binôme de Newton nous permet de développer (x + A)”, où n € IN*. 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


… Newton énonce la formule qui porte aujourd’hui son nom. Toutefois, cette formule est 
liée à l’histoire du triangle de Pascal, qui est une façon de représenter les coefficients du 
polynôme développant (x + h)". Aux xr° et xIr’ siècles, des mathématiciens chinois, comme 
Jia Xian (v. 1010 - v. 1070), et arabes, comme al-Samawal (v. 1130 - v. 1180), disposent 
déjà les coefficients en triangle de façon à pouvoir générer une ligne à partir de la ligne 
précédente. Ce procédé est repris en Europe pour la première fois par l'Allemand Stifel 
vers 1550. Mais pourquoi donc ce triangle, que Pascal lui-même appelait « triangle arith- 
métique », s’appelle-t-il aujourd’hui triangle de Pascal ? Et pourquoi la formule du binôme 
est-elle associée à Newton ? Le triangle de Pascal doit son nom au fait que Pascal a été le 
premier Européen à voir l'utilité de ce triangle dans le calcul des probabilités. Quant au 
binôme de Newton, il doit son nom au fait que Newton a généralisé la formule du binôme, 
utilisée auparavant avec un exposant entier, à une formule similaire, mais au développe- 
ment infini, pour un exposant fractionnaire, comme 4 
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Binôme de Newton Sine IN*,alors 


n(n—1) 22 RDS LAGED pr pr pr 


2(1) 3(2)(1) 7 20) 


(x+h)" =x"+nx" 'h+ 


Démontrons le théorème suivant qui nous permet de calculer la dérivée de fonctions 
de la forme x", où n e IN*. 


Théorème 4.3 Sif@ = x’, où ne IN*, alors f'(@ = nx" .. 
Dérivée de x” 
Preuve 
re 
F0) in Del 50 
h 0 h 
+ h)" = x" 
= Jim HR) x" (Ar )= 2) 
h=0 


—] 
(x + he Dar pe +...+ nxh" ! sn) x 
EE 


Late h Newton) 
n(n-1 
nx"='h+ En? Eh? +...+nxh" "+ h" 
= lim (en simplifiant le 
Ho h numérateur) 


—] 
fn uit) np + nxhr 2 sw) 


= lim 2 (en mettant h en 
h=0 h évidence) 
: n(n—1 
= im na + a + Axh" 2 + m) (car À # O0) 
h—=0 
SET (en évaluant la limite) 


Nous pouvons également écrire : 


=il 


d 
—_(x)=n ou) 7x 


dx 


Soit f () = x° et g(v) = v’. 


a) Calculons f”’(») et la pente de la tangente de f au point P(-3, f (-3)). 
@"y = nx" ee Myn(-3,c2y = J (3) = 6(-3) = -1458 
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(wi 


b) Calculons = (g(v)) et la pente de la tangente à la courbe de g au point Q(-2, g(-2)). 
v 


d d d 
a EC) = CU) = TV mn 2, 5029 = . (g(w)|  =7(-2) = 448 


v=—2 


1 
Le 2 : S q: =5 de 
Calculons la dérivée des fonctions x'”?, c’est-à-dire Vx, et x”, c’est-à-dire —. 
2 
x 


DOUNERES Soit f(x) = x"? et g(x) = x”. Calculons f(x et g’(x) à partir de la définition 3.9. 


f@+h)- fx) g@+h)- 8x) 
h 


F@) = lim g"(@)= lim 


ù h 
4 ere 1 1 
Es = lim NT CAO NT) be 1 
h—0 h : =, Unes [cart = à? = +) 
(EE h0 , . _ x2 
= à LR (ETES 
Et h Vx+h+Vx Fans 
2, pe = lim L 
+0 h(Vx+h+Vx) 22 2 
h =, mr —2xh—h [1 
A — ho (x+h} x? h 
0 h(Vx+h+4x) 2 
: > on 
= Lin ———— (car h Z 0) : 0 a) al 
h>0 Jx+h+ vx @+h) x 
1 a in [ED ()) 
DNA (en évaluant la limite) 1-0] (x+h) x \h 
il : + -2x—h 
Es ntm 
ne ne (en évaluant la limite) 
Er Dieu en évaluant 1a HMILE 
… ee ne 
: 
d'où f’(x)= 5x : d'où g’(x)=-2x * 


Il semble donc que le théorème 4.3 s'applique également pour des fonctions de la 
forme x', où re Q. 


En généralisant le théorème 4.3, nous obtenons le théorème suivant, que nous accep- 
tons sans démonstration. 


Théorème 4.4 Sif()=x", oùrEelIR, alors 
Dérivée de x’ . \ : 
f'@ = rx""", pour les valeurs de x, telles que f (x) et f’(») soient définies. 
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Pour le cas particulier de f (d = x”"”, où m eZ et ne Z*, la preuve est demandée dans 


l'exercice récapitulatif n° 19 à la page 207. 


1 1 Vx° 
DOUANES Après avoir transformé les fonctions f(x) =—, g(x)=——, h(x)= xx et k(x) = 
Exemple 4 EX FO 780 Te AGO OR 


sous la forme x”, trouvons leur dérivée à l’aide du théorème précédent. 


r'@=(+] : “o=[7) : h'(x)=(xvx) : ro=[e) 


, 


x? 3 x? 
= (x so) = Ge HS 
= Co) _ (x 113 1 = (Eu d _ ÉD 
0. : . 7 4-10 “ 3,12 _ 5 ,-16 
: 3 2 6 
__-9 _ +7 = ss 
sen ZT ,,08 F5 3 AN 
X : 3x : 2 5 6x 
7 5 
_ 34x10 | 6%x 
‘ NET > > . 
Exemple 5. Soit f(x) = Ÿx, représentée ci-contre. Y ee 


a) Calculons f’(x. 
f'@x) = E) (car 4x Æ 4) 


IE) 7 
7 2) 
3 
2 _ 1 1 
Nous pouvons donner la réponse précédente sous la forme ——— ou E- 
X 3Vx 


b) Déterminons le domaine de f et le domaine de f”. 


1 
Puisque f(x) = Ÿx, dom f = IR et puisque f(x) = : , dom f”=IR\{0}. 


are 


C) Étudions f'@) pour des valeurs de x près de zéro. 


1 
lim f’(x)= lim = +00 [rome —] 
x 0 x — 07 3% x? Où 


: ; : 1 1 
Jim, f (x)= lim —— = +0 [rome =) 


Le ce Fe 
X20 34/x 


À x= 0, la dérivée n’est pas définie ; en effet, 
0 € dom f”’. 


Si nous traçons la tangente à la courbe de f au point O(0, 0), nous obtenons une 
droite verticale dont la pente n’est pas définie. 
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EXERCICES 4.1 


1. Compléter les énoncés suivants. 1 
P a) y=% b) fQ)= x o AX)=— 

a) La dérivée d’une fonction constante est égale à 1 ñ ds 

d) x()=— e) v()=— f) g(x)= x” 

) x) Nr ) v() ra ) gx) 
b) La dérivée de la fonction identité est égale à 1 . 
g) KG) = x° h) fG)=— i) AG = x 
x 


4. Calculer la dérivée des fonctions suivantes en donnant 
la réponse avec des radicaux. 


2. Fee expressions demandées et indiquer le théo- a) f(x) = 2 b) g(x)= Ÿx ©) AQX)= Je 


C) one __,oèrek. 
dx 


. , 3 
a) Sif (x = 5, calculer f(x). d) f= À e) g@=x vx f) f&)= “ 
2 
b) Si H(5 = x, calculer H/(x). ve ; 
: df 
4 c) Si f(r) = V2, calculer ei 5. Pour chaque fonction, calculer la pente de la tangente à 
la courbe aux points donnés. 


d 
d) Si x?) = 1, calculer — (x). 
LR. dt ® a) f(x) = V3 +n°, en A(V3, f(V3)) et B(-1, f(-D) 


e) Su) f) mL) b) gQ) = x, en C(-10, g(-10)) et D(8, (8) 
ï , c) A = x, en E(-3, A(-3)) et FG, A(G3)) 


1 1 1 
3. Calculer la dérivée des fonctions suivantes en donnant d) k(x) = ——, en G(1, k(1)) et aff) 
à ne Jx° FR 
la réponse avec des exposants positifs. 


4.2 Dérivée de produits, de sommes 


et de quotients de fonctions 


Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de produits, de sommes et de quotients de fonctions. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


* de démontrer que la dérivée du produit d’une constante par une fonction est égale au = 
produit de la constante par la dérivée de la fonction ; u+v) =u'+v 

* de calculer la dérivée du produit d’une constante par une fonction ; (uv) =u'v+uv 

° de démontrer que la dérivée d’une somme de deux fonctions est égale à la somme des u\  uv-uv 
dérivées de ces deux fonctions ; (” — RE 


+ de calculer la dérivée d’une somme (ou d’une différence) de n fonctions ; 

* de démontrer la règle permettant de calculer la dérivée d’un produit de deux fonctions ; 
* de calculer la dérivée d’un produit de n fonctions ; 

+ de démontrer la règle permettant de calculer la dérivée d’un quotient de deux fonctions ; 
* de calculer la dérivée d’un quotient de deux fonctions; 

* d'utiliser la dérivée d’une fonction pour résoudre des problèmes de pente de tangente. 
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IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


Le premier livre que l’on peut qualifier de manuel de calcul différentiel a été publié en 
1696 par Guillaume de L’Hospital. Ce manuel, intitulé Analyse des infiniment petits pour 
l'intelligence des lignes courbes, contenait déjà toutes les règles décrites dans cette section. 
En 1691, Jean Bernoulli (1664-1748), un proche disciple de Leibniz (1646-1716), est de pas- 
sage à Paris. L’Hospital en profite pour lui demander, contre rémunération, de lui donner 
des cours sur le nouveau calcul. Même après le départ de Bernoulli, L'Hospital continue à le 

ar e° payer, pour qu’il lui envoie des textes explicatifs complémentaires. L’Analyse des infiniment 
Guillaume de L'Hospital petits reprend les idées de Bernoulli, mais en ne le mentionnant que du bout des lèvres. 
(1661-1704) 


P_. 


Dans cette section, nous démontrerons des théorèmes qui nous permettent de calculer 
la dérivée de produits, de sommes et de quotients de fonctions dérivables. 


Dérivée du produit d'une constante par une fonction 


Théorème 4.5 Soit k, une constante, et f, une fonction dérivable. 


Dérivée du produit ; : ' 
d'une constante par Si HG) = kfQ), alors H°() = k f(x). 


une fonction 


Preuve 
H’(x)= lim (définition de H’(x)) 
h—0 


im) ee 
= Jim 


H(x+h)- H(x) 
h 


(car H(x) = Kk f(x)) 


h=0 h 
= lim k TE | (mise en évidence de k) 
= 4 [im FENTE | (im LE 001 = €] tm 4 | 
= k f’(x) (définition de f’(x)) 


Le théorème 4.5 signifie que la dérivée du produit d’une constante par une fonction 
dérivable est égale au produit de la constante par la dérivée de la fonction. 


Nous pouvons également écrire : 


Si u = f(x), alors 
UE CE) UE) 


(&FG)) = Kk f(x) 


(kuY = k(uy 
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2 
Safe = eye. 
X 


Calculons f’(x), oe) et a 
dt dx 


d d(# dy d( 3 
= br)  —(y@))= —| — UE = 
1 a a 3 | dx a) 
1 d LEE 
kfY =kf(x — FAN : role 2 ù a NA 5/2 
EF GO) =k FD (x) nn BE ) 
@y=rx"! = 5(4x°) = 109 st = x7/2 
oo n: 2 
20! _ -5/3 


= 20x ne 


Dérivée de sommes et de différences de fonctions 


Théorème 4.6 Soit f et g, deux fonctions dérivables. 
Dérivée d'une somme : , , / 
de fonctions Si H(x) = f(@ + g@), alors H°(x) = f(x) + gx). 
Preuve 
A Ne us = CD (définition de H’(x)) 
h—0 
= jm Et +eG+ . SAR OINE r 
h—0 
Lin LORD + gC +) = FO) — 80) 
h=0 h 
= in LE DE POLE + DE 60 (eu mgroupand 
h—0 
> im] LOT hf , 8&+h- =) (car ST 2) 
h—0 h h h NT: 
= im REP | + im seen) (limite d’une somme) 
h=0 h h—0 h 
= f(x) + gx) (définition de f(x) et de g/(x)) 


Le théorème 4.6 signifie que la dérivée d’une somme de deux fonctions dérivables est 
égale à la somme des dérivées de ces deux fonctions. 
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y 


fG) = 2x +3 


Corollaire 1 du 
théorème 4.6 
Dérivée d'une 
différence de 
fonctions 


Nous pouvons également écrire : 

Si u= f(x) et v = g(x), alors 
d d d d d d 
mr Do g(x))= 0 2) "0 a EC) ri v)= Fe rail 


(u+v) =u’+v’ 


(+8) = f’(G)+ 8") 


Soit f(x) = 2x + 3. 


a) Calculons f’(x). b) Calculons la pente de la tangente à la 
f@=Cx+3) courbe de f au point P(-2, f (-2)). 


= (2x) +(3) (dérivée d’une : Min 2,562» = J C2) 

= (x) +0 ne DS =2 (car f(x)=2) 
= 2(1) 

=? 


Soit f et g, deux fonctions dérivables. 
Si HQ = f@) — gx), alors H’(ù = f(x) — gx). 


Preuve 

HG) =[fG) 807 
=[fQ)+ [CDI (car f(x) — (x) = f(x) +I-DgG)D) 
=[fQT+[-DgGT (dérivée d’une somme) 
= [FO + (Dec) (& gx) =& g'(x)) 


= f’(x)+CDg'@x) 
= f'G)- 8" @) 


Le corollaire 1 signifie que la dérivée d’une différence de deux fonctions dérivables 
est égale à la différence des dérivées de ces deux fonctions. 
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d(t-25 
Exemple 2 Calculons — SE 5F : 


CHERE NES TR 
2 os 3 2 CAL TER 
dt\ 5 NES TES | C C 
2 
= . = = 3) (en simplifiant) 
2, 
= ; = | ; (5 | (dérivée d’une différence) 
d d 
DST CT) GG = TD 
= + 09-5625) (@Y = m7) 
21 10 
= — + — 
Su 


En généralisant le théorème 4.6 et le corollaire 1 précédents à une somme ou à une 
différence de n fonctions dérivables, nous obtenons le corollaire suivant, que nous 
acceptons sans démonstration. 


Corollaire 2 du Soit f,(X), f,@), … et f(x), n fonctions dérivables. 
théorème 4.6 À 

Dérivée d'une somme Si A0) = f0 +09) +, + … + f, @), alors 
ou d'une différence H'@ =f,/@ + f/0 + 0 + … + fo. 


de n fonctions 


4 
Exemple 3 NSOE _ = _ V8x +57. Calculons f(x. 
4x 
f'O= pe Le) 
3x° 1 ; ’ , 
= = 2 + (V8 Vx) + (57) (corollaire 2) 
7 4x 
= 2) : CE y +V8(x"?) +0 (& FX) = k f(x) et (k) = 0) 
= x) Ch) sfr) (60 0) 


X 
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Dérivée de produits de fonctions 


Théorème 4.7 Soit f et g, deux fonctions dérivables. 

Dérivée d'un produit : ; ; , 

de deux fonctions Si HG) = f@ 80), alors H'Q) = f © 80) + FO) 8° Q). 
Preuve 


el RC) Ro) 
h=0 h 


sn) SC) CEE) 


= lim : (car H(x) = f(x) 8(x)) 
sq LÉ + h) 80 + h)— fG) 81 + LG) gx + h) — f(x) 80 + h)] 
h—0 h 


(car LG g(x + h)— f(x) g(x + h)] = 0) 


D, Dé) EG NC) sr PO EGM)E GE 00) 


h—0 h 


(afin de pouvoir factoriser g(x + h) et f(x)) 


(mise en évidence) 


= HS Lo OO IOREE ec) 


h=0 h 
tee rs eresEe (or 222448) 
h=0 h h h h h 
= lim (00) g(x + 0] + DOS) (limite d’une somme) 


(limite d’un produit) 


_ in rer 


h—0 


| | lim g(x + DE | lim 1) lin Etre) 
FG) 80) Füœ) 0) 


= f(x) (x) + FX) gx) (évaluation de limite de fonctions continues et définition de f’(x) et de g’(x)) 


Nous pouvons également écrire : 


Si u= f(x) et v = g(x), alors 
: : : MU 
LOGE [LE GAD)ec0+ GE EG) ue FE o}v+u( Lo) 


(uv) =u’v+uy’ 


(FC 80) = F'@) 8@)+ FG) 8° G0) 
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a) Soit H(x) = (4 — 2x) (3x + 8). Calculons H(x). 
H'(x) = ((4-2x)(3x + 8)) 
=(4-2x) (3x+8)+(4—-2x)3x +8)  ((uv) =u/v+uv’) 
=(-2X3x+8)+(4—-2x)(3) 


=-12x-4 
b) Soit y = 8(x° + 4x)(5x° — 7). Calculons _. 
dy __d 3 à 
— = —(8(x" + 4x) (5x° —7 
a pa (x +4x) (5x —7)) 


d 
= 8 (a +4x)(5x° —7)) (KG) = k f(x) 
= 8) [ct + 40] —7)+ (x + Tue — ui] (uv) =u’v+uv') 
dx dx 
= 8[(3x° + 4) (5x° — 7)+(x° + 4x) (10x)] 
= 8[25x* + 39x° — 28] 


c) Soit f (x) = x’(4x — 7). Calculons f(x) : 

1) en utilisant la formule du produit; : ii) sans utiliser la formule du produit. 
FR =G 4x7) F'O)= (4x7) 

=(x)(4x-7)+x (4x-7) : 


(A7) 
= 3x/(4x-7)+x°(4) k : 
x (6:21) + 0: 21) 


Interprétation géométrique du théorème 4.7 


Soit u, la base, et v, la hauteur d’une plaque rectangulaire métallique d’aire À. 


Sous l’effet de la chaleur, w et v augmentent propor- 
tionnellement. 


Ainsi, l’aire À de la plaque rectangulaire augmente. 


< > 


Soit AT, l'augmentation de la température, et Au, Av et AA, les augmentations respec- 
üves de la base, de la hauteur et de l’aire de cette plaque. 


Nous avons 
; 7. mA AA = (u + Au)(v + Av) — A 
= uv + u Av + v Au + Au Av — uv 
Y 
av] u Av Au Av donc, AA = u Av + y Au + Au Av 
< D La 


182 CHAPITRE 4 Dérivée de fonctions algébriques et dérivation implicite 


Corollaire 1 du 
théorème 4.7 
Dérivée d'un produit 
de trois fonctions 


En divisant chaque membre de cette équation par AT, nous obtenons 
AA uAy vAu  AuAv 
+ + 


AT AT AT AT 


Lorsque AT — 0, nous avons 
uAv vAu AuAy | 
+ + 


lim PA im | 


AT-0 AT AT-0 


: AA ..  U . vA 
Lim —= Jim ——+ Jim im 
AT-0 AT  AT-0 AT AT-0 AT AT-0 AT 


| A 
D A 4 im au | lim ) 


(limite d’une somme) 


AT-0 AT AT-0 AT AT-0 AT AT 0 AT-0 AT 
—,, — mms 
dA dv du 0 dv 
aT dT aT dT 


Him k f(x) = k lim f(x) et limite d’un sa 


X—a 


En généralisant le théorème 4.7 à un produit de trois fonctions, nous obtenons le corol- 


laire suivant. 


Soit f, g et k, trois fonctions dérivables. 
Si H(5 = f@) g@) k@), alors 
H'Q = f"@ 209 KG + FO 809 QI + FO 209 KG. 


Preuve 
HG) = [FC 80) kCT 
= [LG 8GI GOT 
= [FO 8QT k GO) + CF QG 2001 k/(x) (dérivée d’un produit) 


= [f/(x) 80) + F0) 8 CI KG) + Fr) gx) k/(x) (dérivée d’un produit) 
= f(x) gx) k(0) + F0) g’(x) (x) + FO) gx) k’(x)  (distributivité) 


Soit HG = x + 1) — x). Calculons 4x : 
a) en utilisant le corollaire 1 précédent; 
H'(x) = (x (x? + D(- x°)) 
= (x) (x + D 27) + x (x + 1) (1 — x2) + 2% (x7 + D(1 — x°) 
(corollaire 1 du théorème 4.7) 

= 3x" (x7 +1) x2)+ x (22) — x) + x (x? + D(-2x) 
= (8x? — 3x9) + xt — 2x) + (2x — 2x) 
= 3x? —7xf 


© 
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(w 


b) sans utiliser le corollaire 1. 
Puisque x°(x7 +1) x°)= x° — x”, nous avons H(x5 = x - x’. 
Ainsi A) x À 


Remarque Le corollaire 1 est essentiel lorsque nous ne pouvons pas effectuer la mul- 
üplication. Par exemple, si 


Go) = V1+ x° Ÿ/x —14/(x +1) ou g(x) = xsinxinx. 


En généralisant le théorème 4.7 à un produit de n fonctions dérivables, nous obtenons 
le corollaire suivant, que nous acceptons sans démonstration. 


Corollaire 2 du Soit f(x), f,@) … et f(x), n fonctions dérivables. 

théorème 4.7 , 

Dérivée d'un produit Si HG) = jf 0) 0 … f, @), alors 

CEOREIQNE HO = f'Q 0 0 1,0 +0 $C 0) …..f, © + 


HO CO DEEE 0) ECC; 


EE Utilisons le corollaire précédent pour démontrer que si f (x) = x”, où 
n eIN*, alors f/(x) = nx"°!. 
Puisque f (9) = x"= xxx...x, alors 
n facteurs 


MÉDOC) rc) ren EE EEE 0) 


n termes 


(corollaire 2 du théorème 4.7) 


CR ONCE 0) EC) ce) 


(n — 1) facteurs (n — 1) facteurs (n — 1) facteurs 
n termes 


=) )EDG DE FDG Jr (r@'=0 


n termes 


= NX 


Dérivée de quotients de fonctions 


Lemme Soit g, une fonction dérivable, et g(x) Z 0. 
1 = é 
Si H(x)=——., alors H'()= "8 @), 
g(x) [g(x)] 
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Preuve 


H(x+h)- H(x) 


H'(x) = Lin ——— (définition de H’(x)) 
h—0 h 
1 17 
= lim #9 4@ TT 1 —) 
ne h g(x) 
gx) — 8x + h) 
= Jim HECÉCUS (dénominateur commun) 
en 
ONCE EE) 
=| lim he lim SC DER) (limite d’un produit) 
He CO) Ch) h 
: Il ne Je I Jr CDR + h)- en) ER 
h=0 g(x) h=0 g(x+h) h=0 h 
= ne (-D lim RSC) (car g est continue) 
Lu A 10 h 
2e o COE [D g@)] (définition de g’(x)) 
_ 8) 
F169) 
Théorème 4.8 Soit f et g, deux fonctions dérivables, et g(x) z 0. 
Dérivée d'un quotient 
de fonctions f@) ; FO) fQ) 8 @) 


Si H(x) = . alors H”(x) = PET 


Preuve 


(ff | 
H = Eee Pre, 
“ (ee) - fs de —) 


= f(x + fx (=) (dérivée d’un produit) 


Lè 


(x) 


. g' (x) 
— 102) = + fx [= 4®.| (lemme) 


_ JO _ FCg 
g(x) [gT 
ni (0 gx) — f(x) g'(x) 
[gF 


(dénominateur commun) 
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Nous pouvons également écrire : 


Si u= f(x) et v = g(x), alors 


d d 
(Lu G)}e0- U of Le) 


d d 
a (f)_ AE) (&0) 
dx(eQ) L&GF dx)” 
green ce 
g@) [gC)F 1 L v? 


A3 
HOUNEME Soit A(x)= . Calculons H”(»). 
x 


4x ] a) (2 +1) 4x (x2 +1) nr 
=: = =: (dérivée d’un quotient) 
x° +1 (RE) 

… 12x°(G°+1)=4x" (2x +0) 

È (x? +1) 

_ 12x*+12x° — 8x" 

Dr) 

: 4x* +12x° 

_ @?+1ÿ 

tes) 

 @+1) 


HG) = | 


4 5 no) 7) 
SATA Soit f(x) = EE Calculons f/( : 
X 


a) en utilisant la formule du quotient; : b) sans utiliser la formule du quotient. 
? (4x°—2x° +7) x? —(4x° —2x° +7)x°) : 4x5 2x2 +7) 
CURE  — 
(x ) 5 X 
(0x 4x)x  (Ax 27 +7)2r) Ar 0x 7 1 
X x x x 
_ 20x°— 4x —8x° +4x° —14x (Ar 27/0) 
x = 12x2-0-—14x 
12x°-—14x ic 
cr = 12x -— 
X : X 
12x° —14 12x° — 14 
en re 


X : X 


De façon générale, il est préférable de simplifier, s’il y a lieu, l’expression à dériver 
avant d'effectuer la dérivée. 
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EXERCICES 4.2 


4. Calculer la dérivée des fonctions suivantes de deux 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 


a) f(x) = 4 
b) vÔ =t 
Da = 
3t 
d = — 
) x() à 


-9 
e) f(x) = Er 


f) FU) = a. 


g) f(x) = 8x +9x-1 
Vr 5 


D) x(n) = . Æ 


4 1 3 
Re a 
DR 7 
| 1 | 
j) x(19= FL ++, OÙ a, vi et x, sont des 


constantes. 


. Calculer la dérivée des fonctions suivantes en utilisant 


la formule de la dérivée de produits. 

a) y=(3x+ D (2-5x) 

b) x()=(4f-1) (4r -2F +5) 

c) g(r)=r(5 -4)(3-1*) 

d) f(x) =(x(3x-1)-(2x-—5))(4—3x?) 
€) 8 =Qx -% 

fn fO=(A-x) 


. Calculer la dérivée des fonctions suivantes en utilisant 


la formule de la dérivée d’un quotient. 


_ 2x _ 1 +1+2 
a) f@=- b) gt) = —— 7 
x-4x 2x* 
= d 1 — 
PNOEeS PQ 
41° —5 _ vx 
e) d()= > f) f(x)= G-n 
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6. 


façons différentes. 


a) f() =4x 


c) g(x)=(-2x")x° 


b) x(1) = : 


1-2x* 
x? 


d) A(x) = 


Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 


a) y = 4x? + 24x + 10° 
c) y= 5x" +3x?—10Ÿx 


1 
e) = x +— 
x 


3 
= 
i) y=(4-5x) 
X—NX 
K — 
7 x+ vx 
x! 
m) y= 
d x"-1 
x"! 
O — 
) "+1 
\ Vx(10- x) 
q) y 8 
4x° — x? 


DIE Gr 


Soit y = . 
À 2—3x 

a) Calculer LA 
dx 


c) Déterminer m,, €; 15 


_4 


sa 2 7 
XX 
5 


b) y 


d) y= 8(x° +5x+1)-6x° 


f) y=Vx(2x? +7x—4) 


3x +2 
sf 
)y 2x +3 
. 1 1 
D FT 9 x? 

x 7 
D y=,}=+,)- 
) y 7; 
n) y=” = 

x 
= X x+1 
D x+1 x 


_ &@=2)%7 +4) 


o 
77 4) 


b) Calculer 4 
X x =1 


d) Déterminer les points de la courbe de la fonction où 
la pente de la tangente est nulle. 
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7% Sotf=r 3, 


a) Calculer la pente de la tangente à la courbe de f aux 
points où la courbe rencontre l’axe des x. 

b) Déterminer les points de la courbe de f où la tan- 
gente est parallèle à l’axe des x. 

c) Déterminer le point de la courbe de f où la droite 
tangente à la courbe de f est parallèle à la droite 
d’équation y = -3x — 4. 


[() d) Tracer la courbe de f et vérifier la pertinence de la 


réponse obtenue en C). 


8. Un manufacturier de calculatrices estime que le nombre 


x de calculatrices qu’il peut vendre dans un mois à un 
certain prix p, en dollars, est défini par x = 840 — 3p, où 
p € [50, 200]. 


a) Déterminer le prix p en fonction de x. 


b) Donner la fonction revenu R en fonction de x, où le 
revenu correspond à la quantité vendue fois le prix, 
et déterminer le revenu maximal. 


c) Calculer R'(x). 


d) Déterminer le niveau de production x et le prix tel 
que Rx) = 0. 
e) Représenter graphiquement la fonction R. 


Le coût unitaire moyen C,,,, pour fabriquer un certain 


nombre d'unités d’un produit dans une manufacture 
C(x) 

X 
tés fabriquées et C{(x), le coût total pour fabriquer ces 
x unités. 


a) Calculer (C, (x))’. 


moy 


b) Évaluer C'{(» lorsque (Coy @)' = 0. 


est donné par CC... (x) = , où x est le nombre d’uni- 


moy 


4.3 Dérivée de fonctions composées et dérivées 
successives de fonctions 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra déterminer la dérivée de fonctions composées et pourra calculer des 
dérivées successives. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 
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de démontrer la règle permettant de calculer la dérivée d’une fonction de la 


forme [f (x]”", où n e IN*; 


de calculer la dérivée d’une fonction de la forme [f(]”, où r e IR; 


de démontrer la règle de dérivation en chaîne ; 


d'utiliser la notation de Leibniz pour déterminer la dérivée de fonctions 


composées ; 


d'utiliser diverses notations pour exprimer les dérivées successives d’une 


fonction ; 
de calculer la dérivée n° d’une fonction; 


(EC) = Fe) g'(x) 


dy _ dy du 

dx du dx 
ROCCO 
dy _ sé) 

dx?  dx\dx 


d'utiliser la dérivée d’une fonction pour résoudre des problèmes de pente de 


tangente. 


Dérivée de fonctions de la forme [f(X)]},oùrEelR 


Donnons d’abord un exemple du calcul de la dérivée d’une fonction de la forme [f (2", 
où nest un entier positif, en utilisant la formule du produit. 
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Soit H(x) = (8x* — 2x). Calculons H(x. 
Puisque H(x) = (8x* — 2x)(8x° — 2x)(8x° — 2x), alors 
H'(x) = (8x* — 2x) (8x* — 2x)(8x* — 2x) + (8x* — 2x 8x" — 2x) (8x * — 2x) + (8x* — 2x)(8x* — 2x) 8x — 2x) 


(corollaire 1 du théorème 4.7) 
= (8x —2x) (Bx° — 2x) + (8x — 2x) (8x — 2x) + (8x — 2x) (8x — 2x) 
= 3(8x* — 2x)/(8x* — 2x) 


= 3(8x* — 2x)/(32x° — 2) 


Nous utiliserons le corollaire 2 du théorème 4.7 pour démontrer le théorème suivant. 


Théorème 4.9 Soit f, une fonction dérivable. 

Dérivée de : na AR se , n=1 pr 

[f LOI”, où ne IN* Si H À) = [f@}", où n e IN *, alors H°(x) = n[f "fx. 
Preuve 


Puisque H(x)=[f(x)l" = f(x) f(x) f(x) … f(x), alors 


n facteurs 


H'E)= f'O)fQ)...fQ)+ OS) FO)... fQ)+...+ fQ).. ff) 
——,—] —— —— 


(n— 1) facteurs 


(n —1) facteurs 
(n —1) facteurs 


n termes 
(corollaire 2 du théorème 4.7) 


Ho) COCO) 


n termes 


=n [FGF 


Si on appelle la fonction affectée de l’exposant n, fonction intérieure, nous avons 


Théorème 4.9 H(G)= [fr et H@=n[fG)"  fœ 
nn, — 
À à dérivée de la : 
fonction intérieure fonction intérieure 


DOUNEPA Soit AH = (x + 1)" et v(n = (1* — 4f + 59°. Calculons H”/(x) et v’(r) à l’aide du théorème 4.9. 


H'(x)= [QG + 1)°T, où f(x) = x° +1 


VD) =[G" 47 +59], oùg() = = 4 +5: 
= 200 D iQ Pi) 


HU di) Ge ds) 
20 f'@) Te g'() 
= 20(x° + 1)” (3x°) 


—7(t" — 41? + 51) (41° —81 +5) 
= 60x2(x° +1)” 


4.3 Dérivée de fonctions composées et dérivées successives de fonctions 189 


Remarque Il peut arriver que le théorème 4.9 doive s'appliquer plusieurs fois à l’inté- 
rieur d’un même problème. 


DOUNCEKS Soit A(x) = [x + 3x) + x° 1°. Calculons H(x). 


H'(x)=8[(x" +3x) +x°T [(x°+3x) +x°7 (théorème 4.9, où 
8Lf(x)]? f'&) f(x)= QG" +3x) +x°) 


= 8[(x*+3x) +x2T [[(x*+3x)T +(x2)] 
= 8[(x*+3x) +x° T1 [5x +3x)" (x + 3x) +2x] (théorème 4.9, où 
a —————_—— 


—_ 4 
SLe(x)l* g'(x) ACSE=CS ES) 


=8[(x*+3x) +x°T [5(x* +3x)* (4x +3)+2x] 


En généralisant le théorème 4.9, nous obtenons le théorème suivant, que nous accep- 
tons sans démonstration. 


Théorème 410 Soit f, une fonction dérivable. 
Dérivée de : r N , il 7877 
[FLO]. oùr E IR Si H(x) = [fQ)], où r € IR, alors H°(ù) = fl" FX. 


DOUUEES Calculons la dérivée des fonctions H(x) = Vx’-2x+1, g(x) = 


Qi + Ts 
etv=la-1 +7 2. 
a) HG)=[@"-2x+1)27 : D) 8 =B+D"T 
; + 5 y 
= 1x7 he ji : ; : ES 3[(x + A) Ï 
2 (x’—2x +1) 5 HS , 
- = 3[-4(x° +7) “(x +7)] 
LtFco72 f'G) ; 
e é = 0e (5x ) 
- 1 6 (x +7Ÿ 
= (7x° — 2) 
2(x? — 2x +1)? 
Len) _ -60x 


Next +7) 
o v@=(ta-# +629") 


= Le. di (e? =D He 2 + (P2 21) 2] 
3 


L 2 f 2 21/2772 , 
= IU-D + 29/2] [30 1 (ET) +@ —21) "24 | 
l | | | 
; 3(1 DeD+ I er») 
aa 0 + P-2]’ 2e 


1 


> ET + ee | 
a + Ve 217 Re 
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Règle de dérivation en chaîne et notation de Leibniz 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


Durant toute sa vie active, Gottfried Wilhelm Leibniz a été diplomate et conseiller pour le 
duc de Hanovre, en Allemagne. Lors d’un long séjour à Paris en 1672, il rencontre Christiaan 
Huygens (1629-1695), l’un des grands mathématiciens de cette époque, qui cherche alors à 
construire un pendule précis pouvant être utilisé sur les bateaux. Enthousiasmé par ce tra- 
vail, Leibniz réussit à convaincre Huygens de l’initier aux mathématiques. Trois ans plus 
tard, Leibniz aura établi les bases de son calcul différentiel. 


Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716) 


Démontrons le théorème de la règle de dérivation en chaîne de deux façons différentes. 


en Si HG = (2), c'est-à-dire HG = f (80), alors H = f/(e0) gx). 


Théorème 4.11 Soit f et g, deux fonctions dérivables. 


Preuve 


H(t)- H 
1 façon En utilisant H’(x)= OR 


1x T—X 


d. re . (gx) (car H(x) = f(g(x))) 


H'(x)= lim 


_ 


(re ar = | A 


ms g@)— 8x) 


: in CO fier Fe gx) ] 


g()— g(x) 
. in HOMO) 


t X 
oo _ ._ ) | (la limite d’un produit 
égale le produit des limites) 


Hi 


1x  86)-8(0X) 


=|in fe) fe |, 6) curtin CP) 
Fe g(t)— g(x) 1x Lo 
= fG@)- 10-10), 7. (en posant g(x) = u et g(D = 7, 


@) nous aVOns z — u, Car g est continue et f — x) 


Zu 7H 


= f’(u) g'(x) (ca lim JO FU =f w) 


= f’(8@x)) g'(x) (caru = g(x)) 
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Ô 


2° façon En utilisant la notation de Leibniz. 
Soit y = f (g(x)) et u = g(x), ainsi y = f (u). 
dy _ 


(voir la section 3.3) 


(si Au # 0) 


a 
LE 
—— 
EE 
>> 
SES 
D 


Il 

BE = 

LE 
TETE 

2 RE 
ze 
7 


: À 
| lim 2 | lim a) (la limite d’un produit égale le produit des limites) 
Ax 0 Au ]J\Ax-0 Ax 


A = VA 
= | lim 2 | lim x (puisque Ax — 0 et que g est continue, 
Au 0 Au /Kax 0 Ax alors Au — 0, car u = g(x)) 
= dy du (voir la section 3.3) 
du dx 


Ainsi, la règle de dérivation en chaîne peut s’écrire : 


CC 


= (notation de Leibniz) 
dx du dx 


. dy : sr Ë 
où — représente la dérivée de y par rapport à x, 
dx 


dy : dd: . 
représente la dérivée de y par rapport à u, et 
du 


du À _—— : 
représente la dérivée de u par rapport à x. 
dx 


2) 


d d 
D HN en 
DOUUERE Soit y =u etu= SL Calculons D et ne 


— X x=-1 
dy dy du : ne 
= = _ _ (notation de Leibniz) 

d 7: 
te) ferveur) 
ne | 2x(2-x°)— tx?) 

(2-x°) 


RON dr ts x? 
= ms 52 CU 
2— x (2-x) 2—x 


dr Res) «D ; CREED, _- 
dx (2-x) dx x = 1 (2—(-1)) 9 
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S'il y a plus de deux fonctions composées, par exemple si z = f (y), y = g(u) et u = h(x), 
alors la règle de dérivation en chaîne peut s’écrire sous la forme : 


dz d;dyd 
Ce (notation de Leibniz) 


dx dy du dx 


EI soitz=37 +1y=1-40 etu = Vx. 


a) Calculons Li) 


dx 
de = GE Er (notation de Leibniz) 
dx dy du dx 


d d d 2 
= Fri + Da Hi) Go) (car z =3y +Ly=1- 41 ctu— 2] 


jai 
= (6y)-20u L) 
» -60 yu* 


Vx 


Il n’est pas toujours nécessaire de donner la réponse en fonction d’une seule 
variable. 


b) Calculons de 
Fe 


x=4 
Déterminons la valeur de u et de y lorsque x = 4. 
En posant x = 4, nous obtenons u = V4 = 2 et y=1—4(2)° =-127. 


d 
D'où, Le 
dx 


: -60(-127)(2)* 


= 60 960 
4 NE 


La notation de Leibniz nous sera utile, au chapitre suivant, pour résoudre des pro- 
blèmes de taux de variation liés. 


Dérivées successives 


Il sera essentiel dans les chapitres ultérieurs de calculer la dérivée de la dérivée d’une 
fonction. 


Par exemple, nous verrons au chapitre 5, qu’en physique, pour obtenir la vitesse v, il 
faut dériver la fonction position x par rapport au temps et que, pour obtenir l’accéléra- 
tion a, il faut dériver la fonction vitesse v par rapport au temps. 


Ainsi  x(f) fonction position 
vd = x fonction vitesse 
a = v'® = (x'@) fonction accélération 


Lorsque f (x) et f(x sont dérivables, la dérivée de f”(x), c’est-à-dire [f’(x]’, est appe- 
lée dérivée seconde de la fonction f (x) et peut être notée f” (x). 
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De même, lorsque f”(x) est dérivable, la dérivée de la dérivée seconde [f”(x)]” est 
appelée dérivée troisième de la fonction f(x et peut être notée /”’(x). Nous pouvons 
également calculer la dérivée rième de la fonction f (x) qui peut être notée f (x), si 
f@,f'@,f"@, ….,f""°(@ sont dérivables. 


Notations pour exprimer les dérivées successives d’une fonction y = f (x) 


d d 
Dérivée première : VOOUD our 20 © où (FX) 
dx dx 
vo 7 ” (2) ” (2) dy d° 
Dérivée seconde : VRou 1 CO) on T0) a OU A) 
dx dx 
d? d° 
Dérivée troisième : You ou 00) ni ou FU (x)) 
4 4 
Dérivée quatrième : ve 10 ce ou ee (x)) 
dx dx 
Dérivée nième : no DAC) Lo ou = CC) 
dx" dx" 


DOME Soit y=x etf(x = x”. Calculons les dérivées suivantes. 


. = 5x" - f'G)=103x 1° 

_ = 5(4)x° : f"()=103(102)x 

d'y = 5(4 2 G) 100 
ie (4)G3)x : fŸ (x) =103(102X101)x 

# : 

= sDOx à f(x) = 103(102X101)(1002 
dy = 5(4 = : a = l 

Fe ((3)2)0= 5! Ce) = 108) 

6 

me a : f00)=0 

— =0,Vne {6,7,8, : f(x) =0,Y ne {104,105,106, ..} 
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5 Te Co 
DOUNIA Soit y =—. Calculons —- et —- 
+ ar 


Afin d'éviter d'utiliser la formule du quotient à deux reprises, ce qui peut devenir 
laborieux, il est préférable de transformer la fonction initiale. 


x=-2 


5 

Ainsi, Y=—= S+e 
x 

dy _ 


: =-35x 
X 
2) 
2 

Du rr-E[#)-< —(-35x DT 

dx dx\dx} dx 
[dy] 280 35 

F2 2} 64° 


DOUUERXS Soit x(9 = (7-9). Déterminons f, telle que x”(9 = 0. 


xD = 4 —9Ÿ(P -9Y + 22 (BNC 9) + BA —9)Y 
= 812 — 9) + 8:(3(62 — 9) (2r) 

= 8(67 — 9ÿ[r — 9 + 65°] 

= 8(6° — 9) (76° —9) 


NT 7 


D'où x”(n=0 sit=-3, 1=3, 1=-— ou t= 
7 7 


= 4(2r)(f -9Ÿ 
= 81( — 9) 


EXERCICES 4.3 


1. Compléter les égalités suivantes pour des fonctions a 
dérivables. o y=V(5x?-3x+2) d) f)= == 
a) Siy=[f(x)] ,oùrelR, alors Lies x+1 mt 
l : dx e) g(x)= EE | +8x°? f) x()= | — 
—1 1+5 
b) Si y est une fonction de u et u est une fonction de x, 
alors, à l'aide de la notation de Leibniz, . _ 3. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
d(dy SV8— x 2x +1 
OS a) f(x)= 
ax\ dx? es 
…. 23 G- ne ; 
2. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. RECOESREEN 6 
à fo = +1 +1 o p=l@ +22) +3 d fO= (+ G-P) 
(S-x°) = +1) | TE 
b) g@ = 6(1 - 51)" DAT Go 1) = Va + V3x 
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4.4 Dérivation implicite 


4. Soit f(x)=(4x—1) (2-3x). 


a) Calculer m  ,, ,,, et donner une interprétation 
an (4./(4) 


géométrique du résultat. 


b) Donner l'équation de la droite tangente à la courbe 


1 


de f au point C0) 


c) Déterminer les points de la courbe de f où la tan- 


gente est parallèle à l’axe des x. 


©) d) Représenter la courbe de f sur un intervalle approprié. 


: il 
5. Soity=Vx,x=6" -S5tetz=—. 
y 


Calculer: 
FT Diese 

dt dt 1=2 dy dy y =-3 
c) dy _ dy d) dz et dz 

dt dt h= dx dx | x = 119 
e) æ et # f) et dy 

dt dt \:=3 dz dz|,24 


6. Pour chaque fonction, calculer les dérivées f(x), f”’(x), 


POLE FPE: 


2 
Sn 
a) f(x) = 2x : 
1 
F 
c) f(x)=7Vx + Vx 


x +1 


b) f(x)= x? +3x2?+ 


d) f(x) = 


2. 
X 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra dériver implicitement. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 
* de reconnaître des équations de forme implicite ; 


* de calculer la dérivée à partir d’une équation de forme implicite ; 
* de calculer la pente de la tangente à une courbe définie par une équation de 


forme implicite. 


7. Calculer: 


a) f(x), si fx) = x° + 7x 


b) y°, si y= x? 
d’x 2 
c) QE +101+1 
t 
3 
Fe si y= (+1) 
dx |, - 35 
: 4x —2x 
e) f?(D,si de er 
4 
f) _ si y= Va? -3x 
dax” |, 
a) Soit f (x) = x’. Calculer 


i) et exprimer à l’aide d’une expression factorielle 
F0: 
ü) fV@,oùkeINetk>7. 
b) Soit f (x) = x", où n est un entier positif. 
i) Calculer f "(»). 
ii) Calculer f (x), où k>netkeIN. 
c) Soitle polynôme p() = a,x"+a,_ x" +..+ax+a. 
i) Calculer p"” (x. 
üi) Calculer p° (H,oùkeINetk>n. 


Calculer la pente de la tangente: 
a) à la courbe de f’ au point A(1, f’(1)) si f (x) = x"; 
b) à la courbe de g” au point B(2, g”(2)) si g( = (4 — 3r)°. 
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Forme explicite et forme implicite 


Dans les problèmes présentés jusqu’à maintenant, la variable dépendante était expri- 
mée en fonction de la variable indépendante, par exemple y = f (x). Chaque équation 
où une des variables est isolée définit une fonction sous forme explicite. 


D'OUUENE Les équations suivantes définissent des fonctions sous forme explicite. 


ES : : : ar 
Forme explicite a) y= Fr n où y est la variable dépendante et x est la variable indépendante. 
Er 


b) x = Vr” +1, où x est la variable dépendante et r est la variable indépendante. 


Par contre, les équations données sous la forme F{x, y) = G{x, y), où aucune des varia- 
bles n’est explicitée en fonction d’une autre variable, sont des équations de forme 
implicite. 


S'ŒUUEBPZA Les équations suivantes sont de forme implicite. 
Forme implicite a) x? y+ x” = 4 b) 3x°y = 4ÿ = 5x y —7 
©) Vi+x?= xt d) (x+xy+3) =4 


IL Y A ENVIRON 325 ANS... 


Il est difficile de se l’imaginer aujourd’hui, mais à l’époque de la création du calcul dif- 
férentiel par Leibniz (1646-1716) et Newton, presque toutes les équations algébriques 
représentant des courbes étaient de forme implicite. Pensez que l'équation du cercle, 
r = x + y, est de cette forme. Les lieux géométriques s'expriment aussi habituellement 
sous une forme implicite. C’est à l’intérieur même du calcul différentiel et intégral en évo- 
lution que se précisera la nécessité, et les avantages, d’étudier spécialement les expressions 
de la forme y = f (x), que l’on appellera « fonctions » au xvrIT° siècle. 


Newton (1642-1727) 


Dans certains cas, à partir d’une équation de forme implicite, il est possible d’isoler 
une variable et d'obtenir une ou plusieurs fonctions de forme explicite. 


Exemple 3 Soit l’équation implicite x° + y” = 9. 
a) Transformons cette équation de façon à obtenir 
une ou des fonctions de forme explicite. 
Soit x° + y” = 9. Explicitons y en fonction de x. 
Fe 20 
Ainsi nous obtenons les fonctions explicites 
suivantes : 


y =V9-x° et y, =-V9- x° 
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(w 


b) Caleutons et TA 
dx dx 
dy, __d 21/2 dy, __d 2\1/2Y 
—— = —(9— LL <= —(-(9— 
dx ne . D AIS ut 
—= 30- NC?) = = = tn) 
e 6 = X 
9— x? 9 — x? 
=. (car V9 — x? = y) = (car V9 — x° = -y,) 
1 ; 2 


Par contre, dans certains cas, par exemple x°y+x° y" =16y" x" —./xy +3, il peut être 
difficile, voire impossible, d’isoler une variable. 


Toutefois, 1l est possible de calculer . par la méthode suivante. 


Dérivation implicite 
Soit une équation de forme implicite F(x, y) = G(x, y) où y est dérivable par rapport 
à x. En calculant la dérivée de chacun des deux membres de l'équation par rapport à 
la variable x, pourvu que chaque membre soit dérivable, nous obtenons une nouvelle 
équation à partir de laquelle nous pourrons isoler . ou y’. 

x 


Cette méthode de dérivation s'appelle «dérivation implicite ». 


Les étapes de la dérivation implicite sont données dans l’encadré suivant. 


; . : + -  G ; 
Pour une équation de la forme F{x, y) = G{x, y), les étapes à suivre pour déterminer _ ou y”, Sont: 
x 


1" étape: Calculer la dérivée, par rapport à x, des deux membres de l'équation: 
d d 
—(F(x, y))= —(G{(x, 
(F(x, y)) ne (G(x,y)) 


£ - À A. d 
2° étape:  Regrouper d’un même côté de l’équation les termes contenant _ 
x 


e 4 7 d = 
3° étape: Mettre en évidence le facteur _. et l’isoler. 
X 


Remarque En général, dans les équations où nous devons déterminer _ où y est une 
; x 

fonction de x, nous avons 

1 dy 


D ainsi 2 ")=ry —,oùrelR 
dx” Fr é dx” 


4... À 
Fur 
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DCE Soit x + y = 9x + /y°. Calculons . 


x 
1" étape: Calculer la dérivée, par rapport à x, des deux membres de l’équation. 


d d 
— (x +3)=—(0x+Vy) 
dx dx 


d d d 
x°)+ F)=——(9x)+ de théorème 4.6 
al ) 0 Ai ) ai ) (théorème 4.6) 
3x2 +2 Gp)? io E (0) a (théorèmes 4.4 et 4.5) 
dy dx dy dx 
TE heu 0) 
dx 2 dx 


d 
2° étape: Regrouper d’un même côté de l'équation les termes contenant © 


3y2 dy cl 12 dY 
” dx Fi dx 


=9-3x° 


/ d À 
3° étape: Mettre en évidence le facteur oo et l’isoler. 


X 


ë 2 d 
SATA Soit x + y — 223" = 5x+ y — 8. Calculons 2. 


1" étape: ee +y —xy") = À (5x ed) 
a dx 
d d d 
x° Le te = Sx)+ 2)+ 8 
ei ) 6) _ y) | ) 00 at) 
=. 


(dérivée un produit) 
d dy d d d dy 
3x° + D x?) y + x? — (5°) [= 5+— (57) — +0 
7 (62) + 1 Fe (x°)y rs (6) ) ns (y) 


> d dy dy 
3x? +3y° 2xy* + x? Ë 2 — 
De _ à y Un. 


ly 
3x2 +3 2xy* + x24 512) 
= (2 a) dx 
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200 


(v 


ly ly ly 
2 Abe dd 2 de 2 
dx dx dx 
dy ly dy 
3y° =. 4x y ee 2y © =S 3x° +2xy° 
dx dx dx 
: dy 
3° étape: (3y° —-4x°y —-2y) - 53% +2xy 
dx 


d 5—3x° +2xy" 
Do CRU 
dx 3y —4x y —-2y 


SOUMEKS Soit le cercle d'équation x° + y = 9. 


a) Calculons =. 


X 


É , 9, 9 d 
—(x° +7 )=—(9 
aie 22 Fa 


d 
—(x?)+—(y)=0 
7 (6) mo) 
dy >. 4 2) 
2x+2y—=0 = : 
X V fer LA ) GES 
SR 
dx 2y y 


b) Évaluons la pente de chacune des tangentes à la courbe lorsque x = -2. 
En remplaçant x par -2, nous avons (-2)° + y” =9 
y? =5, donc y=-V5 ou y= V5 


: no) _ 0 
tan (-2,-4/5) Fa Es tan (2, V5) dx ee 
Ces dy __-x 6222 
DUT =) DUT 


c) Déterminons l'équation de la tangente à la courbe au point P(-2, 5) 


S x+b fear a= voit) 


-2 
OÙ Y=—— 
dE V5 
En remplaçant x par -2 et y par -V5, nous obtenons 
D -9 _-9VS 
V5 =—2(-2)+b, donc b= == — 
Tu TE ae 
_-2V5 945 
mo: 


d’où y 


X— — 


5 
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(wi 


d) Évaluons, si c’est possible, la pente de la droite tangente à la courbe aux points 


R(O, 3) et S(3, 0). 


_ dy 
Man (0,3) — Fa 


@,3 3 


Cependant, m 
dy __-x 
dx y 


an G, 0) N'est pas définie, car en remplaçant x par 3 et y par 0 dans 


-3 De var : 
—, nous obtenons Ÿ” quantité non définie. Graphiquement, on constate 


que la tangente à la courbe au point S(3, 0) est une droite verticale. 


2 


2 d° 
e) Evaluons => 7 


7 
(2,-V5) dx 


x (2, 5 
e-{®) 
dx?  dx\dx 
LC) (ré) 
S—| — Car —— = —, voir à) 
dx\ y GENS; 
d 
( d Go)» (-x) d 
je 
ea =) 
: » 
—_ 7 
SV ea 
: y 
y 
à Dm 
donc 4 Y ? = 
dx y 


(en remplaçant x par -2 et y par ee) 


d?y  Énhe; 
C = SE CR 
dx (2, —J5) (5) 
_ 9 
5/5 
_ VS 
ml 0 


(en remplaçant x par -2 et y par EI ) 


By (5) 0) 
dx | 5 (5) 
Su 
ns: 
d’où d'y = ÊNE 
dm 25 


d'y 


_—. -0 , 
Remarque Puisque x” + y” = 9, on aurait pu écrire pr = — et remplacer respective- 
x y 


ment y par 5 et V5 pour obtenir les réponses précédentes. 
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EXERCICES 4.4 


1. 


() 


202 


Calculer: 


dy . 3 3 2 
a) — six —4y =5-3x 
ee y 


dy .x° > 3 
b) —si—=5x +67 
dx y 


1 Si 3/u—4tu =10 


u=-2 


du 
C) er 


Le 
dx 


d) si 4x? + y? = 2x? —13 


G,-4) 


. Soit x” + 3y= 5 — 6x. 


a) Calculer m,, (1 10/3, €t déterminer l'équation de cette 
tangente. 

b) Déterminer le point de la courbe donnée où la pente 
de la tangente est nulle. 


. Soit x°y° + x° y" = -4. 


a) Déterminer l’équation de la tangente à la courbe au 
point P(1, -2). 


b) Illustrer graphiquement la courbe et la tangente. 


. a) Évaluer la pente de la tangente au cercle illustrée 


ci-dessous. 


P(1,- V3) 
b) Déterminer l’autre point du cercle où la tangente est 
parallèle à la tangente illustrée. 


c) Déterminer les points du cercle où la tangente est 
perpendiculaire à la tangente illustrée. 


7e 


ee 
& 


Le 


2 2 


y 


. Soit l’ellipse d’équation = + 1 1. 


Déterminer l'équation de chacune des tangentes à la 
courbe lorsque x = V5. 


. Soitx+y = y. 


a) Déterminer les points de la courbe où la tangente est 
i) horizontale; ii) verticale. 


b) Illustrer graphiquement la courbe. 


. Soit 2y° = x" + xy +7. 


Vérifier que a = | 


dx [dx ‘ 

dy 
La loi de Boyle (1627-1691) pour un gaz à une tempéra- 
ture constante est donnée par PV = c, où la pression P 


est en atmosphère, le volume Ven m° et c est un terme 
constant. 


a) Déterminer LA : 
dV 


i) de façon implicite; 
ii) après avoir exprimé P en fonction de V. 


b) Vérifier que les réponses sont identiques. 


Pour un gaz donné, l'équation de Johannes Diderik 
Van der Waals (1837-1923) est donnée par 


(? + IL — 0,05)= 15,2, où V'est fonction de P. 


P 


dV 
a) Calculer —|»_3. 
dP|v=i 


b) Déterminer l'équation de la tangente à la courbe au 
point W(8, 1). 


©) c) Représenter graphiquement la courbe donnée et la 


tangente précédente. 
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Réseau de concepts 


DÉRIVÉE 
Fonctions constantes Produit d'une constante par une fonction Fonctions de la forme [f(x)]’ 
Fonction identité Somme ou différence de fonctions Règle de dérivation en chaîne 
Fonctions de la forme x’ Produit de fonctions 


Quotient de fonctions 


| | | 


Notation de Dérivées Dérivation 
Leibniz successives implicite 
Applications 
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Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 
et les problèmes de synthèse. 


Formules de dérivation 


(&) =__,oùkeR GO gQ) = 7 

@ = 7 @ 8@ AG) = 7 

@'Y = —— oùre IR #oY L 

(k FX) = eo) ) 

F@ + 80) = 7 (FO T = oùreR 


FE — 80) = 


a. Règle de dérivation en chaîne 


L(&Q = 
Notation de Leibniz 
dy ? du dy : : 
— =——,où —— représente la dérivée de _________ par rapport à 
dx du ? dx j PEN 
9 
Sn représente la dérivée de __________ par rapport à 
du 25 N 
— représente la dérivée de _______ par rapport à 


Dérivées successives de fonctions 


1) Notations pour exprimer les dérivées successives d’une fonction y = f (x) 


d d 
Dérivée première y’ ou y0 f'@) ou f o (x) 2 ou —(f(x)) 
dx dx 
Dérivée seconde 
Dérivée nième 
d'y d On , 
Li r ( ) b) FD =(— 


Dérivation implicite 

Soit une équation de la forme F{x, y) = G{x, y). Pour déterminer 2, nous pouvons suivre les étapes suivantes. 
1" étape: 
2° étape: 
3° étape: 
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à Biologie Æ® chimie (SS néministraton #3 Physique 


© Exercices se réalisant à l’aide d'un outil technologique. 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes 
de synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies 
à la fin du manuel. 


1. Calculer = pour les fonctions suivantes. 


b) y=(1-7x° 

c) y=& 1) +4° 
d)y=x +4V3x+1 
e) y=x?V3x+1 


Vr+1 2 
5 


g)y=(2-2"(7x+3) 


h) y=5V2x° +5x+7 


f) y= 


ÉD e3)0 =), 


De see 


2. Calculer: 
* e 2, 6 ++ 
dx\Vx Vx 8 


2 
: x —x+1 
b) g G)sig(x)=— 
JE d2) 


vos ï 
Ô EL #0 


d) f'Q) if) = 5x7) /xT 


9 = oi y72 | 
du 5 


) +) 
dt\ 3-r 


. Calculer f(x pour les fonctions suivantes. 


Exercices récapitulatifs 


1+3x 
1—3x 
ï | LL 
dt 


8 


g) g’(x) si g(x) = 


ÿ L{oV24 x ] 
dx 
D go si =] ET 


d 4,3 2 2 
k) = (v?+1)+v°(1+v°)) 


= 


b) FO = [3x (5 -x9T" 


9 f@ = [@ + D - D 
5 4 
a 0 =| 2x)* bons | 
DE ai 
Sr 
D fo = x 
g) f(x) = x" (x — Vx)+ 3x + 3x + V3x 
H) f)= —— 
#1 
3 X 
a) 


5 
D FO = 


j) f(@) = a(bx+c)+ Ga 
ex+m 


: (ax° +1) 
k) f(x) = (a+x°Ÿ 
DC CE 
G-x) 
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. Calculer —— co 


Calculer: 


a) f(x) et f(x) si f(x) = x° — _ +7x 


dd 

b) —< et —— San — 

dx* de. ‘ + 
ds à 

C et —© si x(f) = Ÿ1—1 + 

HU QE V2r+1 
DT x xl 

d)\) et —— Si Y = 

Ne 


JC) Doc 


1 


f@)=a,x"+a, x" + … +ax+a,oùa, Z0 


D F0, f 20) et f(x) si FO) = + 
X 


. Pour chacune des fonctions suivantes calculer, si c’est 


possible, la pente de la tangente à la courbe de f aux 


points P(1, f (1)) et Q(0, f (O)). 


D) - El 
b) f@ = a +1) 
dti nn Fe 


pour chacune des équations suivantes. 


De 
a) Nr in b) 3y/+5x=3-5y 
c) 1, 12 1e 
x y 
2 
AV D LE ÿ 
9 YOor D y X+y 


Pour chacune des équations suivantes, déterminer 
l'équation de la tangente à la courbe au point donné. 


a) x y°(1 + xy) +4 = 0, au point R(I, -2) 
b) xy — y =-60, au point T(2, 8) 
c) +») = 3x + y — 10, au point S(2, -4) 


Soit l'équation x° — xy + y =x- y. 
a) Déterminer l'équation de chacune des tangentes à la 
courbe lorsque x = 0. 


b) Déterminer des points de la courbe où l’on retrouve 
des tangentes parallèles aux tangentes précédentes. 

c) Représenter graphiquement la courbe et les tan- 
gentes précédentes. 

G 2] 3 4 1 

Soit y = 5x x, x=3u +1lu=1-tt ett=- 

& 
Calculer, si c’est possible, la dérivée demandée et éva- 
luer cette dérivée à la valeur donnée. 


10. 


11. 


12. 


13. 


© 


14. 


a) de et us b) æ et Ca 

dt dt t=-2 du du re? 
C) de et d) dy et d 

dz dz |:=1 dz dz|:-05 


Sachant que: 
ci 


a) d = 12x° et que = -2, évaluer 
dx dt dt 


Pt 
2 

b) = 

cù 

dt = 


a= =4-5r et que x(-1) = 3, évaluer 


Pour chacune des fonctions suivantes, calculer, si c’est 
possible en x = 1, la pente de la tangente à la courbe et la 
pente de la droite normale à cette courbe: illustrer gra- 
phiquement la courbe, la tangente et la droite normale. 


a) fHO=(x-1) +2 b) g(x)= Ÿx=1+2 


Soit f C9 = x° + 6x? — 15x +2. 

Déterminer, si c’est possible, les points de la courbe 
de f où la tangente à la courbe de fest: 

a) parallèle à l’axe des x; 

b) parallèle à la droite d’équation y = -15x + 4; 

c) parallèle à la droite d’équation y = -27x — 5; 

d) parallèle à la droite d’équation y = -28x + 15; 

e) perpendiculaire à la droite d’équation x + 48y + 1 = 0. 


So) 2x ta ls 
a) Calculer la pente de chaque tangente à la courbe de 
faux points où la courbe rencontre 


1) l’axe des x; ii) l’axe des y. 

b) Déterminer approximativement les coordonnées 
des points de la courbe f, où la tangente à cette 
courbe est parallèle à l’axe des x. Vérifier la perti- 
nence du résultat à l’aide d’une calculatrice à affi- 


chage graphique ou d’un logiciel approprié. 


Déterminer le point C(c, f (c)) de la courbe de f, défi- 
nie par f (x) = -x° + 12x — 20, tel que la tangente à la 
courbe en ce point soit parallèle à la sécante passant 
par A(3, f (3)) et B(8, f (8)). Représenter graphiquement 
la courbe, la sécante et la tangente. 
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2. 2. 
15. Soit l’ellipse d’équation —— | 


a) Déterminer l’équation de la tangente représentée. 
b) Calculer l’aire du triangle AOB. 


c) Déterminer l'équation de la tangente à l’ellipse qui 
est parallèle à la tangente représentée. 


16. a) Soit Vx + /y =3. 


1) Déterminer l'équation de la tangente à la courbe 
lorsque x = 1. 


11) La tangente précédente rencontre les axes en 
(0, a) et (b, 0). Déterminer a + b. 


@) iii) Représenter graphiquement la courbe et la tan- 
gente précédente. 


b) Soit Vx +/y =c,où ceIR. 


Une tangente à cette courbe rencontre les axes en 
(0, r) et (s, 0). Déterminer r +s. 


Pot Gr = Sc 


a) Déterminer l’équation des droites tangentes à la 
courbe de f aux points où cette courbe coupe l’axe 
des x et illustrer graphiquement cette courbe et ces 
deux droites. 

b) Calculer l’aire À du triangle formé par l’axe des x et 
les deux tangentes précédentes. 


2. Déterminer, s’il y a lieu, le point de tangence à la 
courbe de f de la droite donnée. 


Représenter graphiquement la droite et la courbe de f. 


DA 2 0 


1) y, =4x-17 ll) y,=-4x-5 
@) b) FD = 2x -4x+1 
i) y, = 20x + 33 ii) y, =-4x+2 


17. Soit x” + y” = 468, où x > 0 et y>0 
On veut tracer une tangente en un point P telle que 


l'aire de la région ombrée ci-dessous soit de 507 u°. 


ÿ 


x2+ y? = 468 


P(215) 


Déterminer les coordonnées des points satisfaisant les 
données précédentes. 


18. a) Démontrer, en utilisant le théorème 4.6, 
que si H() = f (9) + 20 + KO), 
alors H'(x) = f’ (x) + g’@) + ko). 


b) Démontrer, à l’aide de la définition de la dérivée, 
que si H(ù) = f (x) — gx), alors H'() = f(x — g'(. 


19. Soit g(x)=x"",oùmeZetne Z*. 
Démontrer, à l’aide de la dérivation implicite, que 
d m 


min 
mt = X 
ne l n 


min —1 


Problèmes de synthèse 


3. Soit f( = (x + 1D’Cx — 3) + Loù T et T, sont des 
droites horizontales tangentes à la courbe de f. 


Calculer l'aire du rectangle ABCD. 
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4. Soit f () = 3x° + 5x° — 18x + 6 et g() =x° + 2x7 + 18x + 6. 
a) Déterminer les valeurs de x, et de x, telles que les 
tangentes à la courbe de f, aux points P(x,, f (x,)) et 
R(x,, f(X)), soient respectivement parallèles aux 
tangentes à la courbe de g, aux points S(x,, g(x,)) et 

T(x;, g(x.)), pour chacune de ces valeurs. 


@) b) Représenter graphiquement les courbes de f et de g, 
et les tangentes respectives à ces courbes aux points 
PIRASEUNE 


5.…_Sotf = (1) xx +1). 
a) Soit D, la droite d’équation x + 4y= 1. 


1) Déterminer les coordonnées des points d’inter- 
section de la courbe de f'et de la droite D. 


11) Déterminer si la droite D est tangente à la courbe 
de f en l’un des points d’intersection obtenus en a). 


11) Déterminer sur la courbe de fun point C(c, f (c)) 
où la tangente à la courbe en ce point est paral- 
lèle à la droite D et déterminer l'équation de 
cette tangente. 


iv) Représenter graphiquement la courbe de f et les 
deux droites parallèles. 


b) Déterminer la valeur de x pour laquelle f’(x est 
minimale et donner les coordonnées du point M de f 
où f ’(x) est minimale. 


6. Soit f (x) = (4x — 9) + 3 et g(x) =4— x’. 
a) Déterminer les valeurs de a telles que la tangente à 
la courbe de f au point A(a, f (a)) et les axes forment 
un triangle isocèle. 


b) Déterminer les valeurs respectives de b et de c telles 
que les tangentes à la courbe de g aux points 
B(b, g(b)) et C(c, g(c)) forment un triangle équilatéral 
avec l’axe des x. 


7. Soit la droite D tangente à la courbe définie par 
x°5 + y*® =4 au point P(2V2,242). Calculer l'aire A 
du triangle délimité par D et les axes. 


@ 


Représenter graphiquement. 


8. a) Soit f (x) = 2x gx) et g(0)=5. 
Évaluer f /(0), si g”( est définie pour tout x. 
— 2 ee 
b) Soit f(x) = = Évaluer f (3), si g’(x) est définie 
g(x 


pour tout x et g(3) z 0. 
c) Sachant que f (0) = 0 et f (0) = 3, évaluer H(0) si 
HQ) = f à) f (5 et si f ”() est définie pour tout x. 


9 Déterminer les valeurs de a et de b telles que 


a) la pente de la tangente à la courbe de f, définie par 
1 ED= ax? + bx+ 1, au point P(2, 3), soit égale à 7; 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


b) les courbes définies par f (x) = x et gx) = ax° + b se 
rencontrent perpendiculairement en x= 1, c’est-à-dire 
que les tangentes en x = 1 soient perpendiculaires. 


Sat). 

Déterminer deux points, A(a, f(a)) et B(-a, f(-a)), 
tels que les tangentes en ces deux points soient 
perpendiculaires. 


Soit la parabole définie par f(x) = a(x + 1) (x — 7), 
représentée par le graphique ci-dessous. 


Déterminer, en fonction de a, les coordonnées des 
points P et Q, si les tangentes en ces points sont per- 
pendiculaires entre elles. 


Soit f(x) = Vx. Déterminer le point A(a, f (a)) sur la 
courbe f tel que la tangente à la courbe en ce point 
passe par le point P(-4, 0). Représenter graphiquement 
la courbe et la tangente. 


Calculer l’aire À du triangle délimité par les axes et la 
droite qui passe par le point P(4, 0) et qui est tangente à 


1 

la courbe de f, où f(x) = —. Représenter graphiquement 
x 

la courbe de f et la tangente. 


Soit la parabole y” = 9x. 
ÿ 


La droite qui passe par les points P et Q est la droite 
normale à la courbe au point P et la droite qui passe par 
P et M est parallèle à l’axe des x. 
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15. 


16. 


Déterminer les coordonnées du point S(s, 0) tel que la 
droite qui passe par les points P et Q soit bissectrice de 
l’angle SPM, si les coordonnées de P sont 


a) P(4,6); b) P(a, b). 


L'hydrogène H et le monoxyde de carbone CO réagis- 
sent pour former du méthanol: 


2H, + CO — CH,OH 


Hydrogène 
Oxygène 


Après f secondes, la quantité en grammes de méthanol 


5 

est donnée par Q(f) = 3 — ra 

a) Calculer la quantité initiale de méthanol. 

b) Calculer la variation de la quantité de méthanol sur 
DE&SAE 

c) Calculer le taux de variation moyen de la quantité 
de méthanol sur 
1) [25,35]; ü) [35,45]. 


d) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané de la quantité de méthanol en fonction 
du temps. 


Déterminer le taux de variation instantané de la 
quantité de méthanol exactement 


e) 


1) 35 après le début de la réaction; 
11) 5s après le début de la réaction. 


f) Déterminer après combien de temps le taux de varia- 


tion instantané de la quantité de méthanol sera de 
NH ue . 
1) nn g/s; ii) O,015 g/s. 


Le potentiel électrique V, en un point P situé sur l’axe 
d’un anneau de rayon a et de charge totale Q, est 


kQ 
donné V(x) =, 
onné par V(x) crane 


uniformément chargé. 


où k E IR, pour un anneau 


\ 


ee 


” 


20. 


Déterminer E,, la composante en x du champ électrique, 


SE — ne 


dx 
De façon générale, l'équation de Van der Waals est 
donnée par 
2 
an 
me 


où les variables V P et T désignent respectivement le 
volume, la pression et la température ; a, n, b et R sont 
des constantes qui dépendent de la nature du gaz. 


Jv = nb) = nRT, 


a) Déterminer . lorsque T'est constant. 
B .….  dV 
b) Déterminer . lorsque P est constant. 


Un manufacturier estime que le nombre x d’unités qu’il 
peut vendre dans un mois à un certain prix p, en dol- 
lars, est donné par l'équation x = 1200 — 4p. 


De même, il estime que, pour la même période, ses coûts 
C de fabrication sont donnés par C(x) = 500 + 60x. 


a) Déterminer le prix p en fonction de x. 
b) Déterminer la fonction revenu R en fonction de x. 


c) Sachant que le profit P est donné par le revenu 
moins les coûts, déterminer P(x). 


d) Déterminer le seuil de production x tel que P'(x) =0 
et interpréter le résultat. 


Un manufacturier a déterminé que le coût de pro- 
duction C du dernier trimestre est donné par 
C(® = 25x° + 10 000, où x est le nombre d’unités fabri- 
quées et C(x) est en dollars. 


a) Déterminer la fonction €, donnant le coût unitaire 


moy 


moyen pour fabriquer un certain nombre d’unités. 


b) Représenter graphiquement la courbe de C 


moy" 

c) Déterminer le seuil de production x tel que 
F . 2 2 

(Cyoy ()) = 0 et interpréter le résultat. 

Un bijoutier estime qu’en vendant une montre p dol- 

lars, la quantité Q de montres vendues chaque mois 

sera donnée par 


4 
oo 


; exprimée en unités. 
De plus, il estime que dans f mois, où f € [0, 24], 
il pourra vendre ses montres au prix de 
ne .. 
p(t) = (5 +21, exprimé en dollars. 


Déterminer le taux de variation de la quantité de mon- 
tres vendues mensuellement par rapport au temps dans 


a) 9 mois; b) 18 mois. 
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21. Soit le cercle de rayon 1 centré sur l’axe des y et tan- 
gent à la parabole définie par y = x°. 


» 


a) Déterminer les points d’intersection P et R du cercle 
et de la parabole, et calculer la pente de la tangente 
en ces points de rencontre. 


b) Déterminer les coordonnées du centre € de ce 
cercle. 


22. Soit le folium de Descartes défini par 


x + = 3x. 


a) Calculer co 3 


dx 


b) Déterminer l'équation de la tangente à la courbe au 
point A(a, a), où a 0. 


c) Déterminer l’équation de la droite normale à la tan- 
gente précédente. 


d) Déterminer les points P(x, y) et R(x, y), tels que 
x £ y, où la tangente à la courbe est respectivement 
horizontale et verticale. 


23. Soit la courbe d’équation 
Y+y =5y+x 4. 
a) Calculer la pente des tangentes à la courbe aux 
points où la courbe coupe l’axe des x. 
b) Déterminer les points de la courbe où la tangente est 
i) verticale; ii) horizontale. 


@) ©) Représenter graphiquement la courbe. 


24. Soit le lemniscate défini par 
3° + y”) = 100xy. 
@) a) Représenter graphiquement la courbe de cette 
équation. 
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25. 


26. 


27. 


28. 


b) Déterminer la pente de la tangente à la courbe aux 
points suivants. 


i) PG,1) 
ii) R(C3, -1) 


11) Q(1, 3) 
1v) S(-1, -3) 


Soit la courbe d’équation x° = x° — y”. 

a) Déterminer les points de la courbe où la tangente 
est horizontale. 

b) Déterminer l’équation de chacune des tangentes à la 
courbe au point O(0, 0). 

c) Déterminer les points de la courbe où la tangente 
est verticale. 


d) Représenter graphiquement la courbe et les tangentes 
précédentes. 


Soit la courbe d’équation x° + y° = 4/x° + y* — y défi- 
nissant une cardioïde. 
a) Calculer l’aire À du triangle de sommets 
P(-1, 0), Q(1, 0) et R(r, r,) où R est le point d’inter- 
section des tangentes à la courbe aux points P et Q. 


b) Représenter graphiquement. 


a) Soit les courbes C, : 2x° + y” =43 et C, : 3y—25x=0. 

1) Démontrer que les courbes sont orthogonales 

en leurs points d’intersection, c’est-à-dire que 

les tangentes en ces points d’intersection sont 
perpendiculaires. 


li) Représenter graphiquement les courbes et les 
tangentes aux points de rencontre. 

b) Soit les courbes C,: xy = c, où c ER \ {0}, et 

C:x -y =k,oùkeIR\{0} 

1)  Démontrer que les courbes C, et C, sont ortho- 
gonales en leurs points d’intersection. 

li) Représenter graphiquement les courbes C, et 
C, si P(3, 2) est un point d’intersection de C; 
ete; 

11) Représenter graphiquement les courbes C, etC, 
sic=-V3 etk=-2. 


Soft) =r. 

a) Les droites normales aux points S(-a, f(- a)) et 
T(a, f(@a)), VaeR, où a Z 0, se rencontrent en 
B(0, b). Exprimer b en fonction de a. 


b) Démontrer que toute droite normale à la courbe 
de f, sauf celle qui passe par O(0, 0), rencontre la 
courbe de f en deux points. 
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e présent chapitre a pour objectif général de familiariser 
l'élève avec diverses applications de la dérivée en physique, 
en chimie, en géométrie, en économie, etc. 


La poursuite des objectifs d'apprentissage rendra l'élève capable de 
résoudre divers problèmes à l’aide d'exemples d'application préala- 
blement résolus. En particulier, à la fin de ce chapitre, l'élève pourra 
résoudre le problème de vitesse suivant. 


Un policier-patrouilleur garé au point P, à 20 m d’une route, pointe 
son radar sur une automobile qui se trouve au point A. Le radar 
indique la vitesse de rapprochement entre l’automobile et la voi- 
ture de patrouille. La limite de vitesse permise est de 30 km/h. 


a) Si le radar indique 25 km/h lorsque la 


; = (C A 
distance entre C et A est de 15 mètres, BE 
une contravention est-elle justifiée? 5h 
Expliquer. 
b) Qu’indiquera le radar si l'automobile P 


roule à la vitesse permise lorsque la dis- 
tance entre C et A est de 40 mètres ? 


(Voir l'exercice récapitulatif n° 17, page 241) 


he L 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Pourquoi a-t-on inventé le calcul différentiel et intégral ? 


st-ce un hasard si le calcul s’est développé pré- 

cisément au xvIi° siècle? Eh bien, non. Pour le 

comprendre, jetons un regard panoramique sur les 
deux siècles, de 1500 à 1700, qui correspondent à l’une des 
plus riches périodes de l’histoire des sciences, la Révolution 
scientifique. En quoi peut-on parler de révolution ? Voyons 
quelques exemples. Au milieu du xvr° siècle, en déplaçant 
le Soleil au centre de l'Univers, Copernic (1473-1543) 
propose un système reproduisant avec grande économie 
conceptuelle les mouvements apparents des planètes. Mais, 
conséquences géométriques de ce recentrage de l’Uni- 
vers, les étoiles doivent alors être situées à une très grande 


distance de la Terre. De plus, les lois de la nature semblent 
être les mêmes pour les objets près de la Terre et les corps 
célestes. Auparavant, on concevait l'Univers comme relative- 
ment limité. On croyait les planètes et les étoiles relativement 
près de la Terre et leurs mouvements régis par des lois 
différentes de celles auxquelles étaient soumis les objets 
terrestres. Galilée (1564-1642), dans la première moitié du 
siècle suivant, conforte les idées de Copernic aussi bien en 
tournant sa lunette vers la Lune et Jupiter qu’en mettant 
en évidence les lois de la chute des corps. À peu près en 
même temps que Copernic travaillait sur sa nouvelle des- 
cription de l'Univers, Jacques Cartier découvrait le Canada. 
L'époque des grands explorateurs est alors véritablement 
engagée. Les bateaux des grandes puissances d'Europe 
sillonnent les océans et la mise au point des canons révolu- 
tionne l’art de la guerre. 


Qu'ont en commun tous ces événements ? Le mouvement. 
Mouvement des astres, des bateaux, des boulets de canon. 
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Au xvIi' siècle, l'étude du mouvement devient de première 
importance. De là émergent quatre grands types de pro- 
blèmes auxquels s’attaquent les scientifiques de l’époque. 


D'abord le problème de savoir si, connaissant la distance 
parcourue à tout moment, il est possible de connaître la 
vitesse et l’accélération à chaque instant ? Ou, à l’inverse, 
la vitesse ou l’accélération étant connue à chaque ins- 
tant, peut-on trouver la distance parcourue en un temps 
donné ? 


En deuxième lieu, on veut déterminer précisément les tan- 
gentes à certaines courbes. Cette question se rattache à 
l'étude du mouvement et à l’optique. La direction du dépla- 
cement d’un objet en mouvement est donnée par la tangente 
à la trajectoire de l’objet. La fabrication des miroirs para- 
boliques et surtout des lentilles nécessite la détermination 
des tangentes ou des normales aux surfaces de ces derniers. 
Alors que s'étend l’usage des lunettes pour la navigation et 
pour l’observation astronomique, sans parler de celles que 
portent les humains pour améliorer leur vue, cette question 
devient primordiale. 


Le troisième grand problème est celui de la détermination 
des maxima et des minima (voir le chapitre 6). En balis- 
tique, par exemple, on veut savoir pour quel angle d’élévation 
d’un canon le boulet atteindra la cible la plus éloignée pos- 
sible. En astronomie, on cherche à connaître les distances 
maximale ou minimale d’une planète par rapport au Soleil. 
En optique, le trajet de la lumière dans un corps transparent 
est aussi analysé sous l’angle du plus court trajet entre deux 
points. Ce genre de principe de minimalité deviendra cen- 
tral aussi en mécanique. 


Enfin, le quatrième grand problème touche la mesure de 
la longueur d’une courbe ou de l’aire d’une surface d’une 
figure plane ou tridimensionnelle. La détermination de la 
distance parcourue par une planète en un temps donné, 
la détermination d’un centre de gravité, le calcul de la force 
d'attraction entre deux corps entrent dans cette catégorie. 


En 1700, le calcul différentiel fournira des outils pour 
résoudre les trois premiers grands types de problèmes. Le 
calcul intégral s’attaquera pour sa part principalement à la 
dernière catégorie de problèmes, mais aussi à la troisième. 


L'invention du calcul différentiel et intégral découle donc de 
besoins qui se sont manifestés avec une acuité particulière 
au moment de la Révolution scientifique. On peut même 
dire que ce calcul en est l’un des fruits les plus précieux. 


Exercices préliminaires 


1. Déterminer l’aire À et le périmètre P ou la circonfé- 
rence C des figures suivantes. 


2. Déterminer le volume V et l’aire totale À des figures 
suivantes. 


3. Soit les triangles suivants. 


b € 
Exprimer les expressions suivantes 
en fonction de a et b, ou de a et c, < 
ou de bet c. 
X 
x 
à De 2 d) c 
y Z 7 


4. Résoudre les équations suivantes. 
a) -4,9x? + 39,2x + 44,1 = 91,875 
b) 40x° +44 _ 469 
Fe 2) 3 


5. Donner la définition des expressions suivantes pour 


une fonction dérivable y = f (x). 
a) TVM, b) TVI 


x, x+h] (&, f @) 


-30 
(2x +1) 
a) i) Évaluer f (33). 
li) Résoudre l'équation f (x) = 33. 
b) i) Évaluer f (33). 
ii) Résoudre l'équation f(x) = 33. 


EF? 


+ 5x 


Soit f(x) = 


7. Soit f(t) = V31+1 —-21+5. Résoudre les équations 
suivantes. 


a) f (D = -20 b) fO=S 


8. Soit x la position, en mètres, d’un mobile à l'instant f, 
où est en secondes. 
Compléter les énoncés suivants. 
a) La vitesse moyenne sur [f,, f,] est donnée par 
el © 
b) Si x) est dérivable, la vitesse instantanée est 
donnée par v(f) = 


9 a) Soitz=f (x et x = g(f), deux fonctions dérivables. 


Compléter : Z = 
dt 


4 
b) Soit z = Ex et x = Var. 
x 


Calculer Æ et ti 
dt dt 


t=1 


1 
c) Soit À = 6x? et x = si 


= . Calculer: 
t +1 

da, dA) da 

D ls dl. 

dx dx dx 

1i) ë ; 

Gé les Œlazcr 
A. dA 
iii) male 


10. Calculer D si 
dx 
__ 40x° +44 


a) y=xV20- x? ; b) y ne 


y ni 0; d) x —2xy = y” + 3x. 
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5,1 Taux de variation instantané 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra utiliser la dérivée pour calculer y 
le taux de variation instantané de fonctions dans divers domaines. 250 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 200 

150 


+ de donner la définition de la fonction vitesse ; 100 
+ de donner la définition de la fonction accélération ; 50 


° d'utiliser les fonctions «position», «vitesse» et «accélération » 
d’un mobile pour résoudre certains problèmes de physique ; 


+ de résoudre des problèmes de taux de variation instantané en chimie ; 

+ _de résoudre des problèmes de taux de variation instantané en géométrie ; 
° de donner la définition de coût marginal ; 

* de donner la définition de revenu marginal; 

+ de résoudre des problèmes de taux de variation instantané en économie. 


P(g)=64/q -(q° +50) 


Nous avons déjà vu, au chapitre 3, que le taux de variation instantané d’une fonction 


est égal à la dérivée de cette fonction. 


Dans cette section, nous utiliserons la dérivée pour résoudre des problèmes de taux de 
variation instantané de fonctions dans divers domaines tels que la physique, la chimie, 


la géométrie, l’économie, etc. 


Taux de variation instantané en physique 


particule sur un intervalle de temps [f, , ,] par: 


X;—X;, _ Ax 


Émis, 
RU pr At 


Dans la section 3.1, nous avons défini (définition 3.3) la vitesse moyenne v, , 1 d’une 


où x représente la position de la particule en fonction du temps f. 


La vitesse moyenne correspond donc au TVM de la position en fonction du temps. 


Nous avons également défini (définition 3.8) la vitesse instantanée en 1 = a par 


.. Ax _—. ; . D. à 
v,_, = lim —, lorsque la limite existe, où Ax= x(a + Ar) — x(a). Ainsi 


At—0 Af 


dx 


V Æ — 
dt |=a 


ts 


De façon générale, la fonction donnant la vitesse instantanée (ou vitesse) est égale au 
taux de variation instantané de la position en fonction du temps, c’est-à-dire à la déri- 


vée par rapport au temps de la fonction donnant la position. 
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Définition 5.1 La fonction vitesse, notée v(f), est définie par 


v(r) = &, c’est-à-dire v(f = x’), 


où x représente la position en fonction du temps f. 


Exemple 1 Du haut d’un pont, une pierre est lancée verticalement vers le haut. 
La position x de la pierre au-dessus de la rivière, en fonction du 
temps , est donnée par x(f) = 58,8 + 19,61 — 4,97, où fr est en 
secondes et x(f), en mètres. 


a) Déterminons la fonction donnant la vitesse de la pierre en fonction du temps. 
dx 


DE définition 5.1 
À (58,8)-0 v(r) 7 (définition 5.1) 
dt e 
: 5 = —(58,8 + 19,61 — 4,9r° 
à (19,61) = 19,6 = ) 
L(A9P)= -9,81 D'où v(f) = 19,6 — 9,8f, exprimée en m/s. 


b) Calculons les vitesses suivantes de la pierre. 
Lorsque la vitesse est i) Vitesse initiale le 
positive la pierre monte. V,= v(0) = 19,6, d’où V,= 19,6 m/s. 
1) Après 0,5 seconde. 
v(0,5) = 19,6 — 9,8(0,5) = 14,7, d’où v(0,5) = 14,7 m/s. 


Lorsque la vitesse est iii) Après 3 secondes. 


négative la pierre descend. v(3) = 19,6 — 9,8(3) = -9,8, d’où v(3) = -9,8 m/s. 
c) Déterminons le temps nécessaire pour que la pierre cesse de monter. 
Lorsque la vitesse est Il s’agit de déterminer f lorsque v() = 0. 
Ile la pi se di PE 
+ Ainsi, 19,6 — 9,81 = 0, donc 1 = 2 
monter pour commencer à 
descendre. d’où après 2 secondes la pierre cesse de monter. 


d) Déterminons la hauteur maximale qu’atteindra la pierre. 
L'objet est à sa hauteur maximale lorsque v(à = 0, c’est-à-dire après 2 s (voir c)). 
x(2) = 58,8 + 19,6(2) — 4,9(2) = 78,4 
D'où la hauteur maximale est de 78,4 m. 
e) Déterminons approximativement la hauteur du pont. 
Cette hauteur est approximativement égale à la position initiale de la pierre, 
c’est-à-dire x(0). 
Puisque x(0) = 58,8, la pierre est projetée d’une hauteur de 58,8 m. 
Ainsi, la hauteur du pont est d'environ 58,8 m. 


(w) 
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(wi 


f) Déterminons la distance totale d parcourue par la pierre, du point de lancement 
jusqu’à la rivière. 
La distance totale d parcourue est égale à la distance de montée plus la 
distance de descente. 


d=(78,4-—58,8)+ 78,4 = 98 x) 
distance distance -. (m) X() = 58,8 u 19,65 e 4,96 
de de distance 80 
montée descente de 
.\ 60 
montée : 
D'où d = 98 m. distance 
40 de 
g) Déterminons la vitesse v, de la pierre 20 descente 
au moment précis où elle touche l’eau. 
La pierre touche l’eau lorsque x(à = 0, De 
c’est-à-dire -4,9F + 19,61 + 58,8 = 0 (s) 
En résolvant, nous obtenons f, = 6 et f, = -2 (à rejeter). 


Il faut calculer v(6). 
v (6) = 19,6 — 9,8(6) = -39,2 
D'où v,= -39,2 m/s. 


Accélération Lorsque la vitesse d’une particule varie en fonction du temps, on dit que la particule 
subit une accélération. Cette accélération est positive lorsque la vitesse augmente, 
négative lorsque la vitesse diminue et nulle lorsque la variation de vitesse est zéro. 


Par exemple, la vitesse d’une voiture augmente lorsqu'on appuie sur l’ac- 
célérateur. La voiture ralentit lorsqu'on appuie sur les freins. 


Supposons qu’une particule en mouvement a une vitesse v, à l'instant f, et 
une vitesse v, à l'instant f,. 


L'accélération moyenne d’une particule sur l'intervalle de temps [f,, f,] est donnée 


Av | ne :  : 
par le rapport —, où Av = v, — v; est la variation de la vitesse sur [f;, f,]. Aïnsi, 
At 


Vs _ Av 
t,—t, A 


di ts] = 


F 


L’accélération moyenne correspond donc au TVM de la vitesse en fonction du temps f. 
Puisque l'accélération n’est pas toujours constante, il peut être utile de définir la 
fonction a donnant l’accélération instantanée (ou accélération), qui est la limite de 
lPaccélération moyenne lorsque Af tend vers zéro. Ainsi, 


; AY os : 
a(t) = lim —, lorsque la limite existe. 
A0 Af 


De façon générale, la fonction donnant l'accélération instantanée (ou accélération) est 


égale au taux de variation instantané de la vitesse en fonction du temps, c’est-à-dire à 
la dérivée par rapport au temps de la fonction donnant la vitesse. 
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Définition 5.2 La fonction accélération, notée a(?), est définie par 


a(t) = _ c'est-à-dire a(i) = v’(), 


où y représente la vitesse en fonction du temps f. 


: dx 
Puisque v = a nous avons 
t 


dv df dx d?x 
f) = — = = c'est-à-dire a(f) = v’(f) = x”(r), ainsi 
a(f) A aa) de at) = v'() = x”) 


2 


d X ” 
a(t) = 7e ou a(t) = x”(t). 


Nous avons donc que l'accélération instantanée est aussi égale à la dérivée seconde 
par rapport au temps de la fonction donnant la position en fonction du temps. 


SUN La vitesse d’une particule dans une direction donnée varie en fonction du temps selon 


l'expression suivante : 
v(®) = 45 + 10r-4#,oùte [0s, 5 s] et v() est exprimée en m/s. 


a) Déterminons l'accélération moyenne sur [0 s, 3 s], c’est-à-dire a, ; 4. 
v(3)— v(0) 39—45 
CPR rc cn me à 
3—0 3 

D'où 4p,,34 = -2 M/S. 

Le signe négatif signifie que la pente de la sécante passant par les points P(0, v(0)) et R(3, v(3)) de la 
courbe vitesse-temps est négative, c’est-à-dire que la particule décélère de 2 m/s? en moyenne, sur 
[0 s, 3 sl. 


b) Déterminons l’accélération à 1=2s. 
a(t) = ue (définition 5.2) 

dt 
d 2 

= — (45 + 105 — 4r°) 
dt 

= 10 — 8 

Donc, a(f) = 10 — 8f, exprimée en m/s°. 
D'où a(2) = 10 — 16, c’est-à-dire -6 m/s°. 


Le signe négatif signifie que la pente de la tangente à la courbe de v au point Q(2, v(2)) est négative, 
c’est-à-dire que la vitesse de la particule décroîft instantanément de 6 m/s° lorsque 1 = 2 s. 
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c) Représentons graphiquement la courbe de v précédente, ainsi  v() 
que la sécante (voir a)) et la tangente (voir b)). (m/s) | |Tangehte au point Q(2, 49) 


; Sécante 
La pente de la sécante est égale à l’accélération moyenne passant par 
sur [0 s, 3 sl. P(0, 45) et 
30 R(3, 39) 


La pente de la tangente est égale à l’accélération instanta- 20 


née A2; v(é) = 45 + 10r- 47 


Le philosophe, mathématicien et physicien anglais sir Isaac Newton (1642-1727) 


Force 
a établi que la force exercée sur un mobile est égale au produit de sa masse par son 
accélération. Nous avons donc F = ma, où m désigne la masse du mobile et a, 
son accélération. 
Tout comme l'accélération, la force peut être une fonction du temps, c’est-à-dire : 
F(?) = ma(r) 
dv 
= m— (définition 5.2) 
dt 
d { dx 
= _E (définition 5.1) 
dt \ dt 
dt 
dt” 
Ainsi, 
dv (heu 
F@=maQ où FÜ=m— où FÜ=m— 
dt dt 
Inewton Si l'unité de masse est le kilogramme (kg) et l’unité d'accélération, le mètre par 


seconde carrée (m/s°), alors l’unité de force est le newton (N). Donc, une masse de 
1 kg qui reçoit une accélération de 1 m/s est soumise à une force de 1 N. 


HOUUERS Une locomotive pousse un wagon dont la masse est de 15 000 kg. La 
position de cette locomotive en fonction du temps est donnée par 


3 
X(t) = _… oùte [0s, 40 sl] et x(f) est en mètres. 


a) Déterminons la fonction v donnant la vitesse et la fonction a donnant l’accélé- 
ration de la locomotive en fonction du temps. 
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d se 
v(f) = ee (définition 5.1) : a(f) = cù (définition 5.2) 

dt À dt 
di # De d | P | F2 | 

= —| — car x = : =—| —— || carry = — 
dt\ 300 300 ) : dt \100 100 
1e A 

= 100 50 


2 


ee t ve 
D'où y(r) = a. exprimée en m/s.  : D'où a(f) = 50° exprimée en m/s’. 
100 


b) Déterminons l’accélération et la force lorsque 1=5 s. 


t 5 
1) = —, ainsi a(5) = — = 0,1 
a(t) 50 ainsi a(5) 50 


D'où a(5) = 0,1m/s°. 
De plus, F(t) = ma(r) = 15 000 = 3007. Ainsi, F(5) = 300(5) = 1500. 
D'où F(5) = 1500 N. 
c) Déterminons l'accélération et la force à l’instant précis où la vitesse de la loco- 
motive est de 10 m/s. 
En posant v(f) = 10 ER 
fe 


À) 
— = 10 (ca v(r) = = 
100 100 


Donc, f, = -V/1000 (à rejeter) ou r, = 1000 
1000 ( t ) 
Car a(t) = — 
50 50 
D'où a(/1000) = 0,63 m/s°. 
De plus, F(V1000) = 3004/1000 (car F(r) = 300r) 
D'où F(/1000) = 9486,83N. 


d) Déterminons la vitesse et la position de la locomotive à l’instant précis où son 
accélération est de 0,7 m/s. 


Aïnsi, a(/1000) = 


En posant a(f) = 0,7 


= 0,7 feu a(t) = à 
50 50 


Donc, f = 35. Ainsi, 


35 1 | 35 | F | 
35 ei = — x 35 = —_— 5 = .—=— . 
HE® 100 (ea 1 100 500 Le 300 


D'où v(35) = 12,25m/s et x(35) = 142,92 m. 
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Taux de variation instantané en chimie 


IL Y A ENVIRON 225 ANS... 


La chimie commence à vraiment se quantifier à la fin du 
xvu° siècle, principalement avec les travaux de Lavoisier 
qui introduit dans ce domaine l’usage d’appareils de mesure 
comme la balance précise, le thermomètre et le calorimètre. 


A” 
Lavoisier (1743-1794) 


La notion de taux de variation instantané est utilisée dans l'étude d’une réaction 


chimique. 


HOUUEME Deux produits chimiques, A et B, réagissent pour former un produit C: A +B — C. La quan- 
tité du produit € notée Q(f) est donnée par 


,oùte [0s, 60 s] et O(r) est en grammes. 


a) Déterminons la fonction 7 donnant le taux de variation instantané de la quantité du produit C en fonction 


30 
QUES 21+15 
du temps . 
T() = ee do su } pie 
dt dt  25+15 (21+15) 
D'où T(r) = PAT exprimé en g/s. 


b) Calculons la quantité initiale du produit C et le taux de variation instantané initial. 


La quantité initiale du produit C est obtenue en 
calculant Q(0). 


30 
DO et 


D'où Q(0) = 0 g. 


c) Calculons 


1) la quantité Q lorsque le taux de variation instan- : 


tané est de O,1 g/s. 


Enposant7 (+) = 0,1 
GO 
(2t+15) 
t=4,147..8 (1 = -19,74... à rejeter) 


5) 


Q(4,747...) = 0,775... 


D'où Q = 0,775... g. 
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Le taux de variation instantané initial est obtenu 
en calculant 7(0). 


60 : UE 


TO Sos 15 


D'où 7(0) = 0,26 gs. 


11) le taux de variation instantané lorsque Q = 1,4 g, 
none. 


En posant O(r) = 1,4 


30 
2 
1=17,5s 
T(17,5) = ———— = 0,024 
(35+15) 


D'où To - 14 = 0,024gjs. 


(wi 


d) Représentons les courbes de Q et de T 
Graphique de Q(r) 


Graphique de 7(r) 


90 Tr) 


60 


0,2 


HOE = 
(é (21+15) 


Taux de variation instantané en géométrie 


SCOUUENE Soit un ballon de forme sphérique dont l’aire À et le volume V varient en fonction du rayon r, 
où r est en centimètres et r > 0. 


a) Déterminons la fonction T, donnant le taux de variation instantané de l’aire de la sphère et la fonction T, 
donnant le taux de variation instantané du volume de la sphère en fonction du rayon r. 


dA dV 
T,(r) = — : TE 
DES : UE 
d 2 d [ A4rr° | | Anr° | 
_ . 2 : = — Car V = 
dr (4nr*) (car A = 4xr') 2 3 3 
= 8nr = 4nr? 


D'où T,(r) = 8nr, exprimé en cm”/cm. D'où 7, (r) = 4nr°, expriméencm”/cm. 
b) Déterminons 7,,(r) et T,(r) si 
1) NS CE 
T,() = 8 (5) 1É5)= 4106) 
d’où 7, (5) = 407 cm’/cm. :_ d’où T,(5) = 1007 cm‘/cm. 


ii) V=4,5r cm’; 


ATr° 
En posant = 4,57, nous trouvons 7 = 1,5 cm. 


Ainsi, 7,(1,5) = 8r(1,5) Ainsi, T,(15) = 4r (1,5) 
d’où 7,(1,5) = 127 cm’/cm. : d’où T,(1,5) = 97 cm‘/cm. 


iii) T,(r) = k cm’/cm et T,(r) = k cm*/cm. 
En posant 8nr = Ar” Car D =104)=#) 
nous trouvons r = 2 (r = 0 à rejeter) 
d’où T,(2) = 167 cm”’/cm et T,(2) = 167 cm'/cm. 
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Modèle discret 


IR RS] SPARRREEESEERREEE + 
1275 rss Car (4 ) L 


1200 2e + 


SE PP 
HET 12 13 14 15 gq 


Taux de variation instantané en économie 


IL Y A ENVIRON 150 ANS... 


L'idée de mathématiser l'étude de l'économie remonte au milieu du xvurr° siècle. C’est 
toutefois le Français Augustin Cournot (1801-1877) qui donne le véritable coup d’envoi en 
1838 en publiant son traité Recherches mathématiques de la théorie des richesses basé sur 
une analogie entre l’équilibre économique et l’équilibre mécanique. Le calcul différentiel 
y est abondamment utilisé. Il faudra tout de même attendre les années 1870 pour que ses 
idées soient reprises et élaborées, surtout en Suisse et en Angleterre. 


La notion de dérivée est également utilisée en économie dans l’étude des coûts, des 
revenus et en particulier pour déterminer le profit maximal. 


Dans une entreprise, les coûts totaux résultant de la fabrication d’un produit sont com- 
posés des coûts fixes et des coûts variables. Les coûts fixes sont les coûts indépendants 
de la quantité produite, par exemple le loyer, l’hypothèque, etc. Les coûts variables 
sont ceux qui dépendent directement de la quantité g produite, par exemple la main- 
d'œuvre, les matières premières, etc. Nous obtenons donc la relation suivante : 


coûts totaux = coûts fixes + coûts variables 


Les économistes s'intéressent à l’augmentation des coûts totaux causée par la produc- 
üon d’une unité supplémentaire. Notons que, selon le type de production, une unité 
produite peut être exprimée en unités (nombre d’avions fabriqués dans un mois), en 
centaines (nombre d'automobiles fabriquées dans une semaine), en milliers (nombre 
de calculatrices fabriquées dans une année), etc. 


Cette augmentation des coûts totaux causée par la production d’une unité supplémen- 
taire est appelée coût marginal, noté C,.. (a), et est donnée par 


Car ® = CG + 1) — C(Q), 
où C(g) correspond aux coûts totaux de production de q unités. 


C.(Q) correspond au coût réel de la production de la (g + 1)ième unité. 


ŒOUURE Soit le graphique non continu ci-contre représentant les coûts 
en dollars ($) pour la production de 11, 12, 13, 14 et 15 unités. 


a) Calculons le coût réel de production de la 12° unité, c’est-à-dire C,,,, (11). 
CG (DE EU) SC) (car C,.,(g)= C(g+ D —C(g)) 
= 1100 —-975 = 125 
D'où le coût de production de la 12° unité est de 125 $. 
b) Calculons les coûts marginaux C,,,.(12), C,,(13) et C,. (14). 


mar mar mar 


C par 2) = C(13) — C(12) = 1200 — 1100 = 100, donc 100 $. 


mar 


Cu 43) = C(14) — C(13) = 1275 — 1200 = 75, donc 75 $. 


mar 


C par 44) = C(1S) — C(14) = 1325 — 1275 = 50, donc 50 $. 


mar 
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Même si la fonction des coûts n’est pas continue, les 
économistes associent cette fonction à une fonction 
continue. 


Modèle continu Par exemple, la fonction continue C{(g) associée à 
lexemple précédent doit passer par les points 
(11, C(D)), (12, C(12)), … 


Dans le cas où les coûts sont définis à l’aide d’une 
fonction continue, le coût marginal, noté C,,(g), qui 
mesure la variation du coût total pour une variation 
infiniment petite de la quantité produite, est obtenu 
à l’aide de l'égalité suivante 


Ét=in C(g+Ag)-C(g) 
Fe Ag—0 Ag 


, Si la limite existe. 


Ce qui signifie que la fonction C,, donnant le coût marginal est égale à la dérivée par 


rapport à la quantité de la fonction donnant les coûts totaux. 


D'où nous avons la définition suivante. 


Définition 5.3 Le coût marginal, noté C, (g), est défini par C,, (g) = C(q) 


Ainsi, le coût marginal C,(g) est une approximation du coût supplémentaire réel 


C4) pour produire une unité de plus, c’est-à-dire la (g + lième unité. 


Car(Q) É C,(Q). 


GG DE | . 


Cm(g) = pente de la tangente à la 
courbe de C, au point (g, C(q)) 


qg  _g+l q 


Remarque L'unité de mesure utilisée par les économistes pour définir C,,(g) est le $. 


SŒUUEPA Soit une compagnie dont les coûts totaux de production en dollars sont donnés par 
C(g) =100,/q + 2000, où g € [0, 3001]. 


a) Déterminons les coûts variables en fonction du nombre d'unités produites et les coûts fixes. 
Coûts variables : 100./g, exprimés en $ Coûts fixes : 2000 $ 


b) Déterminons la fonction C,, donnant le coût marginal en fonction de la quantité q. 
Ch(g) = Ca) (définition 5.3) 


= on” exprimé en $ (car C(q) = 100q"° + 2000) 


Va 
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(w 


Coût c) Évaluons C 


mar 


(8) et C, (8). Représentation graphique 


marginal C...®) = CO)- C9 y S. 
= 2300 — 2282,842... = 17,157... a 
D'où C,.,, (8) = 17,16 $ A HAL 
17,16 $ correspond au coût réel pour la production de la 9° unité. nn C(g)= 1004 +2000 
C, (8) = C(8) (carC, (g) = C’(g)) K 
50 ; 50 8 9 q 
E V8 [ere @= #) Sécante passant par les 
points (8, C(8)) et (9, C(9)) 
D'où C,, (8) = 17,68 GS Tangente au point (8, C(8)) 
17,68 $ est une approximation du coût de production de la 9° unité. Cn(8) # Cnar() 
d) Évaluons C, (00). 
C, (90) = C”(00) (car C,,(g) = C’(g)) 


D'où C,, (00) = 5,27 $, ce qui signifie que le coût de production augmentera d’environ 5,27 $ lorsque la 


m 


production passera de 90 unités à 91 unités. 


e) Déterminons approximativement à quel niveau de production le coût pour une unité supplémentaire sera de 3 $. 


Enposant C,,(q) = 3, nous avons ce 3 E CE SU 


Va "Va 


| ainsi ./g = *, donc A CT 
5 


D'où g = 278 unités. 


Les économistes s'intéressent également à l’augmentation des revenus causée par la 
vente d’une unité supplémentaire. 


Cette augmentation des revenus, appelée revenu marginal noté R 
R yar(Q) L R(q + D = R(g), 
où R(q) correspond aux revenus totaux engendrés par la vente de g unités. 


(a), est définie par 


mar 


RQ) correspond au revenu réel pour la vente de la (g + l)ième unité. 


Dans le cas où les revenus sont définis à l’aide d’une fonction continue, le revenu 
marginal, noté R,,(g), qui mesure la variation du revenu pour une variation infiniment 
petite de la quantité vendue est obtenu à l’aide de l'égalité suivante 


R(g+Ag)-R 
CE nu q) — R(q) 
Ag = 0 Ag 


, Si la limite existe. 


Ce qui signifie que la fonction donnant le revenu marginal est égale à la dérivée par 
rapport à la quantité de la fonction donnant les revenus. 


D'où nous avons la définition suivante. 


Définition 5.4 Le revenu marginal, noté R, (g), est défini par R,,(g) = R(a). 
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Ainsi le revenu marginal À, (q) est une approximation du revenu supplémentaire réel 
R,,,, (a) pour la vente d’une unité supplémentaire, donc 


R,(q) Ga R yar(Q) 
Remarque L'unité de mesure utilisée par les économistes pour définir R,,(g) est le $. 


DŒUUEKS Soit une compagnie dont les revenus en fonction de la quantité sont donnés par 


3 2 
R(q) = es exprimés en $, où g € [0, 100] désigne le nombre d’unités vendues. 


a) Déterminons la fonction R,, donnant le revenu marginal en fonction de la quantité g. 


R, (q) = R(q) (définition 5.4) 
2 2 7 3 ) 3 2 
- (6q° +100q\gq su Ca + 50g°)2q nr 2q A 
(g +1) gd +1 
2q° +6q° +1 
= “A - 008 , exprimée en $ 
(g +1) 
b) Évaluons R,,,,(g) et R,,(g) lorsque 
i) g=10; 
Revenu R 410) = R(11) — R(10) : R,(10) = R(10) 
Pr : 240)* + 6(10)° + 100(10 
à cs an 
= 71,409... — 69,306... = (0) à ) : ao) 
(10° +1) 
= 2102 = 2107 
D'où R,,,,(10) = 2,10 $. D'où R,, (10) = 2,12 $. 
2,10 $ correspond au revenu réel engendré par 2,12 $ est une approximation du revenu réel pour la 
la vente de la 11° unité. : vente de la 11° unité. 
ii) g = 50. 
Ryar(50) = R(SD — R(50) ! R,(50) = R(50) 
__2(50)*+6(50)° +100(50) 
= 151,941 5... — 149,940 0... (50° +1) 
= is = 20015. 
RuD=R@ D'où R,e(50) + 2,00 $. D'où R, (50) = 2,00 $. 
2,00 $ correspond au revenu réel engendré par 2,00 $ est une approximation du revenu réel pour 
la vente de la 51° unité. : la vente de la 51° unité. 


Définition 5.5 À un niveau de production gq, le profit, noté P(g), est défini par 
P() = R(Q) - Ca) 


où RÀ(gq) correspond aux revenus associés à la vente de g unités et C{g) correspond 
aux coûts totaux de g unités. - 
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Les économistes cherchent le niveau de production g qui assurera un profit maximal. 
Pour ce faire, ils ont démontré que, pour obtenir un profit maximal, le revenu margi- 
nal doit être égal au coût marginal. 


Ainsi, le profit peut être maximal lorsque: 
R,,(g) = C,,(g), c'est-à-dire 
R(g) = C(g) 
Puisque P(g) = R(g)- C(q) 
P’(qg) = R'(g)—C’(g) (en dérivant les deux membres de l’équation) 
Donc, si R’(q) = C’(q), alors P’(q) = 0 
Ainsi, le profit peut également être maximal lorsque: 


P'(a)=0 


En conclusion, la résolution de l’équation R’(g) = C’(g) ou de l’équation P(g) = 0 
fournit une valeur de g qui peut correspondre au seuil de production assurant un profit 
maximal. 


ŒOUUES Soit R(q) = 64/4 et C(q) = q° + 75, où q désigne le nombre d’unités produites en milliers, 


qg € [0, 15], R(g) désigne les revenus en milliers de dollars et C(q), les coûts en milliers de 
dollars. 


a) Déterminons la fonction qui donne le profit en fonction de la quantité g. 
P(q) = R(q) - C(q) (définition 5.5) 
= 64,/q —-(q? +75) 
D'où P(q) = -q° + 64,/q — 75, exprimé en milliers de dollars. 

b) Évaluons le profit ou la perte lorsque g = 0,5, q = 4 et q= 14. 

P(0,5) = -(0,5)° + 64./0,5 — 75 = -29,9951..., c’est-à-dire une perte d'environ 29 995 $. 

P(4) = -4? + 644 — 75 = 37, c’est-à-dire un profit de 37 000 $. 

P(14) = -14? + 6414 - 75 = -31,5339..., c’est-à-dire une perte d'environ 31 534 $. 


c) Déterminons de deux façons une valeur de g qui peut maximiser le profit. 


Première façon Deuxième façon 
R‘(q) = Ca) : P'(a)=0 
(64JaY = (a +75) | (C+64/a-75)=0 
mn = 2q : 20% F =0 
IEEE GS 
g=({16)ÿ}# qg = 6,3496... q = 6,3496.. 


D'où g = 6350 unités. 
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@)  d) Vérifions graphiquement si la valeur de q trouvée correspond au seuil de production assurant un profit 


maximal. 
> with(plots) : y 

i Ca) = 4° +75 
> with(student) : 300 (g)=q 


> R:=q-64#*q\(12);C :=q->q"2+#75 ; 
P:=q>R()-C(q): 


R(q) = 64/q 


> Rm:=q->32/q(1/2);Cm=q->2*q : 

> q0 :=evalf(solve(Rm(q)=Cm(q))) : 150 

> cl :=plot([R(q).C(q).P(q)],q=0..15,color={red,blue.orangel): 100 

> vl :=plot([q0.,y,y=0..P(qO)],color=black;,thickness=1) : 50 ; 

> v2 :=plot([q0,y,y=P(q0)..R(qO)],color=black,linestyle=DOT) : = 64/q —(q +75) 
> v3:=plot([q0,y,y=R(qO)..C(qO)],color=black.thickness=1) : 

> di :=showtangent(R(q),q4=q0,q=1..12,color=green) : -50 


> d2 :=showtangent(C(q),4=q0,q=1..12,color=green): 
> d3 :=showtangent(P(q),q=q0,q=2..11,color=green) : 
> display (c1,v1,v2,v3,d1,d2,d3) ; 


Les graphiques de R et de C illustrent que la valeur de (R(g) — C(g)) est maximale à g = 6,3496..., 
c’est-à-dire lorsque R’(q) = C(q). 
Le graphique de P illustre que le maximum de P est atteint à qg = 6,349 6..., 
c’est-à-dire lorsque P’(g) = 0. 
D'où le profit est maximal lorsque gq = 6,350 milliers unités. 
Évaluons le profit maximal. 

P(6,349 6...) = -(6,3496...) + 64,/6,349 6... — 75 

= 45,952 42... 

d’où le profit maximal est d'environ 45 952 $. 


€ 


2 


Exemple 5. Une compagnie d’articles scolaires vend mensuellement 1500 boîtes 
de stylos au prix de 10 $ par boîte. Une étude de marché indique 
une diminution des ventes de 125 boîtes par mois, pour chaque 
hausse de prix de 0,50 $. 


a) Déterminons la fonction p exprimant la demande, c’est-à-dire la fonction expri- 
mant le prix p(g) auquel un nombre g d'articles peut être vendu. 
Soit n le nombre de fois où le prix augmente de 0,50 $. Ainsi 
D g= 1500 - 125n (nombre de boîtes vendues mensuellement) 
© pin)=10+0,50n (le prix de 1 boîte) 


Exprimons p en fonction de gq. 


De), n = — q ,et en substituant cette valeur dans 2)on obtient 
1 æ 
p(q) = 10 + 0.50 SEA) = 16— 0,004g 


D'où la fonction exprimant la demande est p(g) = 16 — 0,004. 
Cette fonction indique le prix d’une boîte, lorsque g boîtes sont vendues. 


© 
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b) Déterminons le revenu marginal lorsqu'on vend 900 boîtes par mois. 
Soit R(q) la fonction exprimant le revenu. Aïnsi 


R(g) = q p(q) 


= (16 — 0,0049) = 16q — 0,004q° 


R,(g) = RQ) 
D'où 8.80 $. 


Donc R,,(q) = 16 — 0,008g et R,,(900) = 16 — 008(900) = 8,8 


c) Si le coût de production en $ de g boîtes est C(g) = -0,005q° + 10,4g + 4500, 
déterminons le coût marginal C,, lorsqu'on produit 900 boîtes par mois. 


C(a) = -0,005q° + 10,4q + 4500 


C,(@ = Ca) 
D'où 1,40 $. 


C, (a) = -0,01q + 10,4 et C, (900) = -0.01(900) + 10,4= 1,4 


d) Déterminons le coût réel de la production de la 901° boîte. 
C, (900) = C(901) — C(900) 
= (-0,005(001) + 10,4(901) + 4500) — (-0,005(000) + 10,4(000) + 4500) 


mar 


= 1,395 
D'où environ 1,40 $. 


e) Déterminons le profit P et le profit marginal P,, des ventes mensuelles de 900 


boîtes. 


RQ) = 16q — 0,004q° P(g) = R(q) - C(a) 


C(a) = -0,005q°? + 10,4q + 4500 


= 0,001q° + 5.6q — 4500 


P(900) = 1350, d’où 1350 $. 


P, (a) = Pa 
= 0,002q + 5.6 
: P,(900) = 7,4, d'où 7,40 $. 


m 


EXERCICES 5.1 


1. Une balle est lancée verticalement vers le haut. Sa posi- 
Lo tion par rapport au sol à l'instant rf est donnée par 
” x = -4,98 + 39,21 + 44,1, où te [0s, bs], b étant le 
temps où la balle touche le sol et x(f) étant en mètres. 
a) Calculer la vitesse moyenne de cette balle sur [1 s, 65] 
et sur [4 s, 65]. 
b) Déterminer les fonctions donnant la vitesse et l’accé- 
lération de la balle. 
c) Calculer la vitesse initiale de la balle. 


d) Calculer la hauteur, la vitesse et l’accélération de la 
balle après deux secondes ; après sept secondes. 


e) Calculer l'accélération moyenne sur [2 s, 5 s]. 


f) À quelle valeur de r la balle atteindra-t-elle sa hau- 
teur maximale ? Déterminer cette hauteur. 

g) Calculer le temps nécessaire pour qu’elle revienne à 
la même hauteur d’où elle a été lancée. 

h) Calculer le temps que prend la balle pour toucher le 
sol et déterminer la vitesse de la balle à cet instant. 
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1) Représenter graphiquement les courbes des fonc- 
tions x, y et a dans un même système d’axes. 


j) Déterminer la distance totale parcourue par la balle 
du point de lancement jusqu’au sol. 


Un restaurant spécialisé en vente de café en vend 500 par 

semaine à un prix de 4,75 $ par café. Un sondage 

indique qu’à chaque fois qu’il diminue de 0,25 $ le prix 

de son café il en vend 125 de plus par semaine. De 

plus, le coût de production de q cafés en $ est donné par 

C(g) = -0,000 44 + 3,6q + 400. 

a) Déterminer la fonction p donnant la demande, c’est- 
à-dire le prix exprimé en fonction de la quantité vendue. 

b) Calculer le revenu et le revenu marginal de la vente 
hebdomadaire de 450 cafés. 

c) Calculer le coût 
450 cafés. 


d) Calculer le coût réel de la production du 
4SI° café, c’est-à-dire C,,,,(450). 


mar 


de production marginal de 


e) Calculer le profit et le profit marginal de la vente 
hebdomadaire de 450 cafés. 


f) Calculer le profit maximal du restaurateur. 


Supposons qu’au moment où un conducteur de train 
commence à freiner, la position x du train en fonction 
pes 5400) 
(+120) 

oùte [0s, pbs], b étant le temps nécessaire pour que le 
train s’immobilise et x(f) étant en mètres. 


re 
Key S 


du temps est donnée par x(f) = 


ne 


a) Déterminer les fonctions donnant la vitesse et l’accé- 
lération de ce train. 


b) Calculer la vitesse et l’accélération du train au 
moment précis où le conducteur commence à freiner. 


c) Calculer le temps que prend le train pour s’im- 
mobiliser. 


d) Calculer la distance parcourue entre le moment où le 
conducteur commence à freiner et l'instant précis où 
le train s’immobilise. 


e) Calculer la vitesse du train lorsqu'il a parcouru la 
moitié de la distance nécessaire pour s’immobiliser. 


f) Déterminer la position et l’accélération du train 
lorsque sa vitesse est de 10 m/s. 


@) g) Représenter graphiquement les courbes de x, v et a 
et vérifier la pertinence des résultats obtenus en f). 


4. Soit un objet dont la masse est de 3 kg et dont la position 
DA F2 


mms + ne” 
300 200 


sl 


“#7 en fonction du temps est donnée par x(f) = 


où t est en secondes et x(f), en mètres. 
a) Déterminer la fonction F donnant la force en fonc- 
tion du temps f. 


b) Calculer la force initiale et le temps nécessaire pour 
que la force soit de 0,4 N. 


5. Le phosphore et le chlore réagissent pour former du tri- 


Æ chlorure de phosphore P, + 6 CI, — 4 PCI. 
Le 2 3 


ci” 


© 


La quantité Q de trichlorure de phosphore est donnée 


30 000 + 
300 + 25 
oùte [0s, 805], et O est en mg. 


par Q(?) = 100 — 


a) Déterminer la fonction T donnant le taux de variation 
instantané de la quantité de trichlorure de phosphore 
en fonction du temps. 


b) Déterminer la quantité de trichlorure de phosphore 
1) au début de la réaction; ii) après 25 s. 


c) Déterminer le taux de variation instantané de la 
quantité de trichlorure de phosphore 
1) après 255; ii) après 50s. 
d) Représenter graphiquement la courbe 
1) de Q, la tangente à la courbe à r = 25 s et celle à 
t=50s; 


li) de T'; et interpréter le résultat. 


Soit un parallélépipède droit dont les arêtes mesurent 


x cm, V2x +1 cm et (x +3)cm. 


a) Déterminer, en fonction de x, le taux de variation 
respectivement instantané 
1) T,, de l’aire totale À des faces du parallé- 
lépipède ; 
ü) 7, du volume V du parallélépipède. 
b) Calculer: 
1) A3) ü) V(d) 
ii) 7,6) 1v) 7,6) 
c) Calculer 7,(x) lorsque T,(x) = 100 cm*/cm. 


Soit un cône dont le volume en fonction de son rayon r 
2. 


et de sa hauteur h est donné par V(r, h) = 


,oùret 
h sont en centimètres et V{r, h), en centimètres cubes. 


a) Déterminer la fonction T(r, h) donnant le taux de 
variation instantané du volume du cône par rapport 
au rayon r lorsque h est constant. 

b) Calculer ce taux lorsque 
1) r=2cmeth=3cm,; ü) r=5cmeth=3 cm; 
iii) r=6cmet h=3 cm. 

c) Déterminer la fonction 7, (r, h) donnant le taux de 
variation instantané du volume du cône par rapport 
à la hauteur h lorsque r est constant. 


d) Calculer ce taux lorsque 
i) r=6cmeth=2cm; ii) r=6cmeth=3 cm; 
iii) r=6cmeth=6 cm. 

e) Déterminer quelle relation doit exister entre r et h 


pour que les taux de variation instantanés T'(r, h) et 
T(r, h) soient égaux. 
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8. Une compagnie dont la production hebdomadaire est 
limitée à 50 unités estime que ses revenus totaux en 
dollars et ses coûts totaux en dollars sont donnés res- 
pectivement par R(q) = -q° + 200gq et C(q) = 3q° + 1000, 
où g désigne le nombre d’unités produites par semaine. 


a) Déterminer la fonction C,, donnant le coût marginal 
en fonction de la quantité g. 


b) Évaluer C,,, (a) et C,,(q) si 
1) g=15; 1) g=25. 

c) Déterminer la fonction R,, donnant le revenu margi- 
nal en fonction de la quantité g. 

d) Évaluer R,,,(q) et R,(q) si 
1) D g=25; ii) g=47. 

e) Déterminer la fonction P qui donne le profit en fonc- 
tion de la quantité g. 


f) Représenter graphiquement les fonctions R, C et P 
dans un même système d’axes, déterminer la valeur de 
q qui maximise le profit et évaluer le profit maximal. 


9. Des scientifiques estiment que, dans les 10 prochaines 
années, le nombre de satellites artificiels en orbite autour 
de la Terre sera donné par 
ND) = 10 @Vt + 71+ 1600), où f désigne le nombre 
d’années à compter d’aujourd’hui. 


a) Calculer l’augmentation du nombre de satellites à 
partir d’aujourd’hui jusqu’à la fin de la sixième année. 

b) Calculer le taux de variation moyen du nombre de 
satellites entre la fin de la deuxième année et la fin 
de la sixième année. 


5.2 Taux de variation liés 


Objectifs d'apprentissage 


c) Calculer le taux de variation instantané dans quatre 


XX ans 
d) Quel sera le nombre de satellites lorsque le taux 


de variation instantané sera de 400 satellites par 
année ? 


10. Soit une ville dont la population N varie en fonction 
du nombre d'emplois x créés par les entreprises. Cette 
population est donnée approximativement par 

40x? + 44 


XTE 


N(x) = ,où x € [50, 200]. 


a) Déterminer la fonction 7 donnant le taux de variation 
instantané de la population en fonction du nombre 
d'emplois x. 

b) Évaluer les fonctions N et T lorsque x = 60. 


C) Évaluer T (x) lorsque le nombre d’habitants de cette 
ville est 3922. 


11. La valeur estimée E en dollars ($) d’un bateau en fonc- 


tion du temps est donnée par 


1750 sit e]b ans, (b +5) ans] 


501? — 2500: + 33 000 si r e [0 an, b ans] 

E(t) = 

a) Déterminer la valeur de b, pour que la fonction soit 
continue sur [0 an, (b +5) ans]. 

b) Après combien d’années ce bateau vaudra-t-il la 
moitié de sa valeur initiale ? 

c) Calculer TVM, 

d) Déterminer la fonction T7 donnant le taux de varia- 
tion instantané de la valeur estimée du bateau et 


représenter sur un même système d’axes les fonc- 
tions E(r) et T(). 


e) Quel sera le taux de variation instantané dans 10 ans ? 


2 ans, 5 ans]' 


f) À quel moment le taux de variation instantané sera- 
t-il de -1800 $/année ? Déterminer la valeur de E à 
ce moment. 


À la fin de cette section, l'élève pourra utiliser la règle de dérivation en chaîne 


pour résoudre des problèmes de taux de variation liés. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


dv _ dv dh 
dt  dh dt 


° de reconnaître des problèmes de taux de variation liés ; 
* de résoudre des problèmes de taux de variation liés en utilisant la règle de dérivation en chaîne. 
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IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


B 


18. 


Les problèmes impliquant une fonction d’une variable qui elle-même dépend 
du temps sont légion en mécanique. L’un des problèmes les plus célèbres est 
celui de la brachistochrone. IL s’agit de trouver une courbe présentant un 
temps de parcours minimal entre deux points. En 1696, Johann Bernoulli 
(1667-1748) défie les autres mathématiciens de trouver l'équation de cette 
courbe. Newton reçoit la lettre de Bernoulli le 29 janvier 1697 vers 16 h. Le 
lendemain matin, vers 4 h, il avait résolu le problème. 


Lorsque nous avons une fonction, par exemple z = f (x, il arrive fréquemment que la 
variable x soit elle-même fonction d’une autre variable, par exemple x = g(Ô. Dans ce 
cas, z est également fonction de f. 
: : So ous pd 

Pour déterminer le taux de variation instantané de z par rapport à f, c’est-à-dire … 
. 4e _” De . A Î 
il suffit d'utiliser la règle de dérivation en chaîne. 

dz _ dz dx 

dt dx dt 


Ce genre de problème s’appelle problème de taux de variation liés. 


D'OUTEME À l'aide d’un compresseur, nous gonflons un ballon sphérique. 
Sachant que le rayon de ce ballon en fonction du temps est donné par 


-5# 60 . _ : 
r(t) = a. + T° où rest en centimètres, {, en minutes et O0 min << 6 min, 


a) déterminons la fonction donnant le taux de variation du volume par rapport au 


temps, soit V7 


dt 
Puisque V est une fonction de r et que r est une fonction de f, nous avons 
dV  dV dr < ere : 
D e—— (règle de dérivation en chaîne) 
dt dr dt 
4 _. 4 ie 
= Sfr )]e (Se 0) car V(r) = —zr° et r(t) = + aa 
dr \3 CNT 7 3 4 1 
D'où . = CHE + ? , exprimé en cm‘/min. 
t 


b) évaluons . lorsque {= 1 min. 
t 


Il faut d’abord évaluer le rayon lorsque {= 1 min, c’est-à-dire 


-5 .,2 60 55 55 
D=—({) + 1) = — cm. 
r(l) 7 () 7 > donc ce 
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55 
En remplaçant r par — et f par 1, nous obtenons 
7 


dV (Æ) pu 5) 6050007 
— =| 4r| — | = 
EEE 7 7 7 343 
D'où ci = 5541,29cm°/min. 
t=Imin 


c) évaluons . lorsque r = 25 cm. 
t 


Il faut d’abord évaluer le temps f lorsque r = 25 cm. 
En posant r(f) = 25 
Lis + SE = 25 
7 
-58 + 601 — 175 = 0 
ainsi { = 5 ou ft = 7 (à rejeter car 7 € [0 min, 6 min]) 
En remplaçant r par 25 et f par 5, nous obtenons 


-1 25 000 
4 = are25))| Lo &) = da 
dt r=25cm 1 f 7 
Dr = 11 219,97cm°/min. 
dt r = 25cm 


Donnons quelques exemples qui nous permettront d'établir une marche à suivre pour 
résoudre des problèmes de taux liés. 


Exemple 2 | Le volume d’un cube, dont la longueur de l’arête est en centimè- 
tres, s'accroît à un rythme de 300 cm‘/min. Déterminons le taux de 
variation instantané de la longueur de l’arête par rapport au temps 
lorsque le volume du cube est de 512 cm°. 

1. Mathématisation du problème. 


Représentation et 1.1 Représentons la situation à l’aide d’un schéma et défi- 
définition des variables nissons les variables. 


Soit x, la longueur de l’arête en cm, 
V. le volume du cube en cm’, 


t, le temps en minutes. 


1.2 Déterminons le taux de variation connu et le taux de variation cherché. 


dV : 
Taux connu Taux connu : DA = 300 cm*/min 
t 
. dx , dx 

Taux cherché Taux cherché: — lorsque V= 512 cm’, noté — 

dt L|y = 512 cm° 

1.3 Trouvons une équation reliant les variables. 
Relation entre Vo =. 
les variables © 
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2. Dérivation et formulation de la réponse. 
2.1 Calculons les dérivées appropriées et isolons le taux de variation cherché. 


dv 


Relation entre les _ 
taux de variation dt 


L 
taux 
connu 
+ 


(règle de dérivation en chaîne) 


300 = fear = 300 et V(x) = ) 
dt 
nie 300 = 3x2 © fear Luz ) 
dt Fe 
a SU 


2.2 Évaluons ce taux en remplaçant les variables par les valeurs appropriées. 


ax 100 . 
Puisque Fa = —-, il faut connaître x pour calculer = 
X t 


V =512 cm? 


En posant x = 512, nous trouvons x = Ÿ512 = 8. 


nd dx 100 ( dx =) 
Ainsi, — = — — cr -— 
dtiv=si2em  dflrk-8em (8) CT a 
; nr 25 : 
Formulation de la réponse D'où — = — cm/min. 
df |v = 512 em° 


Voici un résumé des étapes que nous pouvons suivre pour résoudre des problèmes de 
taux de variation liés. 


1. Mathématiser le problème : 


1.1 Représenter la situation à l’aide d’un schéma lorsque le problème le per- 
met et définir les variables ; 


1.2 Déterminer le taux de variation instantané connu et le taux de variation 
instantané cherché ; 


1.3 Trouver une équation reliant les variables. 


2. Dériver et formuler la réponse : 
2.1 Calculer les dérivées appropriées et isoler le taux de variation instan- 
tané cherché ; 
2.2 Évaluer ce taux en remplaçant les variables par les valeurs appropriées 
et formuler la réponse. 
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OURS Sophie, située à 30 m d’une voie ferrée, regarde passer un train 
roulant à 35 km/h. 


a) Évaluons le taux de variation instantané de la distance séparant Sophie du 
train, lorsque le train est à 50 m de celle-ci. 
1. Mathématisation du problème. 


1.1 Représentons la situation à l’aide d’un T x A 
schéma et définissons les variables. 


30 m = 0,03 km Soit x, la distance en km de A à T, 0,03 km 
z la distance en km de S à T, 
t, le temps en heures. 


1.2 Déterminons le taux de variation connu et le taux de variation cherché. 


dx 
Taux connu: va = 35km/h (car la vitesse du train est de 35 km/h) 
[A 
,. dZ , dz 
50 m = 0,05 km Taux cherché: — lorsque z = 0,05 km, noté — 
dt 1122 0,05 km 


1.3 Trouvons une équation reliant les variables. 
x +0,03 =7 (par Pythagore) 
2. Dérivation et formulation de la réponse. 
2.1 Calculons les dérivées appropriées et isolons le taux de variation cherché. 


Dérivons les deux membres de l'équation précédente par rapport à f: 


d , > RUE 
—(x° +0,03) = —(z 
sa ) a ) 


À ; 5 NON Die RU 
—(x" +0,03) — = — (7°) — (dérivation implicite) 
7 nr p 
= 2 
dt dt 
dz xdx | ; 2 
—— en isolant — 
dt zx dt dt 
Do ar on ) 
dt 2Z dt 


2.2 Évaluons ce taux en remplaçant les variables par les valeurs appropriées. 


Puisque . = *(35), pour calculer 2) , il faut connaître x. 
LUZ 


dt 


2= 0,05 km 
En posant x° + 0,03° = 0,05° (car x? + 0,03? = 7°) 
ainsi x = 0,04 (x = -0,04 à rejeter) 
nn d 0,04 
de _X 5) Donc, 2 ="(35)  (carx = 0,04etz = 0,05) 
dt oz df|:=005km 0,05 
. nn de 
Formulation de la réponse D'où — = 28 km/h. 
dt\:=0.05 km 
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b) Déterminons la distance séparant Sophie du train lorsque le taux de varia- 
tion instantané de la distance séparant Sophie du train est de 30 km/h. 


Puisque ce = À (35), nous avons 30 = ce (35) car se 10) 
dt 7 - dt 


X =—Z 
De x? + 0,03? = z?, nous obtenons 


2 
4 
(£2) + 0,032 = z2, donc 7° = . (0,000 9) 


ainsi z = 0,058 24... (= -0,058 24... à rejeter) 
d’où z = 58,24 mètres. 


DOUACES On remplit d’eau, au rythme de 15 cm”/s, un filtre à café en forme 
de cône dont le rayon est de 6 cm et la hauteur de 8 cm. 


a) Déterminons le taux de variation instantané de la hauteur À par rapport au 
temps lorsqu'il y a 4 cm d’eau dans le cône. 
1. Mathématisation du problème. 
1.1 Soit h, la hauteur de l’eau dans le cône, 


r, le rayon de la surface de l’eau dans 
le cône, 


t, le temps en secondes. 


1.2 Puisque le cône se remplit au rythme de 
15 cm/s, 


Taux connu : _. = 15cm*s. 


h h 
Taux cherché : = lorsque h = 4 cm, noté ci 
t 


h=4cm 
1 
1.3 Nous avons que V{r, h) = = nr'h. 
Exprimons ce volume en fonction de A. 
Puisque les triangles ABE et ACD sont 
semblables, 
6 
F2 —. Donc, 8 
h 8 
5 
r=-h 
4 
2 3 
Ainsi, VO)= 22h |n= Te, 
3 (4 16 
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2. Dérivation et formulation de la réponse. 


dV dVdh : . : 
2] — = —— (règle de dérivation en chaîne) 
dt dh di 
d 3 \d} 
15-00 y (eur D = 15e) 
dh\ 16 / di dt 16 
2, 
15= 9Th dh 
16 dt 
go d = 80 
dt 37h? 
22 a = _. = 0,530 5... 
dt h=4cm 37r(4) 
d’où se = 0,53cm/s. 
dt h=4cm 


b) Déterminons le taux de variation instantané du rayon r par rapport au temps 
lorsqu'il y a 4 cm d’eau dans le cône. 


Nous cherchons , lorsque h = 4 cm, noté Gi 
t 


dt h=4cm 


(triangles semblables) 


h 8 
Puisque — = — 
r 6 
3 
Donc, r =-h 
4 
dr _3dh. À 
dt 4dt 4 
_ 20 
Th° 
Doc = 2 
dt h=4 cm r(4) 
ë 
d’où — = 0,40 cm/s. 
t h=4 cm 


80 
3rh° de dt 3n 


dh 80 ) 


EXERCICES 5.2 


1. Soit une sphère dont le rayon s’accroît à un rythme de 
2 cms. 
a) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
de l'aire À par rapport au temps. 
b) Évaluer ce taux de variation 
1) lorsque r =5 cm; 
ii) lorsque V = 23047 cm°. 
c) Déterminer l’aire de la sphère lorsque 
dA 


= = 400 cm°/s. 
dt 
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Après l’usage d’un médicament, le volume d’une 
tumeur sphérique diminue à un rythme de 4 cm*/mois. 
Déterminer le taux de variation instantané du rayon de 
la tumeur par rapport au temps lorsque le rayon est 
de 5 cm. 


. Soit un cercle dont le rayon r varie en fonction du temps 


suivant l’équation r(9 = -P + 61+ 1, où rest en centimè- 
tres, r est en secondes etre [05,65]. 


a) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané de l’aire par rapport au temps. 


b) Évaluer ce taux de variation lorsque 
1) 1=25; ii) 4=5s; ii) r=7,175 cm. 

c) Déterminer l’aire du cercle lorsque le taux de varia- 
tion instantané de l’aire en fonction du temps est nul. 


Le haut d’une échelle de 5 m reste appuyé contre un mur 
vertical alors que le pied de l'échelle s'éloigne du bas du 
mur à la vitesse de 1,5 m/s. 


Déterminer la vitesse à laquelle se déplace le haut de 
l'échelle le long du mur lorsque 


a) le pied de l’échelle est à 2 m du bas du mur; 
b) le haut de l'échelle est à 3 m du sol. 


Un réservoir conique de hauteur de 
300 cm et de rayon de 75 cm se vide 
à une vitesse de 6000 cms. 


a) À quelle vitesse le rayon de 
la surface liquide diminue-t-il 
lorsque la hauteur est de 150 cm ? 


b) À quelle vitesse la hauteur du 
liquide diminue-t-elle lorsque la 
hauteur est de 150 cm? 


c) Si ce réservoir conique se vide dans un réservoir 
cylindrique de 50 cm de rayon, à quelle vitesse la 
hauteur du liquide dans le cylindre augmente-t-elle ? 


Soit un cube dont le volume V en fonction du temps fr est 
donné par V(f)= St +34, où f est en secondes et V, en 
centimètres cubes. 


a) Déterminer le taux de variation instantané par rap- 
port au temps de l’arête lorsque 1 = 365. 


7. 
Le 


9. 
LE 


10. 


b) Déterminer le taux de variation instantané par 
rapport au temps de l’aire totale des faces lorsque 
t=36s. 


Soit un mobile qui se déplace selon une trajectoire 
2 2 
ss 5 à X N 
elliptique définie par 95 + _. = 1, où y 2 0, telle que le 
taux de variation instantané de x est égal à 2 cm/s 
lorsque x € ]-S cm, 5 cm. 
a) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané de y par rapport au temps. 
b) Évaluer ce taux aux points suivants : 


1) A(-3, y) ii) B(0, y ii) C(4, y) 
Une femme dont la taille est de 1,8 m s’éloigne à la 


vitesse de 2,2 m/s d’un réverbère qui se dresse à 9 m 
du sol. 


a) À quelle vitesse la longueur de l’ombre de la femme 
varie-t-elle ? 

b) À quelle vitesse l'extrémité de son ombre se 
déplace-t-elle ? 


Une personne pousse une boîte sur une rampe à une 
vitesse constante de 2 m/s. 


a) Calculer la vitesse verticale de la boîte. 


b) Calculer la vitesse horizontale de la boîte. 


Le prix P de fruits saisonniers est fonction de la masse 
g de fruits disponibles. 


5 
Si P(ga)= s000|8+ s] où q est en tonnes métriques 


et P en dollars, et que la quantité disponible de fruits 
diminue au rythme de 2 tm/jour: 


a) déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané du prix en fonction du temps; 


b) déterminer ce taux lorsque P = 50 000 $. 
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Réseau de concepts 


DÉRIVÉE 
Taux de Taux de 
variation variation 
instantané liés 
Applications 


| 
| | 


os. Physique Économie Chimie Géométrie 
Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 
et les problèmes de synthèse. 


Taux de variation instantané 


La fonction T donnant le taux de variation instantané de la fonction f en fonction de la variable x, est donnée par 
TG) = 


Taux de variation instantané en physique Taux de variation instantané en économie 


Soit x(?) la position d’un mobile en fonction du temps f. Soit C(g), les coûts, et R(q), les revenus, en fonction de 


: la quantité g. 
La vitesse v(f) = q 1 


L'accélération a(f) = = Le coût marginal C,,(g) = 


Le revenu marginal RÀ,,(g) = 


La force F(f) = 
Le profit P(g) = 


Taux de variation liés 


Si z = f (x) et x = g(f), alors . = 
t 
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Exercices récapitulatifs 


à Biologie Æ® chimie (SS naministraton 43 Physique 


© Exercices se réalisant à l'aide d'un outil technologique. 


1. 


5 


#f'A 
# 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes 
de synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont 
fournies à la fin du manuel. 


On laisse tomber un objet d’une 
montgolfière en ascension. 


La position x de cet objet par 
rapport au sol est donnée par 
x(û = -4,9P +4,95+ 225, où test 
en secondes et x(f), en mètres. 
Déterminer : 


a) la hauteur de l’objet au moment précis où on le laisse 
tomber ; 

b) les fonctions donnant la vitesse et l’accélération de 
l’objet; 

c) la vitesse initiale de l’objet, sa vitesse après 
2 secondes et son accélération après 4,5 secondes ; 

d) la hauteur maximale qu’atteindra l’objet ; 


e) la vitesse de l’objet au moment où celui-ci touche le sol. 


Un astronaute sur la lune lance une balle verticalement 
vers le haut. 


La hauteur x en mètres de la balle, après r secondes, 
est donnée par l'équation x(f) = 0,5af + 401 + 1,8, où a 
est une constante. La balle atteint sa hauteur maximale 
après 25 secondes. 


a) Déterminer la valeur de a et donner sa signification. 


b) Comparer la valeur de a avec celle de g, la gravitation 
terrestre, en effectuant le rapport £. 


Un zoologiste soutient qu’à compter d’aujourd’hui, la 
population d’une espèce, pour les 10 prochaines an- 


nées, sera donnée par P(r)= 3600 2 — 
Cote 


, Où f désigne 

le nombre d’années et P(r), le nombre d'individus de 

l'espèce. 

a) Déterminer l’augmentation de la population durant 
les trois premières années. 


b) Déterminer la croissance moyenne de cette popula- 
tion entre la deuxième et la septième année. 


c) Déterminer le rythme de croissance de cette popula- 
tion dans sept ans. 


d) Déterminer le rythme de croissance de cette popula- 
tion lorsqu’elle est de 5200 individus. 


e) Déterminer la population de cette espèce lorsque le 
rythme de croissance est de 720 individus par année. 


©) 


4. 


C7 


©) 


© 


f) Déterminer, théoriquement, le nombre maximal 
d'individus de cette espèce. Ce nombre peut-il être 
atteint ? Expliquer. 


£) Représenter dans un même système d’axes les courbes 
de P et du rythme de croissance de P. 


Soit une compagnie dont les revenus, en dollars, sont 
donnés par R(q) = -3q? + 640q et les coûts, en dollars, 
par C(q) = 5q° + 5000, où q désigne le nombre d’unités 
produites et g € [0, 70]. 


a) Déterminer la fonction R,, donnant le revenu margi- 
nal et la fonction C,, donnant le coût marginal. 


b) Déterminer le profit maximal de cette compagnie. 


c) Vérifier graphiquement que la valeur de qg trouvée 
correspond au seuil de production assurant un profit 
maximal. 


On a constaté que la fonction T donnant la température 
en degrés Celsius d’une personne, à qui on a donné un 
médicament pour faire baisser la fièvre, est donnée par 


12(t+1) 


T(à) = 37 + 
® DECO 


,oùte [0h, 48h]. 


a) Trouver la température du patient 
1) lorsqu'on lui donne le médicament; 
ü) après 1h; 4h; 1 journée. 

b) Donner la fonction f (f) donnant le taux de variation 
instantané de la température en fonction du temps. 


c) Calculer les expressions suivantes et interpréter le 
résultat : 


CU) ü) F4 ii) f (24) 
d)1) Déterminer à quel moment la température cesse 
d'augmenter et donner la température à ce moment. 
li) Interpréter les réponses précédentes. 


e) Donner une esquisse de la courbe de T'et celle de f. 


Soit un cylindre dont le volume en fonction de son rayon 
r et de sa hauteur h est donné par V{r, h) = nr°h, où ret 
h sont en centimètres et V{r, h), en centimètres cubes. 


a) Calculer la variation du volume d’un cylindre ayant un 
rayon de 5 cm et une hauteur de 7 cm, si l’on augmente 


1) seulement le rayon de 1 cm; 
ii) seulement la hauteur de 1 cm; 
iii) le rayon et la hauteur de 1 cm. 


b) Répondre aux questions de a) pour un cylindre ayant 
un rayon de 8 cm et une hauteur de 3 cm. 


c) Sih est constant, déterminer le taux de variation ins- 
tantané T(r, h) du volume par rapport au rayon pour 
une variation du rayon r lorsque r =3 cm et h=5 cm. 
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d) Sir est constant, déterminer le taux de variation ins- 
tantané 7,(r, h) du volume par rapport à la hauteur 
pour une variation de la hauteur À lorsque r = 3 cm 
et 5 CM. 


La force électrique F, exprimée en newtons, peut être 
considérée comme une fonction de la distance x, en 
mètres, séparant deux particules. 


fr 
7 


: k 
Soit F(x) = —-, où &k est une constante positive. 
x 


a) Déterminer la fonction 7 donnant le taux de varia- 
tion instantané de la force en fonction de la distance 
x entre les deux particules. 


b) Que signifie le signe négatif dans l’expression de la 
dérivée de la fonction F? 


8. Les coûts C de production, en centaines de dollars, 
d’une entreprise sont représentés par le graphique 
(s) suivant. 


a) À partir de ce graphique, estimer 


1) les coûts fixes de cette entreprise; 
1) le coût pour une production de 9 unités ; 
11) le coût réel de production de la 9° unité. 


b) Sachant que T, et T, sont respectivement les tangentes 
à la courbe de C pour une production de 4 unités et de 
9 unités. Estimer 


1) Cd et C, (à); 


mar m 


1) CO) et C, (0). 

9 Soit un rectangle dont l’aire À varie en fonction de la 
base x, où 0 m < x < 10 m, et dont le périmètre est égal 
à 20 m. 


a) Déterminer la fonction T donnant le taux de varia- 
tion instantané de l’aire du rectangle par rapport à la 
base x. 


b) Calculer 7(2) et T(7); interpréter les résultats 
obtenus. 


c) Déterminer pour quelle valeur de x le taux de 
variation instantané de l’aire du rectangle est nul. 
Quelle figure géométrique particulière obtient-on 
dans ce cas? 
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10. Soit un cylindre dont le rayon r et la hauteur h varient en 
fonction du temps de la façon suivante: r(t) = V31+4 
et A(f) = 3F + 1, où rest en secondes et 0 s<r<10s. 


a) Déterminer la fonction T. donnant le taux de variation 
instantané du rayon en fonction du temps ; évaluer ce 
taux lorsque h = 148 cm. 


b) Déterminer la fonction 7, donnant le taux de varia- 
tion instantané de la hauteur en fonction du temps ; 
évaluer ce taux lorsque r = 4 cm. 


c) Déterminer la fonction 7, donnant le taux de 
variation instantané du volume en fonction du 
temps ; évaluer approximativement ce taux lorsque 
V = 10817 cm°. 


11. La charge accumulée sur une armature d’un conden- 
sateur en fonction du temps est représentée par le 
graphique suivant, où la charge g est exprimée 
en millicoulombs (10% C) et le temps f, en milli- 
secondes (10 s). 


q 
(mC) 
4 
0 À) 4 8 1) 
“. (ms) 


Le courant à (en C/Ss, c’est-à-dire en ampères, noté A) 
dans la branche du circuit contenant le condensateur 
est le taux de variation de cette charge. 


a) Déterminer la fonction i. 


b) Représenter graphiquement À en fonction du temps. 


12. Un avion, atterrissant sur une piste PQ longue de 


or 1,5 km, touche le sol au point S. La distance x en mètres 


sur la piste entre l’avion et le point P, est donnée par 
x = 900 + 75f — 2,5F, où t est le temps en secondes 
écoulé depuis l’atterissage. 


a) Déterminer la distance 
i) entrePetS; 


li) parcourue par l’avion pendant les 4 premières 
secondes après qu’il ait touché le sol. 


b) Démontrer que l’avion ralentit. 
c) Déterminer la vitesse de l’avion, en km/h, 
i) au moment de l'atterrissage ; 
li) après 8 secondes. 
d) Déterminer la distance entre P et l’avion 
1) lorsque l’avion a une vitesse de 54 km/h; 


li) lorsque l’avion va s’immobiliser. 


13. 


14. 


15. 


16. 


e) Déterminer la distance maximale entre P et S pour 
que l’avion puisse s’arrêter avant d’atteindre l’extré- 
mité Q de la piste. 


La tension en volt (V) qui passe dans la résistance d’un 
circuit électrique est V = RI, où R est en ohms (Q) et Z, 
en ampères (A). 
a) Si/=4,9 — 0,018 et R = 15 + 0,125, 
où f est le temps en secondes, 
1) déterminer a et ex à 
dt za 


ii) déterminer à 1 =3 5, le taux de variation de l’in- 
tensité ; de la résistance. 


ii) Le produit des valeurs trouvées en 1) est-il égal 
à V/(3) ? Expliquer votre réponse. 


b) Lorsque la tension est de 140 volts, déterminer 
dR dR 


Et x 
dl dI 1=9 A 


Si le rayon d’une sphère varie en fonction du temps 
2 


. ; ; t * : 
suivant l'équation r(f) = 3° où t est en minutes et r(f), 
en centimètres, déterminer : 


a) le taux de variation instantané 7, du volume par 


rapport au temps lorsque 
1) r=8cm; li) {=3 min; 
b) le taux de variation instantané T, de l'aire par 


2 
rapport au temps lorsque le volume est de : T cm*. 


Les côtés congrus d’un triangle isocèle mesurent 
13 cm. Si la longueur de la base s’accroît à une vitesse 
de 0,5 cm/s: 


a) évaluer le taux de variation instantané par rapport 
au temps 
1) de la hauteur lorsque la base est de 10 cm; 
li) de l'aire lorsque la hauteur est de 5 cm; 
iii) de l’aire lorsque la base est de 10 cm. 


b) déterminer la longueur de la base à l’instant où le 
taux de variation instantané de l’aire est nul. 


La représentation suivante illustre la fonction déplace- 
ment, la fonction vitesse et la fonction accélération d’un 
mobile en mouvement en fonction du temps en secondes. 


y 


17. 


18. 


19! 


Déterminer la fonction déplacement, la fonction vitesse 
et la fonction accélération. 


Un policier-patrouilleur garé au point P, à 20 m d’une 
route, pointe son radar sur une automobile qui se 
trouve au point À. 


(C A 
20 m 


B 


Le radar indique la vitesse de rapprochement entre 
lautomobile et la voiture de patrouille. La limite de 
vitesse permise est de 30 km/h. 


a) Si le radar indique 25 km/h lorsque la distance 
entre C et À est de 15 mètres, une contravention 
est-elle justifiée ? Expliquer. 


b) Qu’indiquera le radar si l'automobile roule à la 
vitesse permise lorsque la distance entre C et A est 
de 40 mètres ? 


Soit un triangle équilatéral de côté x et de hauteur A 
tel que la hauteur du triangle en fonction du temps est 


4 2Ù « 
donnée par A(t) = Pr où t est en secondes et A(?), 
US 
en centimètres. 


a) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané de l’aire 
1) parrapportà A; ii) par rapport à x; 
ii) par rapport à f. 
dA .dA 
Ann 


_dA 


b) Calculer : 
x=5cm dt 


h=2cm 


c) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané du périmètre P du triangle par rapport à f. 


Selon des recherches statistiques, le poids moyen des 
garçons et celui des filles est approximativement donné 
par les fonctions suivantes : 


Garçons: g(i) = 3,7 + 0,83r — 0,027 + 0,000 34f 
Filles : f (?) = 3,45 + 0,731 — 0,023 + 0,000 35 


où € [0 mois, 36 mois] et les poids sont en 
kilogrammes. 


Répondre aux questions suivantes pour 
i) les garçons ; ii) les filles. 


a) Calculer les poids moyens à la naissance ; à 1 an; à 
2 ans et demi. 


b) Calculer la variation du poids moyen entre la naïs- 
sance et 1 an et demi; entre 1 an et demi et 3 ans. 


c) Calculer le taux de variation instantané du poids 
moyen à la naissance ; à 1 an; à 2 ans et demi. 
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20. 


22. 
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d) Calculer le taux de variation moyen du poids durant 
la première année ; la seconde année. 


e) Déterminer à quel instant le taux de variation ins- 
tantané est égal au taux de variation moyen pour la 
période des trois années. 


f) Représenter dans un même système d’axes les fonc- 
tions g(?) et f (). 


On sait que le prix de vente d’un article peut dépendre 
du nombre d'articles qu’une compagnie espère vendre. 
Soit la fonction P définie par 


P(q)= 0,01q° — sf +300, donnant le prix de vente 


d’un article en fonction de la quantité d’articles vendus 
où g € [0, 50]. 


a) Déterminer le prix de vente si 


1) 7 = 10; li) g= 40. 
b) Détermier le revenu marginal si 
1) U0; li) g= 40. 


c) Déterminer le revenu et le revenu marginal si le 
prix de vente est de 208,00 $. 


On estime que la fonction donnant la hauteur y, en 
mètres, entre un télésiège et le sol est donnée par 


X à ; : s 
ilSr 100” où x représente la distance horizontale, 


en mètres, entre le télésiège et le point de départ et 
O<x< 50. 


a) Déterminer la vitesse verticale du télésiège si celui- 
ci se trouve à une distance de 25 m du point de 
départ, sachant que sa vitesse horizontale à cet ins- 
tant est de 1,5 m/s. 


b) Déterminer la vitesse horizontale du télésiège si 
celui-ci se trouve à une hauteur de 17 m, sachant 
que sa vitesse verticale à cet instant est de 1,05 m/s. 


Un panneau rectangulaire de 120 cm sur 240 cm est 
appuyé contre un mur vertical. Le haut du panneau 
glisse vers le bas à une vitesse de 0,3 cm/s en restant 
appuyé sur le mur. 


ë 


120 cm 
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Déterminer le taux de variation instantané du volume 
limité par le panneau, le plancher et le mur par rapport 
au temps : 


a) lorsque le pied du panneau est à 144 cm du mur; 


b) lorsque le haut du panneau est à 144 cm du sol. 


On tire un bateau vers un quai à l’aide d’un câble dont 
le point d'appui À est à 3 m au-dessus du niveau de 
l’eau. 


R 
3 m 
1m} 


Si la longueur de la portion du câble joignant le point 
d’appui et le bateau diminue à une vitesse de 6 m/min, 
déterminer à quelle vitesse le bateau s’avance vers le 
quai lorsqu'il est à 5 m du quai. 


. À partir du moment où un avion amorce son atterris- 


sage, l’altitude À, en mètres, de celui-ci est donnée 
(6000 — x) 

12000 
horizontale, en mètres, parcourue par l’avion à partir 
du moment où s’amorce l'atterrissage. 


par A(x)= , où x représente la distance 


Sachant que x(f) = 50, où f est en secondes et f repré- 
sente le temps à partir du début de l'atterrissage : 
a) déterminer l'altitude de l’avion 
i) au moment où celui-ci entreprend son atterris- 
sage ; 
li) après 2 secondes. 
b) déterminer 


1) la distance horizontale parcourue par l’avion 
entre le moment où il entreprend son atterris- 
sage et le moment où il touche le sol; 


11) le temps requis pour parcourir cette distance. 


c) déterminer le taux de variation instantané de l’alti- 
tude de l’avion, par rapport au temps, lorsque 


i) x=1200 m; 


li) il lui reste 1200 m à parcourir horizontalement 
avant de toucher le sol; 


ii) 1= 125: 


iv) il lui reste 2 s avant de toucher le sol. 


25. Sous l'effet de la chaleur, le rayon d’une plaque de 
métal circulaire varie en fonction du temps suivant 


_ : 41 : on 
l'équation r(f) =——-——, où (1) est en centimètres 
8 (1+2) 


etre [0 min, 8 min]. 


a) Déterminer, en fonction de r et de f, le taux de 
variation instantané par rapport au temps 


i) del’aire; ii) de la circonférence. 
b) Calculer, lorsque f = 3 min, le taux de variation 
instantané 
i) delaire; ii) de la circonférence. 
c) Calculer, lorsque r = 5,12 cm, le taux de variation 
instantané 
i) delaire; ii) de la circonférence. 


26. On vide un verre de jus à l’aide d’une paille. Le volume 


du liquide contenu dans le verre en fonction du temps 


Un observateur placé à 40 m d’une route regarde pas- 
ser une automobile se dirigeant de À vers B à une 
vitesse de 90 km/h. 


40 m 


a) Déterminer à quelle vitesse s'éloigne l’automobile 
lorsqu'elle est à 100 m 


11) de À. 

b) Déterminer à quelle distance de l’observateur doit 
être l’automobile lorsqu'elle s'éloigne de celui-ci à 
une vitesse de 
1) 80km/h; 11) 89 km/h. 

c) Démontrer algébriquement que la vitesse d’éloi- 


gnement entre l’observateur et l'automobile ne peut 
être supérieure ou égale à 90 km/h. 


i) de l’observateur; 


2. Soitun rectangle de 6 cm sur 8 cm. Sa largeur augmente 
à une vitesse de 2 cm/s et sa longueur, à une vitesse de 
3 cm/s. Déterminer à quelle vitesse augmente 
a) son périmètre après 1 seconde; 
b) son aire après 4 secondes ; 
c) sa diagonale lorsque son aire est de 204 cm°; 


d) l’aire du cercle circonscrit à ce rectangle lorsque 
son périmètre est de 93 cm. 


4. 
4 


est donné par V() = -3t + 54m, où r est en secondes, 
VO est en centimètres cubes et re [0 s, 187 s]. Ce 
même volume en fonction de la hauteur est donné par 


2 
V(h) = 37h 


, Où À est en centimètres. 


a) Déterminer le volume initial de la quantité de jus 
ainsi que la hauteur de jus contenu dans le verre. 


b) Déterminer 7, donnant le taux de variation instan- 
tané de la hauteur du liquide par rapport au temps, 


i) lorsque À =6 cm; 
ii) lorsque le verre contient la moitié du volume 
initial ; 


ii) après 50 secondes. 


Problèmes de synthèse 


Soit deux mobiles, A et B, tels que leur position res- 
pective en fonction de f est donnée par x(f) = 145 — 254 
et y(f) = 40 + 107%, où x et y sont en mètres, f est en 
secondes etre [0s;5,8 sl]. 


a) Déterminer à quelle vitesse les mobiles se rappro- 
chent lorsqu'ils sont à 130 m l’un de l’autre. 

b) Déterminer après combien de temps les mobiles 
commencent à s'éloigner l’un de l’autre. 


Deux cyclistes parcourent le circuit rectangulaire sui- 
vant en partant de A. 


D 


Le premier cycliste amorce son trajet vers l’est à une 
vitesse constante de 12 km/h et le deuxième se dirige 
vers le sud à une vitesse constante de 16 km/h. 
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a) Déterminer à quelle vitesse ces cyclistes s’éloignent 
ou se rapprochent après : 
1) 15 min; ii) 30 min; iii) 45 min. 

b) Déterminer après combien de temps les cyclistes 
vont se rencontrer et à quelle distance ils seront de 


À à ce moment. 


5. Une entreprise en Montérégie fabrique des contenants 
de 2 litres de jus de pommes. La fabrication et la mise 
(9) dans les contenants de n litres de jus en une seule jour- 
-0,001n° + 8n + 9000 en $. 


La production journalière maximale est de 4000 litres 
et l’entreprise estime qu’elle vendra toute sa production. 


née coûte C(n) = 


a) Déterminer le coût marginal pour n litres de jus de 
pommes. 


b) Déterminer 


1) combien de litres de jus vend l’entreprise 
lorsqu'elle fabrique 1000 contenants; 


ii) quelestle coût de fabrication de 1000 contenants; 
ii) quel est le coût de fabrication f (x) de x contenants. 
c) Calculer le coût marginal pour 1000 contenants. 


d) Comparer le coût marginal de 1000 contenants avec 
le coût marginal de 2000 litres. 


e) Déterminer la fonction f qui au nombre x de conte- 
nants de jus de pommes associe le coût C. Ecrire une 
relation entre f” et C”. 


6. Une particule se déplace le long d’une droite. Lorsqu'elle 
est à une distance de x mètres d’un point fixe O, où x > 1, 
sa vitesse v(x) est donnée par 


4x+2 ne 
v(x) = 1’ exprimée en m/s. 
a) . son accélération a lorsque 
D) USE HET: 


b) Calculer: 


i) lim v(x) 


ii) lim a(x) 
Ro) re 


c) Interpréter les résultats trouvés en b). 


7. Une échelle de 10 m est appuyée sur une clôture 
de 3 m. 


S1 le bas de l’échelle s'éloigne de la clôture à une vitesse 
de 1,25 m/s, déterminer à quelle vitesse s’abaisse le 
haut de l’échelle 


a) lorsque le pied de l’échelle est à 4 m de la clôture ; 


b) au moment précis où le haut de l’échelle coïncide 
avec le haut de la clôture ; 
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c) au moment précis où le haut de l’échelle est à 2 m 
du sol, sachant que le haut de l’échelle reste appuyé 
sur la clôture. 


8. Deux tiges métalliques mesurant respectivement 
65 cm et 100 cm sont appuyées l’une contre l’autre en 
un point P. La hauteur À du point P est fonction du 
temps t et est donnée par A( = 64 — 21, où t est en 
minutes et À, en centimètres. 


1 
de | à 100 cm 
Q R 


Déterminer, après 2 minutes, 


a) la vitesse d’éloignement des deux autres extrémités 
de ces tiges; 


b) la variation de l’aire du triangle PQR. 
9. Un cube de glace de 27 cm° fond à un rythme donné 
par . = -0,6x°, où x, la longueur de l’arête, est en 
t 


centimètres et f, en minutes. Déterminer 


a) la fonction 7, donnant le taux de variation instantané 
de la longueur de l’arête du cube par rapport à r; 


b) le volume du cube après 7 minutes ; 
c) le temps que prend le cube pour fondre; 


d) le volume du cube lorsque le taux de variation ins- 
tantané de l’aire totale des 6 faces du cube est de 
-4,8 cm?/min. 


10. On remplit la piscine suivante à un rythme de 
0,4 m'/min. 


Déterminer à quelle vitesse le niveau d’eau augmente 
lorsqu'il y a dans la piscine 


a) 35 m° d’eau; b) 140 m* d’eau. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Un manufacturier de calculatrices veut déterminer sa 
production hebdomadaire pour maximiser son profit 
par semaine. 


Il estime que, s’il fabrique q calculatrices, il pourra les 
vendre au prix unitaire p suivant, en dollars: 


à & 
=40--1, oùge{1,2,3,...,4000}. 
p(g) nn { } 


Il estime également que ses coûts hebdomadaires 
de production ©, en dollars, sont donnés par 
C(g) = 9q + 6000. 


a) Combien le manufacturier doit-il produire de cal- 
culatrices pour avoir un revenu marginal de 37 $? 


b) Déterminer le nombre de calculatrices qu’il doit 
produire par semaine pour avoir un profit maxi- 
mal ; évaluer ce profit maximal. 


c) Représenter graphiquement les fonctions, revenus, 
coûts et profits dans un même système d’axes. 


Soit un ballon d'exercice sphérique de rayon r en cm, 
de volume V'et d’aire A. 


a) Déterminer le taux de variation instantané du 
volume par rapport à l’aire, lorsque 


i) V=2887r cm; ii) À = 47 cm°. 
b) Déterminer l’aire lorsque le taux de variation ins- 


tantané du volume par rapport à l’aire est égal à 
1 cm‘/cm°. 


Un récipient a la forme d’une demi-sphère, dont le 
rayon mesure 8 CM. 


Ce récipient contient un liquide qui s’évapore au 
rythme de 10h cm°/heure, où h représente la hauteur 
du liquide présent dans le récipient et O0 cm < h < 8 cm. 


Le volume V du liquide dans ce récipient est donné par 
3 
V(h) = n[ can — =) 


a) Calculer: 


… dh … dh … dh 
dl) 1) 111) 
dt h=7cm dt Re icm dt |, = 2n 
b) Calculer: 
dr ü) dr 
dt h=4 cm dt r=4 cm 


Soit deux cônes dont les mesures en centimètres sont 
données dans la représentation suivante. 


Le liquide du cône supérieur s'écoule par une petite 
ouverture dans le cône inférieur. 


15. 


16. 


Le volume V,, du liquide 


contenu dans le cône supérieur 
est donné par 


V.. (@ = -0,271 + 367, où t est 


sup 


en secondes et V.. (f), en cen- 


sup 
timètres cubes. On suppose que 
le cône inférieur est vide à1=0, 
c’est-à-dire V. (0) =0 cm°. 


inf 


a) Déterminer le volume total 
du liquide. 


b) Après combien de temps le cône supérieur sera-t-il 
vide ? 


c) Déterminer la fonction V.,@; déterminer H, la 
hauteur du liquide dans le cône inférieur, lorsque 


Vip = 0. 
d) Calculer: 
1) a 11) LÉ 
dt r=2cm dt r=2cm 
re iv 
r=2cm dt n— 2) cm 


Soit un triangle équilatéral mesurant x cm de côté, à 
l’intérieur duquel on inscrit un cercle. 


L’aire À du triangle en fonction du temps est donnée par 
A(t)= Vt+12, où rest en secondes. 


2 d 
a) Evaluer _ lorsque À = 43 cm. 


b) Après combien de temps le taux de variation ins- 
tantané sera-t-il la moitié de ce qu’il est lorsque 
A= 413 cm°? 


C) Évaluer T , la fonction donnant le taux de variation 
instantané de l’aire À, du cercle inscrit, par rapport 
à t lorsque le rayon du cercle est de 3 cm. 


En pleine nuit, un bateau, situé en B, se dirige vers A 
selon la trajectoire définie par 
3 


y= , où x et y sont en mètres. 
1000 


Rive 


Quai 
De plus, la position du bateau, en fonction du temps, 
est donnée par y=125(4-— 1)”, où 0 min << 4 min. 


Le bateau est surmonté d’un projecteur qui éclaire, 
directement devant lui, le quai en un point E. 
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a) Aux temps f = 0 min et ft = 3 min, déterminer la 
distance au mètre près entre 


i) AcetB; ii) ActE. 


b) Aux temps { = 0 min et f = 3 min, déterminer à 
quelle vitesse le bateau s’approche 
i) du quai; ii) de la rive; iii) de A. 

c) Aux temps { = 0 min et f = 3 min, déterminer à 
quelle vitesse E s’approche de A. 


d) Déterminer la position du bateau lorsque E s’ap- 
proche de À à une vitesse de 10 m/min; donner 
votre réponse au mètre près. 


17. Trois membres d’une famille marchent l’un derrière 
l’autre, à une vitesse de 2 m/s, vers un lampadaire de 
9 m de hauteur. La première personne mesure 2 m; la 
deuxième, qui est à 3 m derrière la première, mesure 
1,3 m; et la troisième, qui est à 2 m de la deuxième, 
mesure 1 m. 


a) Déterminer à quelle vitesse la longueur de l'ombre 
varie lorsque la première personne est à 


1) 50 m du lampadaire; 
11) 20 m du lampadaire. 


b) Répondre aux questions de a) si la deuxième per- 
sonne mesure 1,6 m. 


c) Déterminer quelle doit être la taille de la deuxième 
personne pour qu’elle ait un effet sur l’ombre pro- 
jetée lorsque la première personne est à 35 m du 
lampadaire. 


d) À partir des données initiales, déterminer à quelle 
vitesse les extrémités des ombres se déplacent 


lorsque la première personne est à 


= 


1) 10 m du lampadaire; 


li) 5 m du lampadaire. 
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18. En partant de l’origine, un point P(x, y) se déplace sur 
le demi-cercle supérieur ayant un rayon de 10 cm cen- 
tré au point C(10, 0). L’ordonnée y du point P(x, y) est 


donnée en fonction du temps par y()=1#20-#, 
où0min<t< 20 min. Soit À, l’aire du triangle de 
sommets O(0, 0), P(x, y») et R(x, 0). 


O(0, 0) 
R(x, 0) 10 
a) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané de x par rapport à f. 
b) Évaluer: 
i) ce 
dt 


ne OBS 
ii) —| 
y=8cm (à 


111) ) 


x=2cm t1=3 min 


c) Déterminer la fonction donnant le taux de variation 
instantané de À par rapport à f. 


d) Évaluer : 
dA| 
dt 


ee 


i) 


… dA 
1) — 
) d 


x=4 cm y=6cm t=4 min 


19. On remplit le réservoir conique 
ci-contre à l’aide d’un liquide. 
.dr 0,8 


dt 9\r 


1) déterminer La en h 
dt 


fonction de h; 


cm/s, 


li) évaluer . lorsque r = 3 cm; lorsque A = 3 cm. 
t 


b) Si . = 0,27 cm°/s, déterminer 
t 


1) dr en fonction de r; 


dt 


ii) ci en fonction de h. 
dt 


Analyse de fonctions 
algébriques 


ans le présent chapitre, nous analyserons certaines fonctions 


Perspective historique de 
algébriques. Il faudra donc : 


Exercices préliminaires 


61 intervalles de croissance, 
intervalles de décroissance, 
maximum et minimum 


+ _ déterminer le domaine de f; 


* utiliser la notion de limite pour déterminer l'équation des asymp- 


6.2 Intervalles de concavité totes verticales, horizontales et obliques ; 
vers le haut, intervalles de 
concavité vers le bas et 


point d'inflexion 


* utiliser f’( et f(x) pour construire un tableau de variation et 
esquisser le graphique de f. 


En particulier, à la fin de ce chapitre, l'élève pourra résoudre le 
problème suivant. 


6.3 Asymptotes et analyse 
de fonctions algébriques 


Réseau de concepts 
Vérification des apprentissages 34-4025 4) 

1 024 64 
sentant les ventes d’une microbrasserie en milliers de dollars, 
pour l’année 2012, où x est en mois. (Par exemple x = 0 corres- 
pond aux ventes totales de décembre 2011, x = 1 correspond aux 
ventes totales de janvier 2012, etc.) 


Soit V(x) = +15x+40, la fonction repré- 


Exercices récapitulatifs 
Problèmes de synthèse 


a) Représenter la courbe de V en indiquant les points de maxi- 
mum, les points de minimum et les points d’inflexion. 


b) Interpréter les ventes et leur taux de variation, en chacun 
des points trouvés en a). 


(Voir l'exercice récapitulatif n° 24, page 303) 


L 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Une grande invention, une grande controverse 


u début du xvri siècle, la recherche des maxima 

et des minima, le calcul de la longueur d’une 

courbe et celui de l’aire ou du volume des fi- 
gures ou des solides délimités par des lignes ou des surfaces 
courbes suscitent l'intérêt des géomètres. Tout au long du 
siècle, les plus grands esprits s’acharnent sur ces problèmes 
laissés sans solution par les Grecs et les Arabes. Dans 
l'esprit de ce «Siècle de la raison», tous cherchent une 
«méthode » pour résoudre non pas un problème, mais toute 
une classe de problèmes. 


Dans les années 1660-1680, deux mathématiciens y par- 
viennent. Le plus connu de ces mathématiciens est Isaac 
Newton (1642-1727). Jusqu’à l’âge de 24 ans, il montre un 
certain intérêt pour les mathématiques, mais sans plus. En 
1665, une épidémie de peste menace la ville de Cambridge 
où Newton étudie. Les autorités décident alors de fermer 
l’université. Newton revient donc chez sa mère où, selon 
la légende, la chute d’une pomme lui aurait inspiré la loi 
d'attraction des corps. Durant cette période, il entreprend 
une restructuration de la mécanique qui l’amène à inventer 
un calcul différentiel et intégral dont l’approche est plutôt 
géométrique. De retour à Cambridge en 1667, Newton com- 
mence à se faire connaître. Il est toutefois réfractaire à l’idée 
de publier, car il craint la critique. Son célèbre Philosophiæ 
naturalis principia mathematica paraît finalement en 1687. 
L'année suivante, le roi Jacques IT, catholique dans un pays 
protestant, doit s'enfuir. À Cambridge, Newton, ardent 
protestant, avait participé à la résistance au roi. Après le 
couronnement d’un nouveau roi protestant, Newton, sans 
doute content de son expérience dans l’arène politique, 
quitte Cambridge et devient en 1693 haut fonctionnaire de 
la Monnaie royale. Il s’investit totalement dans ses nou- 
velles fonctions et abandonne les mathématiques. 


Gottfried Wilhelm Leïbniz (1646-1716), quant à lui, se pas- 
sionne très tôt pour la philosophie et, plus spécifiquement, 
pour les opérations mentales mises en œuvre par la pensée. 
À 20 ans, il écrit une thèse dans laquelle il cherche à mon- 
trer qu’on peut réduire les raisonnements et le processus de 
découverte à une combinaison d'éléments de base comme 
les nombres, les lettres, les sons et les couleurs. L’année 
suivante, il devient secrétaire du baron von Boiïneberg à 
Frankfurt et commence à s'intéresser aux mathématiques. 
De 1672 à 1676, 1l séjourne à Paris en mission diplomatique 
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pour le baron. Il profite de la présence à Paris du célèbre 
mathématicien hollandais Huygens pour se perfectionner 
en mathématiques. Il invente alors, comme Newton quel- 
ques années auparavant, un calcul différentiel et intégral. 
Toutefois, son approche est très différente puisqu’il cherche 
toujours à développer un langage symbolique décrivant les 
actions de la pensée. Cette préoccupation l’amène à proposer, 


df 


entre autres notations efficaces, le symbole Fe que nous 
by 


utilisons encore aujourd’hui. 


De 1711 à 1716, Leibniz et Newton sont à couteaux tirés. 
En effet, Newton et, plus généralement, les Anglais accu- 
sent Leibniz d’avoir copié les idées de Newton. Pourtant, 
l'approche de Leibniz, axée principalement sur un calcul 
symbolique, donne à son calcul une efficacité qui dépasse 
celle de Newton. Bientôt, les positions se cristallisent. En 
Europe continentale, on prend le parti de Leibniz et en 
Angleterre, celui de Newton. Cette controverse conti- 
nuera tout au long du xvirr° siècle. Pendant tout ce temps, 
en Europe continentale, on utilise les notations de Leibniz 
et en Angleterre, l'approche de Newton. Cependant, à par- 
ür des années 1830, l'approche newtonienne devient un 
handicap important pour les mathématiciens anglais. Un 
mouvement de réforme balaie les universités britanniques 
où on commence alors à enseigner le calcul symbolique à la 
Leibniz. Aujourd’hui, les historiens reconnaissent que les 
deux mathématiciens ont établi indépendamment les bases 
du calcul différentiel et intégral. 


1. Déterminer si les expressions suivantes sont positives 
ou négatives, sachant que (+) désigne une valeur posi- 
tive et (—), une valeur négative. 


(+) (—) =) 
el el ei 
Le () Le 

(+) DE ) En Ÿ 


2. Résoudre les équations. 
a) &-4(3x+7)=0 
b) x+x-6=0 
c) 4) +x)=0 
d\)x-x=0 
e) 3@&+ 1) (2x — 3) +2(x + 1) =0 
f) 2@&— DG@+ 1) +2(x + D(x- 1) =0 


x? 25 
g) = 0 


x+4 


h) Vx?+x-2=0 


i) @+x+ D +D=0 


3. En choisissant une valeur appropriée, remplir le tableau 
suivant en inscrivant +, —, 0 ou À dans la case qui 
convient selon que l’expression est positive, négative, 
nulle ou non définie. 


x<0 O<x<3 3<x<4 x>4 


de -00 0 2) 4 +00 
x?(x-4) 
(CR) 


4, Déterminer le domaine des fonctions suivantes. 


144 
À re 2° 5x+4 
D Sx(x +7) 


(x? —4x)(x? —4) 


Exercices préliminaires 


no 
DS 
d) UE rene 
€) se 
V25 - x? 
1 
a 
PROS 


. Effectuer les divisions suivantes. 


) x +1 b) 4x? —7x+3 
x+1 7) 
el 0x +214 22 

C) — > — (ji Re 

x” +1 2x-3 
‘+1 s_ 

e) _ f) X ZI 

x° +1 5 = 


. Evaluer les limites suivantes. 


2) 
+2X— : =? 
nn te 5 ES 
xl se — Î| Bd ji 
2 _f ; 3 
He =" Doom 
2 0 ER 2 br 47 


7. a) Déterminer, si c’est possible, les zéros de f (x) et de 


f'@ si 
i) f@=(Gx-2){5x +2); 
o Lx -9. 
ii) me 
x+3 


ii) f(x) = 


6-22 
b) PES les zéros de f(x), de f(x) et de f”’(x) si 
fa= 2 — 5x. 
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6.1 Intervalles de croissance, intervalles de 


décroissance, maximum et minimum 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra rassembler dans un 
tableau de variation les informations relatives aux intervalles de 
croissance, aux intervalles de décroissance et aux points 
de maximum et de minimum relatifs d’une fonction pour en 
déduire une esquisse de son graphique. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


e de donner la définition d’une fonction croissante et d’une 
fonction décroissante ; 


e de donner la définition de maximum et de minimum d’une fonction; 

+ de donner la définition de maximum et de minimum d’une fonction aux extrémités d’un intervalle ; 
* de relier la croissance et la décroissance d’une fonction au signe de sa dérivée ; 

° de déterminer les intervalles de croissance et de décroissance d’une fonction ; 

+ _de déterminer les nombres critiques de f; 

* de donner la définition de point stationnaire, de point de rebroussement et de point anguleux de f; 


* de déterminer les points de maximum relatif et les points de minimum relatif d’une fonction à l’aide du 
test de la dérivée première ; 


° de construire un tableau de variation relatif à f”; 
*_de donner une esquisse du graphique de f à partir du tableau de variation relatif à f”; 
*_de donner une esquisse du graphique de f”’ (def), connaissant le graphique de f(de f”). 


Dans certaines situations, il est essentiel de connaître les coordonnées des sommets 
d’une fonction afin de pouvoir esquisser son graphique (chapitre 6) et de résoudre des 
problèmes d’optimisation (chapitre 7). Entre les sommets, la courbe sera croissante ou 
décroissante. Cette étude sera faite à l’aide du signe de la dérivée première de la fonction. 


Par exemple, sur Phases de la vie d’un produit 
la courbe ci-contre 
représentant l’évo- 
lution des ventes 
d’un produit en 
fonction du temps, 
nous constatons 
qu’au début, nous 
avons une Crois- 
sance des ventes 
suivie d’une dé- 
croissance. Sur 
cette courbe, nous 


Évolution des ventes 


rétroons lé dE Phase initiale Temps 
fé h d Phase Zone critique Tornade Gestion de la Exploitation de 
érentes phases de précommerciale de croissance des ventes décroissance niches temporaires 


la vie du produit. 
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Fonction croissante, fonction décroissante, maximum 
et minimum 


Définition 6.1 Soit f, une fonction définie sur un intervalle I. 


Si pour tout x, <x,,où x, e letx,e I, 
1) fx) <f@), alors f est une fonction strictement croissante sur 1; 


2) f(x) <f@.,), alors f est une fonction croissante sur I; 
3) f(x) > f(x), alors f est une fonction strictement décroissante sur I; 


4) fx) Z2f(@,), alors f est une fonction décroissante sur I. 


Remarque Si f est strictement croissante sur I, alors f est croissante sur I. 
S1 f est strictement décroissante sur L, alors f est décroissante sur I. 


Définition 6.2 Soit une fonction f et c € dom f. 


1) f(c) est un maximum relatif (ou maximum local) de f s’il existe un inter- 
valle ouvert I, tel que c e Tetf(c) 2 f(x), pourtoutxe I. : 
De plus, le point (c, f (c)) est un point de maximum relatif, noté max. rel. 


2) f(c) est un minimum relatif (ou minimum local) de f s’il existe un inter- 
valle ouvert I, tel que c e L'etf(c) <f(x), pour toutxe I. 
De plus, le point (c, f (c)) est un point de minimum relatif, noté min. rel. 


SOUAEME Soit la fonction f définie par le graphique suivant. 


n 


f@>fa, Vrelh, xl 
max. rel. 


(a, f(a)) 


FO), Vxelk, xl 
min. rel. 


(b, f(b)) 


V x, <X>, OU X,, X, EJ-c, 4] VÉCE roure rel|a tb] V x: < x, OÙ Xs, Xe E[b, + 


f(x) < f(x) (3) > f(x) ! (xs) < f(x) 


f est strictement décroissante f est strictement croissante 
sur [a, b]. 1 sur [b, +. 


f est strictement croissante 
sur ]-cs, a]. 
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Définition 6.3 Soit une fonction f et c € dom f. 


252 


1) f(c) est le maximum absolu de f si f (c) > f (x), pour tout x € dom f. : 
De plus, le point (c, f (c)) est un point de maximum absolu, noté max. abs. 


2) f(c) est le minimum absolu de f si f (c) < f (x), pour tout x € dom f. 
De plus, le point (c, f (c)), est un point de minimum absolu, noté min. abs. 


Le maximum absolu de f correspond à la plus grande valeur que prend la fonction sur 
son domaine. 


Le minimum absolu de f correspond à la plus petite valeur que prend la fonction sur 
son domaine. 


De plus, tout maximum (minimum) absolu de f est également un maximum (minimum) 
relatif de f. 


Identifions sur le graphique suivant les points de maximum rela- 
tif, les points de minimum relatif, le point de maximum absolu et 
le point de minimum absolu. 


ÿ max. rel. 
max. abs. 
max. rel. (8,4) 
F7) =0 
F2) =0 
f'@) n'existe pas 
f'(@) = 0 
min. abs. 
min. rel. 


Il ne faut pas confondre la valeur d’un maximum (minimum) relatif ou absolu 
d’une fonction qui est un nombre réel et le point de ce maximum (minimum) rela- 
tif ou absolu de cette fonction, donné par les coordonnées du point. 


Coordonnées des points de Valeur des 
maximum relatif : (-2, 3) et (8, 4) maximums relatifs : 3 et 4 
maximum absolu: (8, 4) maximum absolu : 4 
minimum relatif : (-7, -5) et (4, -3) minimums relatifs : -5 et -3 
minimum absolu: (-7, -5) minimum absolu: -5 


Remarque Le maximum (minimum) absolu d’une fonction, s’il existe, est unique. 
Toutefois, ce maximum (minimum) peut être atteint en plusieurs valeurs du domaine 
de la fonction. 
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EE Soit le graphique de f (x) = sin x. 


fQ@) = sin x 


a) Déterminons le maximum absolu de f et les points de maximum absolu. 
Le maximum absolu de f est égal à 1 et ce maximum est atteint en 


a TT Den. les points MÉNENNEN 
D) TNT) 2 2 2 


sont des points de maximum absolu. 


b) Déterminons le minimum absolu de f 


et les points de minimum absolu. 
Le minimum absolu de f est égal à 


-l et ce minimum est atteint en 
2 3 7m 


De plus. es points (5-1) (5-1) (5-1) 
Hood 2 , +. DE PIUS, es points ::-» 5° , 2 , , 2 , pe. 


re 


sont des points de minimum absolu. 


Enonçons un théorème que nous acceptons sans démonstration. 


Théorème 6.1 Soit f, une fonction continue sur un intervalle ouvertletce I. 


S1 (c, f (c)) est un point de maximum relatif (minimum relatif) de f, alors 


(oc) = 0 ou f(c) n'existe pas. 


Par contre, si f”’(c) = 0 ou f”(c) n'existe pas, alors (c, f (c)) n’est pas nécessairement un 
point de maximum relatif ou un point de minimum relatif. 


Soitf()=(a-2)+1 et g(a)=ŸVx-2+3. 


= 


» = (2) +1 } 
ne, 8 =Vr=2+3 


(2, f(2)) 
2, g (2) 


1 1 
(0 = 3x -2ÿ NU 0e 2 
f'@ =3@—2) 8 @) a ) 30-27 
f'C)=0et : _g”(2) n'existe pas et 
(2, f(2)) n’est ni un point de maximum, (2; g@) n'est ni un point de maximum, 
ni un point de minimum. : ni un point de minimum. 
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Maximum et minimum aux extrémités d'un intervalle 


Définition 6.4 Soit f, une fonction continue sur [a, b]. 


1) f(a) est un maximum relatif de f s’il existe un intervalle [a, c[ € [a, b] 
tel que f (a) 2 f (x) pour tout x € [a, cl. 


2) f(a) est un minimum relatif de f s’il existe un intervalle [a, c[ C[a, b] 
tel que f (a) < f (x) pour tout x € [a, cl. 


Nous pouvons définir, de façon analogue, un maximum relatif et un minimum relatif 
à la valeur f (b). 


a) Soit la fonction f définie sur [a, bl. b) Soit la fonction g définie sur Ja, b]. 
1e) 


8@ 


max. rel. 


x, f@,)) 


max. abs. 
Ft (b, g(b)) 


max. rel. 


Qy 8 (x) 


(a, f(a)) 


min. rel. 


> fx) 


min. abs. 


G@, 8 &,)) 
min. abs. 


f(a) est un minimum relatif de f. g(x,) est un maximum relatif de g. 
f(x.) est un maximum relatif de f. gx.) est le minimum absolu de g. 
fx.) est le minimum absolu de f. g (b) est le maximum absolu de g. 


Il ne peut y avoir ni maximum ni minimum à une extrémité d’un intervalle 
lorsque celui-ci est ouvert à cette extrémité. 


Croissance, décroissance et dérivée première 


DOUÉ Soit la fonction f définie par le graphique suivant. Nous constatons que 


+ _fest décroissante sur ]-ce, 1]; 


* toutes les tangentes à la courbe 
de f sur |-æ, 1[ ont une pente 
négative, d’où 


f'@) < 0 pour tout x € J-ce, II. 


* _fest croissante sur [1, +c|; 


+ toutes les tangentes à la courbe 
de f sur ]1, +c[ ont une pente 
positive, d’où 


f'@ > 0 pour tout x € ]1, +ool. 


(A f(D) 


min. abs. 


De plus, le point (1, f (1)) est le point de minimum absolu et, en ce point, la tangente à la courbe de f est 
horizontale, donc f”(1) = 0. 
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Le théorème suivant nous permettra de déterminer si une fonction est croissante ou 
décroissante à l’aide du signe de sa dérivée première. 


Théorème 6.2 Soit f, une fonction continue sur [a, b] telle que f” existe sur Ja, bI. 
a) Sif'@ > 0 sur Ja, b[, alors f est croissante sur [a, b]. 


b) Sif'@ < 0 sur Ja, b[, alors f est décroissante sur [a, b]. 


Remarque Soit f une fonction continue sur ]-ce, b], sur [a, +ce[ ou sur IR. 


a) Si f(x > 0 sur ]-c, b[, sur Ja, +ce[ ou sur IR, alors f est croissante respectivement 
sur ]-c, b], [a, +c[ ou sur IR. 


b) Sif (> < 0 sur ]-ce, b[, sur Ja, +ce[ ou sur IR, alors f est décroissante respectivement 
sur ]-c, b], [a, +ce[ ou sur IR. 


Nombre critique de f 


Selon la valeur de la variable indépendante, la dérivée d’une fonction peut être néga- 
tive, positive, nulle ou inexistante. 


Définition 6.5 Soit c € dom f. Nous disons que c est un nombre critique de f: 


1) sif’(c)=0 ou 2) si fc) n'existe pas. 


Remarque Si c est un nombre critique de f, alors nous disons que le point (c, f (c)) est 
un point critique de f. 


DOUUEME Soit f(x) = Vx? —-6x+8, où dom f = IR. 


a) Déterminons les nombres critiques de f. Représentation graphique 


Caulons $ abord f’(x) et factorisons f(x), For n6er8 
si c’est possible. 


2x —6 E 2(x — 3) 
AOC ON 7-2) 4) : 
EACH OSIE RS) 


2) f'@ n'existe pas si x = 2 ou x = 4. 


f'@O= 


D'où 2, 3 et 4 sont les nombres critiques de f. 
b) Évaluons f'O) et f (6). Les points (2, 0), (3, -1) et (4, 0) 


sont des points critiques de f. 
… 


f'D= gg donc / (1) <0 


; 6 ; 
f”(6) = TE donc f (6) > 0. 
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Définition 6.6 Le point (c, f (c)) est un point stationnaire de f si f’(c) = 0. 


HOUNUEBA Soit la fonction f ci-dessous, où f(x.) = f(x) = f(x) = 0. 


» 


y fx) 


@, f&,)) 


Les points (x, f (x.)), (x, f &) et (3, f (x) 
sont des points stationnaires de f. 
Xy FX) 


Définition 6.7 Soit f, une fonction continue sur un intervalle ouvert I et c € I tel que f(c) 


n'existe pas. 
1) Le point (c, f (c)) est un point de rebroussement de f si: 
1) en ce point la tangente à la courbe de fest verticale et 
ii) f’@) change de signe lorsque x passe de c7 à c*. 


2) Le point (c, f (c)) est un point anguleux de f si en ce point les portions 
de courbe admettent deux tangentes distinctes lorsque x — c° et x — c*. 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


Ni Newton (1642-1727), ni Leibniz (1646-1716), ni de Cissoïde de 
L'Hospital (1661-1709) n’ont parlé des cas tels qu’en x; Dioclès 

et en x, de l'exemple 3 suivant. Il faut dire qu’à l’époque, 
on n’avait pas encore pensé à définir une fonction par 
des expressions symboliques différentes sur des inter- 
valles différents. C’est qu’en mécanique, un changement 
abrupt de direction est en fait souvent dû à un accident. 
Toutefois, les géomètres grecs ont étudié des courbes % 
qui, tracées par des machines, avaient des points de 
rebroussement. La cissoïde de Dioclès (vers 200 avant 

notre ère) en est un exemple. Au xvir° siècle, quelques 

courbes ayant un point de rebroussement sont étudiées. La plus célèbre est la cycloïde correspondant à la trajectoire d’un 
point d’un cercle qui roule sur une droite. Mais, toutes ces courbes étant définies géométriquement, elles sont alors étu- 
diées en dehors de la géométrie analytique. Ce ne sera qu’aux xvuIr et x1x° siècles qu’on en fera une étude analytique. 
Plus près de nous, dans les années 1970, le mathématicien René Thom (1923-2002) développe la théorie des catastrophes 
qui représente par des points de rebroussement dans des espaces à plusieurs dimensions les catastrophes dans des mo- 
dèles biologiques, physiques ou même sociaux. 


Cycloïde 
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EE Soit f définie par le graphique ci-dessous sur [a, bI. 


Nombres critiques a) Déterminons les nombres critiques de f sur [a, b[. 
: : x)— f (a 

°_f’(a) n'existe pas (ou nous ne pouvons pas évaluer lim re) 
Fete X— 0 

+ f'&)=0, 

* f'@&)=0, 

+ _f’(x;) n'existe pas (car la tangente au point (x,, f (x.)) est verticale) 

+ _f’(x,) n'existe pas (car en ce point nous avons deux tangentes 

distinctes lorsque x — x, et x — x;) 
F (ba) = 0, 


d’où a, x,, x,, x;, x, et x. sont les nombres critiques de f sur [a, bI. 
Remarque b n’est pas un nombre critique de f, car b £ dom f. 

Points stationnaires b) Déterminons les points stationnaires de f sur [a, bl. 
(x, f (x,)), (x, f (x,)) et (xs, f(x) sont les points stationnaires, car 


TOO CNE 0; 
Point de rebroussement c) Déterminons le point de rebroussement de f sur [a, bl. 
(x:, f(x;)) est un point de rebroussement de f, car 


1) la tangente au point (x;, f(x;)) est verticale et 
ii) f'@ passe du «+» au «—» lorsque x passe de x; à x. 


Point anguleux d) Déterminons le point anguleux de f sur [a, bl. 
(x1, f(x)) est un point anguleux de f, car en ce point la courbe admet deux 
tangentes distinctes lorsque x — xz et x — x. 


Test de la dérivée première: maximum et minimum 
Avant de construire un tableau appelé tableau de variation relatif à f”, donnons un 
exemple graphique résumant les notions déjà étudiées. 

Remarque Afin d’alléger l'écriture dans les tableaux, on utilise les notations et les 
abréviations suivantes: 


M pour indiquer que la fonction est décroissante, 
7" pour indiquer que la fonction est croissante, 


max. pour indiquer les points de maximum relatif et de maximum absolu, 
min. pour indiquer les points de minimum relatif et de minimum absolu. 
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HOUUEME Soit la fonction f définie par le graphique suivant. 


Construisons un tableau de variation relatif à f” à partir du graphique de f. 
fx) 


| 1 Û x 
fest fest - fest fest fest 
décroissante croissante | croissante décroissante croissante 
(a, f(a)) (c, f(c)) (d, f(d)) 

min. abs. ù max. rel. min. rel. 
HO OU PGO CE 0 : f'O<0 : f'@>0 


: f'(@)=0 1: f')=0: 


\ 1 1 \ 


 f)=01: f'@ : 
: \ ; n'existe pas 


1 1 
1 1 
1 / \ 1 
1 1 


on Ar A: +» 
f'passe du  f'ne change RU 
=ÉQSE pas de signe +au- = au+ 
née ae À bexce À ocexcd x 
ce : : . d +00 
"® : : 0 + 0 - À + 
Ï | J (a) 2 f) 7 ft) v f@ 
min max. ie 


Le théorème suivant appelé test de la dérivée première, nous permettra de déterminer 
les points de maximum relatif et les points de minimum relatif d’une fonction. 


Théorème 6.3 Soit f, une fonction continue sur un intervalle ouvert L et c € I, un nombre critique 
Test de la dérivée de f, c’est-à-dire f ‘(c) = 0 ou f (c) n'existe pas. 
première 


a) Si f’(x) passe du «+» au «—» lorsque x passe de c7 à c*, 
alors (c, f (c)) est un point de maximum relatif de f. 


b) Si f(x) passe du «—» au «+» lorsque x passe de «7 à c*, 
alors (c, f (c)) est un point de minimum relatif de f. 


Dans le cas où f’(x) ne change pas de signe lorsque x passe de c7 à c*, (c, f (c)) n’est 
ni un point de maximum relatif ni un point de minimum relatif de f. 
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Les graphiques suivants illustrent le théorème 6.3 (test de la dérivée première). 


Ehiotiièses 1 f'@) passe du«+»au«—» : f'@) passe du « — » au «+» 1 f(x) ne change pas de signe 
JP 1 lorsque x passe de c7 à c* i lorsque x passe de c7 à c* 1 lorsque x passe de c7 à c* 

nn lee 2 ne D RE ne = ee = 
0 ! 0 
0 0 I 
! ! ! 
0 0 I 
1! ü l ! 
1 i 1 1 
1 1 1 ï 1 

f'O =0 k Û _ ee 

fH>0 : f'@) <0 f'@) > 0 
| | 
l [ l Û Ll 
! EEE ——— 
1 @ 1 C 1 
! ! ! 

mm mm mm mn CCE EEE | 
! ! ! 
0 ! ! 
l l l 
! ! ! 
l l l 
! ! ! 
0 1 ! I 
i. fa<0 

fo) n'existe pas DC 
1 fH>0 À ù ! ' 
1 j ï : ! f'@) <0 
1 ! 1 ; 1 î 
1 ï 1 à 1 1 
! ! ! 

c ; c ; c 
sms pnmmmnmmmmsmmmesmmmsnnescpnnssnmessmmencnsensnssssnsqensss css 
ne CF @) GF@) | Gf@)nestniun pointde 

1 Point de maximum h Point de minimum i maximum ni un point de minimum. 


Tableau de variation relatif à la dérivée première ES 


Construisons un tableau de variation relatif à f”, à partir de la dérivée première de la 
fonction f, ce qui nous permettra de déterminer les intervalles de croissance, les inter- 
valles de décroissance, les points de maximum et les points de minimum de f. 


IL Y A ENVIRON 1000 ANS... 


L'usage de tableaux pour présenter une ou plusieurs informations mathématiques est fort connu chez les Arabes entre 
1000 et 1300. Toutefois, ces tableaux ne sont pas utilisés pour le calcul différentiel puisque ce dernier n'existe pas 
encore. On les utilise plutôt pour les calculs algébriques. Ils permettent de faire des calculs complexes sur les polynômes, 
par exemple pour en déterminer les racines. 


DOUUERE Soit f (x) = 2x — 3x? — 12x + 10, où dom f = IR. 
a) Construisons un tableau de variation relatif à f”. 
1" étape: Calculer et factoriser f(x), si c’est 2° étape : Déterminer les nombres critiques de f. 


Se aide à déterminer 1) f{=0six=20oux=-1. (définition 6.5) 


= 66x12 
= 6(x — 2) (x + 1) : D'où -I et 2 sont les nombres critiques de f. 


2) f'@) est définie, V x € IR. 


(w) 
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(vw 


3° étape: Construire un tableau de variation relatif à f”. 


Afin de déterminer les valeurs de x qui rendent la dérivée positive ou négative, construisons le tableau 
suivant où nous indiquons, sur la première ligne, le domaine de f et les nombres critiques de f, par ordre 
croissant, trouvés à la 2° étape. 


Puisque f (x) = 0 quand x = -1 etx= 2, et que f ” est continue, f(x ne peut pas changer de signe sur chacun 
des intervalles ]-cs, -1[, ]-1, 2[ et ]2, +col. 

Ainsi f(x) est toujours positive ou toujours négative sur chacun des intervalles précédents. 

Pour déterminer le signe de f(x), il suffit d'évaluer f(x) pour une valeur quelconque de x sur chaque intervalle. 


5e -l<x<2 x>2 
——] ———— —] 
0 -co -] 2 +00 
Placer ici le Placer ici le Placer ici le 


signe (+ ou —) signe (+ ou —) signe (+ ou —) 


1x0) de f(x) en évaluant, Oou À de f(x en évaluant, 0 ou À de f (x) en évaluant, 
par exemple f’(-2) par exemple f/(0) par exemple f/(3) 
f 7 a > 0 fe 7 7 >0 FO) 2 A >0 
M si f(x) <0 M si f(x) <0 M si f(x) <0 


Pour |-, -1[, nous avons choisi -2. 
En évaluant f’(-2), nous obtenons f(-2) = 6(-2)? — 6(-2) — 12 = 24. 
Puisque le résultat obtenu est positif, nous inscrivons le signe «+», 
d’où la fonction f'est croissante « / » sur ]-c0,-1]. (théorème 6.2) 

Pour x = -1, f”(-1) = 0 et f (-1) = 17. 

Pour ]J-1, 2[, nous avons choisi 0. 


Puisque f”(0) = -12, nous inscrivons le signe «— », 

d’où la fonction est décroissante « N » sur [-1, 2]. (théorème 6.2) 
Pourx=27 2)=0e/(@)="10; 
Pour ]2, +c[, nous avons choisi 3. 

Puisque f (3) = 24, nous inscrivons le signe «+», 


d’où la fonction est croissante « /! » sur [2, +ool. (théorème 6.2) 
À l’aide des informations précédentes, nous obtenons le tableau suivant : 
x -00 -] 2 +00 
(69) + 0 — 0 = 
f 7 17 \ -10 


Pour compléter ce tableau, déterminons les points de maximum et les points de minimum. 


Puisque f(x) passe du «+» au «—» lorsque x passe de -17 à -1*, 
(-1, f (-D)) est un point de maximum relatif de f. (théorème 6.3 a)) 


Puisque f(x) passe du «—» au «+» lorsque x passe de 27 à 2*, 
(2, f )) est un point de minimum relatif de f. (théorème 6.3 b)) 
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(wi 


Ainsi, nous obtenons le tableau de variation relatif à f” suivant: 


b) Esquissons le graphique de f. 


Pour ce faire, utilisons les données du tableau de variation précédent, 
fest croissante sur |-co, -1] U [2, +ce, 


fest décroissante sur [-1, 2]. 


(-1, 17) est un point de maximum relatif et (2, -10) est un point de 


minimum relatif. 


ï -c0 -] 2 +00 
LAC) . 0 & 0 7 
a 7 17 à -10 
max. min 


(2,°10) 


Marche à suivre: min. 

i j DANONE 
i)  Plaçons d’abord les points (-1, 17) et (2, -10). ' . 7. = : 
1) Identifions les intersections du graphique et des axes, #(2957...) =0 


©) Dans le cas où les zéros de f sont difficiles à déterminer algébriquement, nous pouvons les déterminer 


en calculant f (0), nous obtenons f (0) = 10 
en trouvant, si c’est possible, les zéros de f, c’est-à-dire 2x° — 3x? — 12x + 10 =0 


approximativement à l’aide d’un outil technologique approprié. 


Par exemple, avec Maple, nous avons: 


1" étape: Calculer et factoriser si c’est possible 


FO. 


fo = 


> f:=x->2*x 3-3#x/2-12#x4 10 : 
> solve(f(x)=0 .) ; 
-2.219115947, 0.7619212620, 2.957194685 


li) Esquissons le graphique en tenant compte des informations précédentes. 


Remarque Il existe une infinité d’esquisses qui respectent les données d’un tableau 


de variation relatif à f”. 


Donnons quelques exemples de fonctions continues, mais non dérivables en certains 


points. 


ET soit / C0 = Vax - x, où x e[-2, 51. 


a) Construisons un tableau de variation relatif à f”. 


4—2x 


2(2-— x) 


3Jax-xY 3/74 x) 


1) fH=05six= 2. 


2) f (n'existe pas six 2x =0Ocur—4. 


D'où -2, 0, 2 et 4 sont les nombres critiques de f. 


3° étape : Construire un tableau de variation relatif à f”. 


x -2 0 2 4 5 
ao) À À 0 : À = 
à 57 7 0 7 Ÿ4 V 0 ù À 
min max. 


Puisqu’à partir du point (-2, Ÿ/-12) la fonction est croissante, ce point est un point de minimum. 
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: 2° étape : Déterminer les nombres critiques de f. 


(y 
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b) Esquissons le graphique de f sur [-2, SI. 
Puisque f(5) n’est pas définie, il faut évaluer lim f(x). 
x—5 


lim (= lim CES 


me) _ AY ‘ < 
SAME Soi fa) VD Si xS4 iomf=IR 
-2x?+24x—65 si x>4 


a) Vérifions si f est continue en x = 4. 


D f@=3-ÿG@-4 = 1 


lim f(x)= lim (3 3/(3x - 4) )= 1 

2 donc lim f (x)= -1 
lim f(x) = lim (2x? + 24x — 65) = -1 x 4 
x at x—4t 


3) lim (0) = f (4) 


D'où f est continue en x = 4. 


b) Construisons un tableau de variation relatif à f” et esquissons le graphique de f. 
1"° étape : Calculer et factoriser si c’est possible f(x). 
-2 
FR = 1 V3x-4 


-4x+24 Si x>d4 


si x<4 


2° étape : Déterminer les nombres critiques de f. 
-2 


43% 4 È 


1) f’@) n’est jamais égale à 0; 


i) Lorsque x < 4, f’(x) = 


2) f'(@ n'existe pas si x = 


CIES 


De pl li X)= li 
e plus, ol (x) im 


nn +co | forme = 
x x (4/37 3/3x — 4 Où 


et lim. Nr)" Him 


=D, 9) 
= -00 f ae, 
x = (4/3) x (4/3 3/3x — 4 | ne 0Ÿ | 


Ainsi, au point (2 3) la tangente à la courbe de f est verticale et 
f(x) change de signe lorsque x passe de (à) à (4) : 


Donc le point (2. 3) est un point de rebroussement. (définition 6.7) 
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© 
ii) Lorsque x > 4, f(x) = -4x + 24, 
D fH=0six=6; 
2) f'() existe, Vx > 4 
11) Lorsque x = 4, 


-2 
lim f)= lim = =- 
ue ii @ ae 3/3x — 4 


donc lim f’(x) n’existe pas et f”’(x) n’existe pas si x = 4. 


lim f’(x)= lim (-4x +24)=8 LS 
14 x—4t 
Ainsi, au point (4, -1) les portions de courbe admettent Esquisse du graphique 


deux tangentes distinctes lorsque x — 4° et lorsque x — 4*, 
donc le point (4, -1) est un point anguleux. (définition 6.7) 


D'où _ 4 et 6 sont les nombres critiques de f. 


3° étape : Construire un tableau de variation relatif à f”. 


+ -c0 = 4 6 +00 
3 
fo + À . À “ 0 5 
# 3 d il 2 l È (2 3) : point de rebroussement 
max. min. ar @, -1): point anguleux 


DOUUCES Soit f(x) = Vx° +x—6 —3. 
a) Déterminons dom f. 
Il fautque x°+x-62>0 
(x+3)(x—-2)2>0 
D'où dom f= ]-ce, -3] U [2, +ce. 


b) Construisons un tableau de variation relatif à f” et esquissons le graphique de f. 


1"° étape: Calculer et factoriser si c’est possible f/(X. 2° étape : Déterminer les nombres critiques de f. 


OCR En 1) f/(x) n’est jamais égale à zéro sur le 
Le 2x +1 domaine de f. En effet, . é dom f. 
DNA EETT 0 2) (Dinexiste pas roux 2. 
2x +1 5 


D'où -3 et 2 sont les nombres critiques de f. 


Dee 


Esquisse du graphique 
3° étape : Construire un tableau de variation relatif à f”. AC rer ere 


x -00 -3 2. +00 
fo = À À À d 
f N =3 À -3 7 
min min 
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Relation entre le graphique de f et le graphique de f’ 


Les graphiques d’une fonction et celui de sa dérivée sont dépendants l’un de l’autre. 


FQ) 


HOUUERE Soit f”, où dom f’= IR, la fonction définie par le graphique ci-contre. 


Donnons une esquisse possible du graphique de f en utilisant deux méthodes 
différentes, sachant que f continue sur IR, car f est dérivable. 


2 


Méthode 1 Méthode 2 
En utilisant un tableau de variation relatif à f”. En déduisant, à partir de f”, les informations néces- 
1"° étape : Déterminer les nombres critiques de f. D 0 00e PR TUEUSe 
1) f'@=0six=-1 ou x =3. 
(intersection de la courbe de f” avec l’axe des x) 


2) f(x) est définie, V x e IR. 


D'où -1 et 3 sont les nombres critiques de f. 
2° étape : Construire un tableau de variation et f'@ <0 : f'@ > 0: f'@ <0 
esquisser le graphique de f. 


Puisque f (x) est négative sur ]-c», -1[ U ]3, +ce[ f'CD=0 f(3)=0 
et que f (x) est positive sur ]-1, 3[, nous avons 


7e -00 cl 3 +00 
f'@ = 0 + 0 = 
u È SCD À fG) Ù 
min max 
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SOuNEBA Donnons une esquisse du graphique de f” à partir du graphique de f suivant, où les tangentes 
horizontales ont été tracées. 


Be CRU 


f'@ 


fi Le He 
fa) =0 f(b)=0 f(c)=0 
f'@>0 : FO <0 : f'<0! f'>0 


Bi Vases se Sue 


Résumé des notions étudiées à la section 6.1 
Soit f une fonction continue sur IR. 


1. Croissance et décroissance 
a) Sif'@ > 0 sur Ja, b[, alors f est croissante sur [a, b]. 
b) Si f(x) < 0 sur Ja, b[, alors f est décroissante sur [a, b]. 


2. cest un nombre critique de f si f’(c) = 0 ou si f/(c) n'existe pas. 
3. Sif”(c) = 0, alors (c, f (c)) est un point stationnaire de f. 
4, Maximum et minimum 
a) Sif (à passe du «+» au «—» lorsque x passe de c7 à c*, 
alors le point (c, f (c)) est un point de maximum relatif de f. 
b) Si f(x) passe du «—» au «+» lorsque x passe de € à c*, 
alors le point (c, f (c)) est un point de minimum relatif de f. 
5. Le point (c, f (c)) est un point de rebroussement de f si: 
i) en ce point la tangente à la courbe de f est verticale et 
ii) f @) change de signe lorsque x passe de c7 à c*. 


6. Le point (c, f (c)) est un point anguleux de f si en ce point les portions de courbe admettent deux 
tangentes distinctes lorsque x — cet x — c*. 
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EXERCICES 6.1 


1. Soit la fonction f définie par le graphique suivant. 


a) Déterminer les points 
1) de minimum relatif; 
ii) de minimum absolu; 
iii) de maximum relatif; 
iv) de maximum absolu; 
v) anguleux ; 
vi) de rebroussement. 
b) Déterminer les intervalles de 
i) croissance; 


ii) décroissance. 


2. Pour effectuer un examen médical, on injecte par piqûre 
intramusculaire une dose de 4 cm° d’une substance 
médicamenteuse dans le sang d’un malade. La courbe 
suivante représente la quantité de substance en cn° pré- 
sente dans le sang à l'instant f en heures. 


Q (1) 
(cm°)4 
3 

2 

1 


12345678 TT 
(h) 
a) Déterminer l'intervalle de temps où la quantité de 
médicament 
i) augmente; li) diminue. 
b) Déterminer la quantité maximale de médicament 
dans le sang. 


c) Pour pouvoir effectuer l'examen, il faut que la quan- 
tité de substance médicamenteuse présente dans le 
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sang soit supérieure à 2 cm°. Déterminer approxi- 
mativement l’intervalle de temps correspondant à la 
contrainte. 


Compléter le tableau relatif à f”, où f est continue sur IR, 
et donner une esquisse possible du graphique de f. 


X -00 -3 5 7 +co 
fol + 0 _ F. + 0 + 
f 


Construire le tableau de variation relatif à f” à partir 
des équations de f”. 


a) f'@ = x (x — 1° — 4), où dom f= IR 


x-2ÿ(3- x à 
b) f(x) = = FÈ e, où dom f € IR\ {0} 
7x 
Pour chacune des fonctions suivantes, construire le 
tableau de variation relatif à f” et déterminer, si c’est 
possible, les intervalles de croissance et de décroissance, 
les maximums relatifs, les minimums relatifs, les points 
de maximum relatif et les points de minimum relatif 
de f. 
a) fH=x-12x+1 
c) f@)=-4X —- 3x +1 


b) fH = (x -3x+4) 
d) FO) = 4x - 5x +3 


4 
e) f(x) = Ÿx +2 f) FO = 
x? —9 
e) FO) = sur 2,3 


h) f @) = 3x* — 4x* sur [-1, +ce[ 
i) f@= x" — 4x —20x? + 4 sur [-2, 4[ 


Une entreprise pouvant fabriquer 50 spas par semaine 
estime que le coût de fabrication en dollars de g spas est 
donné par C(q) = 2q° — 4q° + 16q + 9000. 

Si cette entreprise vend les spas 5000 $ chacun, déter- 
miner le profit maximal de cette entreprise. 


7. 


© 


10. 


Selon des recherches statistiques, le poids moyen des 
garçons et celui des filles est approximativement donné 
par les fonctions suivantes : 


Garçons: g(f = 3,7 + 0,831 — 0,0278 + 0,000 34% 
Filles : f® = 3,45 + 0,731 — 0,023F + 0,000 3r 


où f € [0 mois, 48 mois] et les poids sont en kilogrammes. 


a) Déterminer après combien de mois la différence de 
poids D, entre celui des garçons et celui des filles est 
maximal, et déterminer cette différence. 


b) Déterminer après combien de mois le taux de varia- 
tion de la différence de poids entre celui des garçons 
et celui des filles est minimal. 


c) Représenter graphiquement la fonction D, 


Pour chaque fonction, construire le tableau de variation 
relatif à f” et esquisser le graphique de f en indiquant, 
s’il y a lieu, les points de maximum relatif, les points 
de minimum relatif, les points anguleux et les points de 
rebroussement. 


a) FO =7- (x 2) (x +2) 
b) f(x) =3+(4-2x)5 sur ]-4, 10] 
©) FO = 3x — 25x° + 60x sur ]-c0, 2[ 


. x +6x° +1 si x<-2 
GX) = 
(x-6) +13 si x>-2 


Esquisser un graphique possible d’une fonction f, 
où dom f = R, satisfaisant à toutes les conditions 
suivantes : 

FC) =0etf(S)= 2; 

F3) est non définie et f(-3) = 2 ; 

f'@=0ef(=-3; 

f'O)=0etf(S)=1; 

f'@) < 0 sur ]-c, -5[ L 1-3, 2[ U 15, +ool; 

f'@) > 0 sur ]-5, -3[ L 2,51. 


Donner une esquisse possible du graphique de f à 
partir du graphique de f(x). 


a) J'@) 


C) 


11. Soit les graphiques de différentes fonctions. 


a) f@ b) 


e) fx f) 


Les graphiques suivants représentent les dérivées des 
fonctions représentées ci-dessus. Associer à chacune 
des fonctions f précédentes le graphique qui repré- 
sente le plus précisément possible la dérivée de cette 
fonction. 


D ro ® ru 
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13. Soit f (x) = 45x7 — 126x° + 105x° — 32. 
a) Déterminer, si c’est possible, les intervalles de 
croissance et de décroissance de f. 


b) Déterminer les points stationnaires de f. 


14. Soit f, une fonction continue sur [a, b] telle 
que f’ existe sur Ja, b[. Démontrer que 
a) si fest croissante sur [a, b], alors f(x) > 0 sur Ja, bl ; 


b) si f est décroissante sur [a, b], alors f(x) < 0 sur 
Ja, bf. 


15. Compléter les énoncés suivants, sachant que f, f’, 
f”, etc. sont continues sur IR. 


a) Sif”@) > 0 sur Ja, b[, alors f° 
b) Si f %(G) < 0 sur Ja, bl, alors f ® 7 


12. Dans les représentations suivantes, déterminer la fonction 
f la fonction f ” et la fonction g qui n’est pas la dérivée de f. 


268 CHAPITRE 6 Analyse de fonctions algébriques 


6.2 Intervalles de concavité vers le haut, intervalles 


de concavité vers le bas et point d'inflexion 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra rassembler dans un tableau 
de variation les informations relatives aux intervalles de concavité 
vers le haut, aux intervalles de concavité vers le bas et aux points 
d’inflexion. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


Quantité 


de donner la définition de concavité vers le haut et de concavité 
vers le bas du graphique d’une fonction ; 


de donner la définition d’un point d’inflexion ; Temps 
de relier la concavité d’une fonction au signe de sa dérivée seconde ; 

de déterminer les intervalles de concavité vers le haut et de concavité vers le bas d’une fonction ; 

de déterminer les nombres critiques de f”; 

de déterminer les points d’inflexion d’une fonction ; 

de construire un tableau de variation relatif à f”; 


de déterminer les points de maximum relatif et les points de minimum relatif d’une fonction à l’aide du 
test 1 de la dérivée seconde ; 


de déterminer les points de maximum absolu et les points de minimum absolu d’une fonction à l’aide du 
test 2 de la dérivée seconde. 


Pour esquisser d’une façon plus précise le graphique d’une fonction, nous devons 
connaître, en plus de la croissance et de la décroissance, la concavité d’une courbe. 
Cette information nous sera donnée par le signe de la dérivée seconde. 


Concavité et point d'inflexion 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


La notion de point d’inflexion et sa relation avec la concavité d’une courbe étaient connues 
des fondateurs du calcul différentiel et intégral. Toutefois, pour les courbes algébriques, les 
points d’inflexion ne se présentent que sur les courbes de degrés supérieurs à 2. C’est donc 
dans le contexte de l’étude de ces courbes, particulièrement par Newton en 1704, que le point 
d’inflexion prend toute son importance. Mentionnons que Newton s'intéresse aussi bien aux 
fonctions explicites qu’implicites de degré 3. Certaines de ces courbes surprennent. Pour vous 
Isaac Newton en convaincre, tracez la courbe d’équation y? = x ou celle d’équation x° + y° = 3xy. 
(1642-1727) 
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Définition 6.8 Soit f, une fonction continue sur Ja, bf. 


1) f est concave vers le haut sur l'intervalle Ja, b[ si la courbe de f est au- 
dessus de chacune des tangentes que nous pouvons tracer sur Ja, bl. 


2) fest concave vers le bas sur l'intervalle Ja, b[ si la courbe de fest au-dessous 
de chacune des tangentes que nous pouvons tracer sur Ja, bl. 


a) Les fonctions suivantes sont concaves vers le haut. 


b) Les fonctions suivantes sont concaves vers le bas. 


ANT 


Définition 6.9 Soit f, une fonction continue en x = c. 


Le point (c, f (c)) est un point d’inflexion de f si la courbe de f change 
de concavité au point (c, f (c)). 


' 
. i 
f est concave vers ù f est concave vers 


f est concave vers 
le bas sur]-c, al. le haut sur Ja, bl. le bas sur ]b, +col. 
(a, fa)) (b, fb)) 
est un point d’inflexion. est un point d’inflexion. 
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a) Sur la courbe ci-contre représentant 
le dosage d’un acide faible par une 
base forte, nous constatons que la 
courbe est parfois concave vers le bas 
et parfois concave vers le haut. 


b) Certains phénomènes tels que lenombre Quantité 


de personnes propageant une rumeur, 
la quantité d’une substance dans une 
réaction chimique ou la quantité ven- 
due d’un nouveau produit peuvent être 
représentés de façon générale par une 
courbe présentant l'aspect suivant, 
appelée courbe logistique. 


IL Y A ENVIRON 200 ANS... 


L’équation logistique 


pH 


14 
12 
10 Points 4 Point équivalent 
8 d’inflexion 
6 
4 
7 Y Demi-équivalence 


5 10152025 3035 Volume 


(ml) 


Temps 


L’appellation de courbe logistique est introduite par le mathématicien belge Pierre François Verhulst (1804-1849) dans 
un article intitulé «La loi d’accroissement de la population ». Dans l’équation différentielle logistique, ce dernier terme, 
dont le choix est impropre, est supposé référer à une solution de type logarithmique. Autrefois, le mot logistique avait le 
sens de «calcul ». Ainsi, l’algébriste français François Viète (1540-1603) appelait «logistique spécieuse » le calcul sur les 


lettres (espèces), autrement dit l’algèbre symbolique. 


Concavité, dérivée seconde et point d'inflexion 


Donnons deux exemples qui illustrent le lien entre la concavité d’une courbe et le 


signe de la dérivée seconde. 


Soit f() = x et g() =3- xt 


À l’aide des graphiques ci-dessous, 


FQ) 1 = 


nous constatons que la courbe de : nous constatons que la courbe de 
f est concave vers le haut sur IR. : gest concave vers le bas sur IR. 


(w) 
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(0 


Nous allons relier cette caractéristique au signe de f”(») et de g”(. 


Nous avons f (x) = 2x. Nous avons g/(x) = -4x°. 


F'@) 


ne ?x 


Nous constatons que f” est une fonc- : Nous constatons que g” est une fonction 
tion croissante sur IR. Ainsi, sa dérivée : décroissante sur IR, sa dérivée est plus 
est plus grande ou égale à zéro. : petite ou égale à zéro. 


Puisque f” est croissante sur IR, : Puisque g” est décroissante sur IR, 
f@ 20,VxelR. (en effet, f”(9 =2) : g’(x) <0,VxelR. 
(en effet, g”(x) = -12x2) 


Enonçons un théorème qui nous permettra de déterminer si une fonction est concave 
vers le bas ou concave vers le haut à l’aide du signe de sa dérivée seconde. 


Théorème 6.4 Soit f, une fonction continue sur Ja, b[ telle que f” existe sur Ja, bl. 


a) Sif”@ > 0 sur Ja, b[, alors la courbe de f est concave vers le haut sur Ja, bl. 
b) Sif”( < 0 sur Ja, b[, alors la courbe de f est concave vers le bas sur Ja, bl. 


Remarque Soit f une fonction continue sur |-c, b], sur [a, +c[ ou sur IR. 
a) Sif”(x > 0 sur |-c, b[, sur Ja, +cl[ ou sur IR, alors la courbe de fest concave vers 
le haut, respectivement sur ]-c, b[, ]a, +ce[ ou sur IR. 


b) Sif (x) < 0 sur J-c, b[, sur Ja, +ce[ ou sur IR, alors la courbe de f est concave vers 
le bas, respectivement sur ]-ce, b[, ]a, +c[ ou sur IR. 


Définition 6.10 Soit c € dom f”. Nous disons que c est un nombre critique de f” : 
1) sf"@=0 ou 2) sif”(c) n'existe pas. 


DOUTEBPA Soit f(x) = (x? —1)**, où dom f = IR. 


Déterminons les nombres critiques de f”. 
Calculons d’abord f(x) et déterminons dom f”. 


fx) _ Cu DC) = 2x (e _ 1), et dom 1 = R 
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Calculons et factorisons f (x). 


MORE Ne) 


2 
— LG ne 1554 a 
24(x° — 1) +16x° 
= J(x? 16% 
8(5x° — 3) 
5 J(x? = (be 


3 
1) fre 0si 3 320, done x = 3 oux= À 


2) f(x) n'existe pas si (x? — 1) = 0, donc x=-1 oux= 1. 


D'où -1, À Ê et 1 sont les nombres critiques de f”. 


Enonçons un théorème qui nous permettra de déterminer les points d’inflexion d’une 
fonction. 


Théorème 6.5 Soit f, une fonction continue en x = c. 


Si fc) = 0 ou si fc) n'existe pas, alors 
le point (c, f (c)) est un point d’inflexion de f, si et seulement si EE 


f”@ change de signe autour de c, c’est-à-dire lorsque x passe de «7 à c*. 


Remarque Si f”(c) = 0 ou fc) n'existe pas et si f(x) ne change pas de signe lorsque 
x passe de c7 à c*, alors le point (c, f (c)) n’est pas un point d’inflexion. 


» 


Soit. f() = (x — 2) + 1 et g(x) = 9ÿ/(x — 2} +9. 


ÿ ex) 0x2) +9 


(2, 8(2)) 


FE = 4-2) : 8 = 6(x - 2) 1? 

” 7) 72 
f"@ = 12& 2) : g"@ =-2G% 2) = G-2% 
f”@) = 0 et f(x) ne change pas de signe £g”() n'existe pas et g”(x) ne change pas 
autour de 2. : de signe autour de 2. 
D'où (2, f (2)) n’est pas un point D'où (2, g(2)) n’est pas un point 
d’inflexion. : d’inflexion. 
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Tableau de variation relatif à la dérivée seconde 


Avant de construire un tableau appelé tableau de variation relatif à f”, donnons un 


exemple graphique résumant les notions déjà étudiées. 


Remarque Afin d’alléger l'écriture dans les tableaux, on utilise les notations et les 
abréviations suivantes : 


U pour indiquer que la fonction est concave vers le haut, 
N pour indiquer que la fonction est concave vers le bas, 


inf. pour indiquer les points d’inflexion. 


HOUUENE Construisons un tableau de variation relatif à f ” à partir du gra- 
phique de la fonction f suivante. 


FQ) 


(c f(c)) 


fest concave 
vers le bas 


f'est concave 
vers le haut 


f'est concave 
vers le haut 


fest concave  : fest concave 
vers le bas vers le haut 


(c f(C)) (d, f(@)) 


Point d’inflexion Point d’inflexion 


(a, f(a)) 


Point d’inflexion 


f'(@)=0 fo =0 


ou f”() n'existe pas ou f”(d) n’existe pas 
f”(a) n'existe pas f”(c) n’existe pas 

FO<0 !  fPH>0 ! fHO>0 ! fH<0 :! f@>0 
f” change f'ne change  f” change f” change 
de signe pas de signe de signe de signe 

5e -co a b G d oo 

EC) _ 0 ou À + À + 0 ou À — À + 
ÿ n f (a) f() f(C) N f(@) 
inf inf. inf 


Construisons un tableau de variation relatif à f” à partir de la dérivée seconde de f, ce 
qui nous permettra de déterminer les intervalles de concavité vers le haut, de conca- 
vité vers le bas et les points d’inflexion de la courbe de f. 
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SOUNERA Soit f(x) = 4x — 3x — 5x* + 2, où dom f = IR. 
Déterminons les intervalles de concavité vers le haut, de concavité vers le bas et les points 
d’inflexion de la courbe de f. 


Nous savons que le type de concavité de la courbe de f nous est donné par le signe de f”. 


1"° étape : Calculer et factoriser, si c’est possible, fx). : 2° étape : Déterminer les nombres critiques de f”. 
PE) = 2425 — 15x* — 20x° D fH=0si x= Dx=0oux= 1. 
f”(x) = 120x* — 60x° — 60x° ! 2) fo est définie, VxeIR. 
— 60x (2x7 —x—1) ; 


D'où Es 0 et 1 sont les nombres critiques de f”. 
= 60x°(2x + 1)(x — 1) 3 


3° étape: Construire un tableau de variation relatif à f”. 
La construction du tableau relatif à f” ressemble à celle du tableau relatif à f”, c’est-à-dire : 
*_sur la première ligne : écrire le domaine de f et les nombres critiques de f”, par ordre croissant, trouvés 
à la 2° étape; 
* sur la ligne de la dérivée seconde : inscrire le signe (+ ou —) sur chaque intervalle, en évaluant f” pour 
une valeur x quelconque de cet intervalle, ainsi que 0 ou À vis-à-vis les nombres critiques de f”; 
* sur la ligne de la fonction : 
si le signe de f” est «+», alors f est concave vers le haut: mettre le symbole «U » ; 
si le signe de f” est «—», alors f est concave vers le bas mettre le symbole «1» ; 
+ évaluer f à chacun des nombres critiques ; 
* identifier les points d’inflexion (inf.). 


dE) = 0 x 09 2 0 1 +co 
f'(-0,3) < 0 ” = D 
(0,5) < 0 (0) + 0 0 0 + 
#1, 59 
AC f U _. n 2 n D) U 
inf. inf. 


Ce tableau s’appelle tableau de variation relatif à f”. 


En utilisant les données du tableau précédent, nous avons que 
1 -] 
f est concave vers le haut sur k- | U ]1,+o et concave vers le bas sur Ë 1. 


De plus, Ë 2 et (1, -2) sont les points d’inflexion de f. 
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Remarque Il existe une infinité d’esquisses qui respectent les données d’un tableau de 
variation relatif à f”. Une analyse plus détaillée sera faite dans la section 6.3. 


ETIE soi (2 = 91° — 36x°° + 4, où dom f = R. 


Déterminons les intervalles de concavité vers le haut, de concavité vers le bas et 
les points d’inflexion de la courbe de f à l’aide du tableau de variation relatif à f”. 


1" étape : Calculer et factoriser si c’est : 2° étape : Déterminer les nombres cri- 


possible f(». : tiques de f”. 
FX) =242% 60x77 : 1) f@=0six=1. 
Représentation graphique 1) = 40x25 — 40x71 2) (0) nexiste pas Six = 0! 
f@œ L : D'où 0 et 1 sont les nombres critiques 
pe) 


: def”. 


3° étape : Construire un tableau de variation relatif à f”’. 


5e -00 0 1 +00 
f'@ + À — 0 + 
J Ü 4 N -23 U 
inf. inf. 


D'où la courbe de f est concave vers le haut sur ]-c, O[ U ]1, +cel[ et concave vers le 
bas sur ]O, 1[. 


Les points d’inflexion sont (0, 4) et (1, -23). 


f(x) = 9x — 36x°° +4 


Tests de la dérivée seconde: maximum et minimum 


Enonçons un théorème appelé test 1 de la dérivée seconde qui nous permettra, dans 
certains cas, de déterminer les points de maximum relatif et les points de minimum 
relatif d’une fonction. 


Théorème 6.6 Soit f, une fonction continue sur un intervalle J et c € 1, un nombre critique de f 
Test 1 de la dérivée tel que fc) = 0. 
seconde 


a) Si f”(c) < 0, alors (c, f (c)) est un point de maximum relatif de f. 
b) Si fc) > 0, alors (c, f (c)) est un point de minimum relatif de f. 


Par contre, si f ”(c) = 0 ou f ”(c) n'existe pas, alors nous ne pouvons rien conclure au 
sujet du point (c, f (c)). Nous pouvons alors utiliser le test de la dérivée première. 
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SUN Les deux graphiques suivants illustrent les énoncés à) et b) du test 1 de la dérivée seconde. 


a) f(O)=0etf"(c) <0 


max. 


» : 
(c, f(c)) 


X 


G: 


(c, f(c)) est un point de maximum relatif. 


 bf(=0etf"(© >0 


» 


(ce, f(c)) 


min. 


c X 


(c, f(c)) est un point de minimum relatif. 


c) Les quatre exemples suivants illustrent que l’on ne peut rien conclure du test 1 de la dérivée seconde 
lorsque f ‘(c) = 0 et lorsque f ”(c) = 0 ou fc) n’existe pas. 


) f@=* 1 
FC) | 
= 6x 
f'(0)=0 
(0) = 0 


ii) f=-x6 
f(x) = -6x° 
f(x) = -30x* 
f(0)= 0 
f”(0) = 0 


li) foO=x 

HO) de 
f"GQ) = 12x° 
OUEN 
f”(0)= 0 


iv) FC = 9x" 


ES RE 


eeû 
Fo 


f"(0)=0 


f”(0) n'existe pas. 


Ainsi, lorsque f(c) = 0 et que f ”(c) = 0 ou fc) n’existe pas, on ne peut rien conclure au sujet du point 
(c, f (c)). En effet, graphiquement nous constatons qu’en 


1) (0, f (0)) est un point d’inflexion; 
ii) (0, f (0)) est un point de maximum; 
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11) (0, f (0)) est un point de minimum; 
1v) (0, f (0)) est un point d’inflexion. 
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HOUR Soit f (x) = 3x — 5x° + 1, où dom f = IR. 


Déterminons les points de maximum relatif et les points de minimum relatif de f 
à l’aide du test 1 de la dérivée seconde et, dans les cas où le test n’est pas concluant, 
utilisons le test de la dérivée première. 


1° étape: Calculer f(x) et détermi- 2° étape : Calculer et évaluer f(x), aux 
ner les nombres critiques de f tels que : nombres critiques trouvés à la première 


f'@=0. étape. 
HO eile f"@) = 60x° — 30x, ainsi 
= 15x2(x — 1)(x +1) :  f"CD=-30 
A LOEN 


HOUSE = 0/7=l'ou rl d'ou ” 
let-1 sont des nombres critiques de f. : FD = 30 


Puisque f(-1) = 0 et f”(-1) = -30 < 0, alors (-1, f (-1)), c’est-à-dire 


(-1, 3) est un point de maximum relatif de f; (théorème 6.6 a)) 
Puisque f (1) = 0 et f (1) = 30 > 0, alors (1, f (1)), c’est-à-dire 
(1, -1), est un point de minimum relatif de f; (théorème 6.6 b)) 


Puisque f’(0) =0 et f”(0) = 0, alors nous ne pouvons rien conclure au point 
(0, f (0)), c’est-à-dire (0, 1), à l’aide du test 1 de la dérivée seconde. 


Dans ce cas, nous pouvons utiliser le test de la dérivée première pour déterminer si 
le point (0, 1) est un point de maximum, un point de minimum, ou ni l’un ni l’autre. 


x -00 -] 0 1 +00 
f'@ + 0 - 0 = 0 + 
f 7 3 n 1 \ “ 
max. min 


Représentation graphique 


max. f(x) 
(-1, 3) 


Nous constatons que le point (0, 1) 
n’est ni un maximum ni un minimum 
de f, car f(x) ne change pas de signe 
lorsque x passe de 07 à O*. 


(PE) 
min. QG) =0 
1 (et) 


FO) = 3x - 5x +1 


Le théorème suivant, que nous appelons test 2 de la dérivée seconde, nous permet 
dans certains cas de déterminer le point de maximum absolu ou le point de minimum 
absolu d’une fonction. Ce test sera utilisé aux chapitres suivants. 
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Théorème 6.7 Soit f, une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur l'intervalle I,, où I, 


Test 2 de la dérivée est le plus grand intervalle ouvert tel I € I. 
seconde | . , 
Soit ce I, le seul nombre critique de f tel que f(c) = 0. 


a) Sif(c) < 0, alors (c, f (c)) est le point de maximum absolu de f sur I. 
b) Sif”c) > 0, alors (c, f (c)) est le point de minimum absolu de f sur I. 


Par contre, si fc) = 0 ou si f”(c) n’existe pas, alors nous ne pouvons rien conclure 
au sujet du point (c, f (c)). Nous pouvons alors utiliser le test de la dérivée première. 


D OuAERX Déterminons le point de maximum absolu ou le point de minimum 
absolu pour les fonctions continues et dérivables suivantes en utili- 
sant, si c’est possible, le test 2 de la dérivée seconde. 


a) P(X = 8x — x“, où dom P = IR. 
Calculons P/(x) et déterminons les nombres critiques de P tels que P'(x = 0. 
P'G) = 8 — 4x° = 4(2 — x°), où dom P’ = IR 
P'h = 0 si x = 4/2. 
Donc, ÿ/2 est le seul nombre critique de P tel que P'( = 


Nous pouvons alors utiliser le test 2 de la dérivée seconde. 


Calculons P”(x). 
PO Pr 
Test 2 de la dérivée seconde Puisque P/(4/2) = 0 et P’(/2) = -123/4 < 0, alors (2,P4/2 )). c’est-à-dire 


@2 ; 63/2 ) est le point de maximum absolu de P sur IR. 
b) A(x) = 2xV16 - x?, où dom A = [-4, 4]. 


Calculons A/(x) et déterminons les nombres critiques de À tels que 4’(x = 0. 


: 2(16-x?)— 2x? 
= ee ONE 
2.4/1 16 a x? 


__ 48-—x°) 
6-2" 


A'(x) = 0 si 8— x? = 0, donc x =-22 ou 22. 


où dom À’ =]-4,41 


Donc, -242 et 242 sont les nombres critiques de À tels que A’(x) = 0. 


Puisque nous trouvons deux nombres critiques de À tels que A’(x) = 0, nous ne 
pouvons pas utiliser le théorème 6.7. Il est donc inutile de calculer A”(x pour 
déterminer le point de maximum absolu ou le point de minimum absolu; nous 
pouvons alors utiliser le test de la dérivée première. 


Test de la dérivée x -4 ONE) 22 4 
première A@ e = 0 5 0 = e 
A 0 M -16 16 N 0 

max. min. max. min. 


D'où EE -16) est le point de minimum absolu de À sur [-4, 4] et CN DA 16) 
est le point de maximum absolu de À sur [-4, 41. 
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Résumé des notions étudiées à la section 6.2 


Soit f, une fonction continue sur IR. 
1. Concavité 


a) Sif”(@) > 0 sur Ja, bl, alors la courbe de f est concave vers le haut sur Ja, bl. 
b) Sif”( < 0 sur Ja, b[, alors la courbe de f est concave vers le bas sur Ja, bl. 


2. Point d’inflexion 


a) (c, f (c)) est un point d’inflexion de f si la courbe de f change de concavité au point (c, f (c)). 
b) (c, f (c)) est un point d’inflexion de f& f”(x) change de signe lorsque x passe de «7 à c*. 


3. Test 1 de la dérivée seconde 


Soit une fonction f, et c, un nombre critique de f tel que fc) = 0. 
a) Sif”(c) < 0, alors (c, f (c)) est un point de maximum relatif de f. 
b) Sif”(c) > 0, alors (c, f (c)) est un point de minimum relatif de f. 


EXERCICES 6.2 


1. Utiliser les graphiques suivants pour déterminer 
i) les intervalles de concavité vers le haut; 


ii) les intervalles de concavité vers le bas; 


iii) les points d’inflexion. 


(2,5; -1,5) 


2. Construire le tableau de variation relatif à f” à partir 
des équations de f”’. 


a) f’@=@-1)(2x+5) 
b) f'@ = @ — 4) + D — 1} 

3. Pour chacune des fonctions suivantes, construire le 
tableau de variation relatif à f”” et déterminer, si c’est pos- 


sible, les intervalles de concavité vers le haut, les inter- 
valles de concavité vers le bas et les points d’inflexion de f. 


a) fO=S-(x-7) 
b) f(x) = xt — 4x° — 18x° + 48x +5 
c) fH)=2x-5x+1 
d) f@) = V3x+1-7 


x? 
e) f(x) = _ + (x 4)" 
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f) FO = (1 — 3x) (2x — 3) 


x 1 
£) ren 


. Déterminer les points de maximum relatif et les points 


de minimum relatif des fonctions suivantes, à l’aide du 
test 1 de la dérivée seconde ou du test de la dérivée 
première, lorsque cela est nécessaire. 


a) f()=x -3x+5 

b) FO = (x — 4)ÿ (x +4} 

c) fO=5-(2-x1"* 

d) f(x) = x° + 3x° — 9x + 10 


e) f(x) = x? + ! sur [1,10[ 
x 


. Déterminer les points de maximum absolu ou les points 


de minimum absolu des fonctions continues suivantes, 
à l’aide du test 2 de la dérivée seconde ou du test de la 
dérivée première, lorsque cela est nécessaire. 


a) f (9 = x*— 108x + 27 sur IR 
4 

b) g(x) = 3x? + — sur ]0,+c[ 
x 

c) H(x) = 2x? — x* + 1 sur [-3, 2] 


. Connaissant le graphique de f”, construire le tableau de 


variation relatif à la dérivée seconde, sachant que f (x) 
est définie pour tout x € IR. 


a) f"@ b) F"@ 


(-2, 0) 


Q) @f"@ 


7. Soit trois fonctions continues f, g et h telles que 
leurs dérivées première et seconde soient également (G) f’(x @f"(x) 
continues. 


Construire le tableau de variation relatif à la dérivée 
seconde de f, de g et de h si le graphique suivant 


9. Dans les représentations suivantes, déterminer la fonc- 
tion f, la fonction f” et la fonction g qui n’est pas la 
dérivée seconde de f. 


a) 


représente la courbe de 


a) f(x); b) g'Q); c) h"Q@). 


8. Soit les graphiques de différentes fonctions. 


a) fx b) 
FQ@) 


Les graphiques suivants représentent les dérivées 
secondes des fonctions représentées précédemment. 
Associer à chacune des fonctions précédentes le gra- 
phique qui représente le plus précisément possible la 
dérivée seconde de cette fonction. 
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6.3 Asymptotes et analyse de fonctions algébriques 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l’élève pourra analyser des fonctions algébriques. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


de construire un tableau de variation relatif aux dérivées première et seconde ; 
de donner la définition d’asymptote oblique ; 


de déterminer algébriquement les équations des asymptotes verticales, hori- 
zontales et obliques de la courbe d’une fonction algébrique ; 


de rassembler, dans un seul tableau de variation, toutes les informations 
requises pour esquisser le graphique d’une fonction algébrique. 


Tableau de variation relatif aux dérivées première 
et seconde 


Voici un exemple qui nous permettra d'utiliser certaines notions étudiées précédemment. 


DOUUEME Soit f (x = x 5x +2 et g(x) =|x° - 5x +2]. 
a) Étudions la fonction f à l’aide des dérivées première et seconde après avoir déterminé dom f et dom f’. 
Puisque f est une fonction polynomiale, dom f = IR. 


1"° étape : Calculer f(x) et déterminer les nombres : 2° étape: Calculer f”(x) et déterminer les nom- 


critiques de f. bres critiques de f”. 
F'CD = 5x4 — 5 = (x +1)(x — 1x? +1) ! f'=20x 
donc dom f”=IR. 
DFE 0Ssir—-l'oux 1, donc DM 0s1% 0 donc 
-1 et 1 sont des nombres critiques de f. 0 est un nombre critique de f”. 
2) f'( est définie V x, donc 2) f”() est définie V x, donc 
aucun nouveau nombre critique de f. aucun nouveau nombre critique de f”. 
D'où -1 et 1 sont les nombres critiques de f. D'où 0 est le nombre critique de f”. 


3° étape : Construire un tableau de variation relatif à f” et à f”’ 
Voyons maintenant la marche à suivre pour remplir ce tableau. 
Premièrement, 


(1) disposer sur la première ligne x, le domaine de f ainsi que les nombres critiques de f et de f”, placés 
par ordre croissant ; 


@) évaluer, si c’est possible, f pour chaque nombre critique et placer ces valeurs sur la ligne de f; 


© 
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G)_ placer sur la ligne E. G. les coordonnées des points de la courbe de f, soit (-1, 6), (0, 2) et (1, -2). 


dom f= ]-c, + 
nombres critiques 


©) a Le) Il 0 1 +co 
f'@ 
fcD=6 TE 
FCO) = 2 f'@ 
fD=2 (@) f 6 2 5) 
G) | E.G. (-1,6) (0,2) (1,-2) 


E. G.: Esquisse du graphique 


Deuxièmement, ajoutons au tableau les informations relatives à f(x), c’est-à-dire: 
() indiquer sur la ligne de f(x): 
*_ les endroits où f (2 = 0 et où f(x) n'existe pas; 
* le signe de f(x) sur chaque intervalle. 
@) indiquer sur la ligne de f la croissance ou la décroissance de f sur chaque intervalle selon le signe de f”: 
- sif (x > 0, alors fest croissante, donc / ; 
* sif (x < 0, alors f est décroissante, donc Y. 
(6) indiquer au bas du tableau les maximums relatifs (max.) et les minimums relatifs (min.) de f. 


x oo 1 0 1 +0 
@ | fo + 0 ñ = : 0 d 
AC) 
© à 7: 6 à 2 ù -2 À 
E. G. (1,6) (0, 2) (1, -2) 
(6) max. min. 


Troisièmement, ajoutons au tableau les informations relatives à f(x), c’est-à-dire: 
(7) indiquer sur la ligne de f(x : 
+ les endroits où f (x) = 0 et où f (x) n'existe pas; 
* le signe de f(x) sur chaque intervalle. 
indiquer sur la ligne de f la concavité vers le haut ou la concavité vers le bas de f sur chaque intervalle 
selon le signe de f”: 
° sif”(x) > 0, alors f est concave vers le haut, donc U ; 
+ sif”(2 < 0, alors f est concave vers le bas, donc N. 


(w) 
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©) _ indiquer au bas du tableau les points d’inflexion (inf.) de f. 


x -co -l 0 1 +00 
f'@ + 0 0 ge 
O | fo : = = 0 + + + 
F 70 6 Sin 2 NL D ZT, 
JB \G; (-1,6) (0, 2) (1, -2) 
©) max. inf. min. 


Quatrièmement, complétons le tableau de variation, c’est-à-dire : 


(0) indiquer sur la ligne E. G. les informations des lignes précédentes en utilisant les symboles suivants : 
n,7,%, +, où 


signifie croissante /* et concave vers le bas N; 

+ signifie croissante / et concave vers le haut U ; 
$ signifie décroissante Y et concave vers le haut U ; 
?+ signifie décroissante Y et concave vers le bas N. 


Tableau de 


or ï -00 -] 0 1 +oo 
variation 
relatif à f” FO de 0 0 Ÿ 
et de fo - - — 0 + + + 
f "ane 6 HA 2 NU -2 10) 
(9 | E.G. À (1,6) À (0,2) % (1, -2) Se 
max inf. min. 


4° étape : Esquisser le graphique de f. 

Situer dans le plan cartésien les points que l’on retrouve sur la ligne 

E. G. en l'occurence les points (-1, 6), (0, 2) et (1, -2). 

Relier ces points en tenant compte des indications de la ligne E. G. 

sur chaque intervalle. 

Afin d'obtenir une esquisse du graphique plus précise, on peut 

déterminer approximativement les zéros de la fonction à l’aide d’une 
©) calculatrice à affichage graphique ou d’un logiciel approprié. 


Les zéros réels de f sont x, = -1,582..., x, = 0,402... et x, = 1,371... 
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b) Donnons une esquisse du graphique de g en utilisant le graphique de f. 
Puisque g( = |f (|, le graphique de g: 
+ coïncide avec celui de f lorsque f (x) Z 0; 
* est la réflexion de f par rapport à l’axe des x lorsque f (x) < 0. 
Les points (x,, 0), (x,, 0) et (x, 0), c’est-à-dire 


CISS2 0) (02402 D) 70) 
sont des points anguleux de la courbe de g. 


DAME Soit f(x) = 3(x + 12° — =@ +198 +2, où domf=IR. 


Etudions la fonction f à l’aide des dérivées première et seconde. 


1"° étape: : 2° étape: 
, 2 (x “a LP ” 2 —4/3 2 —1/3 
= CD Ci 
NC vs OT GED G+D 
5-x _ =2&%+4) 
7 3% +D5 | 9x +1) 


donc dom f” = IR\{-1}. 


D) f@=0six=5; D f'O=0six= 4; 

2) f' n'existe pas si x = -1. 2) f”(x) n'existe pas si x = -1, où 
-l é domf” 

D'où -1 et 5 sont les nombres critiques 

de f. 


3° étape : Construire un tableau de variation relatif à f” et à f”. 


D'où -4 est le nombre critique de f”. 


x -0o -4 -] 5 +00 
fo = a = À + 0 — 
f® % 0 ce À = — — 

a HU) 9,48... “AN 2) “ah OA sn 
E. G. CN 104) (1,2) n (5:7,94..)| 


inf. min. max. 
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4° étape : Esquisser le graphique de f. 


(-1, 2) est un point 
de rebroussement. 6155407 


Asymptotes verticales et horizontales 


Asymptote Rappelons qu’une asymptote d’une fonction est une droite telle que la courbe de la 
fonction devient presque parallèle à cette droite et que la distance entre la courbe et 
la droite tend vers zéro. 


Dans le tableau suivant nous retrouvons respectivement des représentations gra- 
phiques d’asymptotes verticales et horizontales, étudiées au chapitre 2, ainsi que les 
limites correspondantes. 


ER  — 


ose oros eo eos es one escales sessesesecesenrasseebee 


lim f(x) = b lim f(x) =b lim f(x) = b et lim f(x) = b et 
Jim fx) = lim f(x) = c 
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Notion graphique d'asymptote oblique 
Soit la fonction f définie par le graphique ci-contre, où dom f = R\{0}. 


Nous constatons que lorsque x — -c, la courbe de la 
fonction devient presque parallèle à la droite D, et que 
la distance entre la courbe et cette droite tend vers zéro. 
Aüïnsi, la droite D, d’équation 

y=-x—72 est une asymptote oblique de la courbe de f. 


Nous constatons également que, lorsque x — +c, la 
courbe de la fonction devient presque parallèle à la 
droite D, et que la distance entre la courbe et cette 
droite tend vers zéro. Ainsi, la droite D, d’équation 
y=x+ 1 est une asymptote oblique de la courbe de f. 


y=x+l y=-x-2 


4 
ET soit / (0 = 2x-3+—, où dom f = R\{0}. 
X 


Analysons le comportement de cette fonction lorsque x — - et lorsque x — +co. 


Der CS X — -cœ 


lim f(x) = lim (2x —3+ 4) = -co (forme -c — 3 + () 
x 


Em f(x)= lim (2x-344)2 4 (forme +co — 3+ () 
F5 


X — +oo X — +co 


Donc, f n’a pas d’asymptote horizontale. 


4 
Puisque f(x) = (2x —3)+ —, où y = 2x — 3 est l’équation d’une droite et EE 
… 


4 2 
: ) etque lim —=0 FiomeÀ ainsi 


=00 X—+o X +oco 


; 4 
puisque lim —=0 Fiome 


X—-o Y 


4 2 

— est un terme négligeable lorsque x — -c ou x — +ce, 

Cela signifie que le graphique de f est aussi près que nous le voulons de la droite 
d’équation y = 2x — 3 lorsque x — - et lorsque x — +ce, 

Nous disons alors que la droite d’équation y = 2x — 3 est une asymptote oblique 
du graphique de f. 

Notons que l’écart entre l'équation de f et l'équation 


de l’asymptote oblique est égal à É 
x 


+ _ lorsque x — -ce, $ < 0, donc la courbe de f 
x 


est située au-dessous de l’asymptote ; 


4 
+ _ lorsque x — +c, — > (, donc la courbe de f 


x 
est située au-dessus de l’asymptote. 


Nous pouvons également, à l’aide d’un tableau de variation, déterminer si la courbe de 
la fonction est située au-dessus ou au-dessous de l’asymptote oblique. 
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Définition d'asymptote oblique 


Définition 6.11 La droite d’équation y=ax+b,oùa€eR,az0etb el, est une asymptote 


oblique de la courbe de f s’il est possible d'exprimer f (x) sous la forme 


f@ = ax + b+ r(x), telle que lim r(x) = 0 ou lim r(x) = 0. 


_ 3 2 — 
ET soi 0 = 2 ÈS où dom f = IR. 


d) 
se il 
a) Déterminons, s’il y a lieu, les équations des asymptotes obliques de cette fonction. 


Vérifions d’abord si nous pouvons transformer f (x) sous la forme ax + b + r(x), 


où a Z 0. 
En effectuant la division de -3x° + 2x? — 8x + 3 par (x° + 1), nous obtenons 
-3x° + 2x° — 8x +3 -5x +1 
—  2z-3x+2+ — 
x? +1 - 
—…, —— 
ax + b r(x) 
Te -5x +1 
Ainsi, a = -3 (a #0), b= 2 et r(x)= =. 
3 or il 
Évaluons ensuite lim r(x) et lim r(x) 
KA -co X — +0 
X (s + 1 -5 + ne 
.. -5x+l : x : x -5 
im r(x)= im —— = lim ——<z= lim ———— =0| forme — 
X— -00 X—-œ % +] FES 1 X— -00 1 -00 
X 1+ mr: X 1+ 72 
Fe x 
Donc, la droite d’équation y = -3x + 2 est une asymptote oblique de la courbe de 
f lorsque x — -c, (définition 6.11) 
1 1 
5x+1 (54) re 5 
lim r(x)= lim = lim — 22 = Iim ——"—=0 (rome) 
X— + xD+e X +1 xt , 1 x + 1 oo 
X 1+ mc) X 1+ rs: 
x x 


Donc, la droite d’équation y = -3x + 2 est une asymptote oblique de la courbe 
de f lorsque x — +c. (définition 6.11) 


b) Donnons une esquisse du graphique de f lorsque 
X — -c et lorsque x — +ce, 
-5x +1 


x? +1 


est située au-dessus de l’asymptote ; 


+ lorsque x — -c, 


> 0, donc la courbe de f 


- 1 
lorsque r re, nr < 0, donc la courbe de f 
x 


est située au-dessous de l’asymptote. 


Certaines courbes de fonctions f admettent des asymptotes obliques, mais 1l est diffi- 
cile d’exprimer ces fonctions sous la forme ax + b + r (x) (définition 6.11). 


Dans ce cas, nous pouvons utiliser le théorème suivant pour déterminer les équations 
des asymptotes obliques. 
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Théorème 6.8 La droite d’équationy=ax+b,oùaeR,az0etbe KR, est une asymptote oblique 
de la courbe de f, si et seulement si: 


1) lim JG) = G et 2) lim(f(x)-ax)=b 
X — -c0 2 X — -co 

ou 

1) lim JQ) = a et 2) lim (f(x) - ax) = b 
X—+e XX X — +00 


Preuve 


(>)  Siy=ax+b.oùdaeR,az0etbe R, est une asymptote oblique de la courbe de 
f, nous avons par la définition 6.11 que f (x) = ax + b + r(x), et que lim r(x) = 0 ou 
lim r(x)= 0. RE 


X— +00 


Si lim r(x) = 0, alors 


DS de CO) 
Xx—-o X X — -c0 x 

= lim (+240) 

x -00 en 57 

: … : .…. 1 

= Jim a+b lim —+| lim r(x) || lim — 

X— -co X—-0 Y X— -co X— -0 

: ml ; 
=a+0+0 (our lim a a, im À = 0 mr = 0) 
X — -c0 X—-0 X — -c 


= 
2) lim(f(x)-—ax)= lim(ax+b+r(x)—ax) (car f(x) = ax + b+r(x)) 


= lim(b+r(x)) 


X — -0 


= lim b+ lim r(x) 


X — -00 X — -00 


= b (car lim b = bet lim r(x) = 0) 


On procède de façon analogue si Jim r(x) = 0. | | 
(=) Si im 09 =a,oùaekReta 3 0, et si Jim (fQ@) —ax)=b,oùbeR, 
en posant r(x) = f (x) — ax — b, nous Obtenons alors f (x) = ax + b + r(x). 
De plus, 
lim rx) = Jim (( f(x) — ax) — b) 

= lim ( f(x) — ax) — Jim b (théorème 2.3 a)) 
=b-b 
= 0 

D'où la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique de la courbe de f. 


On procède de façon analogue si lim JG) =aoaekRetaz0,etsi 


X—+e % 
lim (f(x) — ax) = b, où be KR. 
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DOUNERPA Soit f(x) = 1+4/3x° +72, où dom f = IR. 


a) Déterminons, s’il y a lieu, les équations des asymptotes obliques de cette fonc- 
tion à l’aide du théorème 6.7. 
fQ) 


1) Déterminons, si c’est possible, a en évaluant lim =——. 


X—-æ X 
/ D) 
lim 2h22) (62) = lim NOR CNE 


Ë ee +co 
indétermination de la forme 
co 


X—-æ XX x — -00 X 
1+ e(3+1) 
; x 
lim 
x — -00 X 
Ve 5 
= lim + 
x x x 
. co +2) 
= Jim + Le (car V2 = (2), si x < 0) 
x x x 


Il 
= 
E 


il . 2) 
en (théorème 2.3a)) 
X—-0 X  x—>-00 X 


ue le (3 + 2 (théorème 2.5b)) 
XIE? CO X — -00 X 

1 2 

=0-/3+0 (iomes et ) 
00: +co 

= 3 

Donc,a =-V3 (card Ne ) 

X—-e YX 


2) Déterminons, si c’est possible, b en évaluant lim (f(x) — ax), où a = dE 
lim (f(x) — ax) = lim (1+3x° +2 — (-V3x)) (ind. +0 — 00) 
lim 1+ lim(V3x2+2+4V3x) (ind. +00 — 0) 


X — -c0 X — -00 


2 — 
1+ in GA _ = 
“ec No 


Conjugué 


3x? +2 3x? 

= 1 + in 

x 3x2 +2 — 3x 

À 

=1+ lim 

x 3x2 +2 — 3x 
=1+0 Fiome 2) 

+oo 
al 
Donc, b= 1 (car b= lim (f(x) — ax) 
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D'où la droite d’équation y, = -/3x+1 est une asymptote oblique de la courbe 
de f lorsque x — -co, 


De façon analogue, nous trouvons lorsque x — +co, a = 3 etb=1. 


D'où, la droite d’équation y, — V3x +1 est une asymptote oblique de la courbe 
de f lorsque x — +co. 


b) Donnons une esquisse du graphique de f lorsque x — -c et lorsque x — +ce, 


Puisque f(x) = 1+ V3x° +2 =1+ V3, /x2 += 


D 
D A D, 
etque[1+ 3 B+2 (4 AR) vreR =. “ 


5 

Ainsi f(x)>(1+V3Vx), VxelR es SV | 
ENS | 

in ee N3x si x <0 

1+./3x si x>0 


Donc la courbe de f est située au-dessus des asymptotes. 


Analyse de fonctions algébriques 


Voici un résumé des étapes à suivre pour analyser une fonction f. 


1. Déterminer le domaine de f. 


2. Déterminer, si c’est possible, les équations des asymptotes. 


a) Asymptotes verticales, notées AV. 
b) Asymptotes horizontales, notées A.H. 
c) Asymptotes obliques, notées A.O. 


. Calculer f (x) et déterminer les nombres critiques de f. 


3 
4. Calculer f (x) et déterminer les nombres critiques de f |. 
5. Construire un tableau de variation relatif à f” et à f”. 

6 


. Donner une esquisse du graphique de f. 


. 20x° — 28x — 28 . 
D'OUUEME Soit f(x) = el Analysons cette fonction. 
= 


1. Déterminons le domaine de f. 
dom f = IR\{1}. Ainsi, la droite d’équation x = 1 est susceptible d’être une 
asymptote verticale. 

2. Déterminons, si c’est possible, les équations des asymptotes. 
a) Asymptotes verticales 


.. 20x? —28x — 28 | æ) 
lim =-œ | forme — 
et (x — 1)? 0 


(w) 
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Ô 


Asymptote verticale Donc, la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale. 
AV. :x=1 
à 20x2? — 28x — 28 -36 
D — © | Om —— 
et Eee) 0 


Donc, la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale. 
b) Asymptotes horizontales 
20x° — 28x — 28 


: . 2 , : +oo 
lim s est une indétermination de la forme —. 
ee Ne) Le 


Levons cette indétermination. 


28 2 
+. (20 e #) 
20x°—28x-28 Tr 
X— -c0 2 2x +1 Me) 2) 1 
x fe) 
à 
28 2 
2 28 
X x 
= lim a 
x — -00 pee 
. 
= 20 
Asymptote horizontale Donc, la droite d’équation y = 20 est une asymptote horizontale lorsque x — -ce. 
A.H.: y =20 : 
| De façon analogue, nous avons lim f(x) = 20. 
X — +0 
Donc, la droite d’équation y = 20 est une asymptote horizontale lorsque x — +ce. 
Asymptote oblique aucune c) Asymptotes obliques 


Lorsque x — -c et x — +c, nous avons une asymptote horizontale. 


Il ne peut donc pas y avoir d’asymptote oblique. 
3. Calculons f (x) et déterminons les nombres critiques de f. 
2 Va 
f'G) = E Z 28x — # _ 12072 x) où dom f” = R\{1}. 
Ge D GODu 
HO TEL GG) Etnondéetne six 1 
Puisque 1 £ dom f, 1 n’est pas un nombre critique de f. 


D'où 7 est le nombre critique de f. 
4. Calculons f x) et déterminons les nombres critiques de f”. 


ÊvE 2) _ 24(x—10) 
@-1) J  G-1) 


F"G = | 


1TO=0Sir= 10 et/ÉCoEstmondénnie sie | 
Puisque 1 € dom 1 n’est pas un nombre critique de f”. 
D'où 10 est le nombre critique de f”. 
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(w 


5. Construisons un tableau de variation relatif à f’et à f”’. 


se -00 1 7 10 +00 

f'@ _— Ar 0 = = 

HG) l  — À : - - 0 + 
Jim f(x) = - ‘MR CURE OUT UNIES ARTE NET, 
lim f(x) = ce : 
lim fG) = 20 EG. | =" = \'f À (211) e (0; 20,8) | + 
lim f(x) = 20 AH. AN. _ AH. 
se y=20 ve max. inf. = 


6. Donnons une esquisse du graphique de f. 
Déterminons d’abord les intersections de la courbe de f avec les axes. 
Avec l’axe des y: f (0) = -28. 
Donc, A(0, -28) est l'intersection de la courbe avec l’axe des y. 

He ai 7+3V21 

TT ne br — Cr 


Donc, B es ; ) et qe o) sont les intersections de la courbe 
1 10 


Avec l'axe des x : x, = 


de f avec l’axe des x. 


Déterminons, si c’est possible, les intersections de la courbe de f avec la droite 
d’équation y = 20 définissant l’asymptote horizontale, en résolvant l'équation 


f @ = 20 
20x° — 28x —28 20 
CH 
20x° — 28x — 28 = 20x° —40x+ 20 Ver il 
12x = 48 
x=4 


Donc, E(4, 20) est l'intersection 
de la courbe de f avec l’asymptote 
horizontale d’équation y = 20. 


A(0, -28) 

B(-0,67...: 0) 
C(2,07..; 0) 

E(4, 20) 
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D = /X 8 


Si x <-2 
: or 2 
D OUUEBPA Analysons la fonction f(x) = 
San 2 : 
si X>-2 
2 


1. Déterminons le domaine de f. 
dom f = IR\{-2}. Ainsi, la droite d’équation x = -2 est susceptible d’être une 
asymptote verticale. 

2. Déterminons, si c’est possible, les équations des asymptotes. 
a) Asymptotes verticales 


_ 2 — _ 
lim f(x)= lim Fee rome 2 | 
x—-27 x—-27 x+2 0 


Asymptotes verticales Donc, la droite d’équation x = -2 est une asymptote verticale. 
AV. :x=-2 
: nn 2 -4 
lim f(x)= lim = -c0 forme —- 
RE Un) ot 


Donc, la droite d’équation x = -2 est une asymptote verticale. 


b) Asymptotes horizontales 


.. -2x7—-7x 8 ——. _. -00 
lim f(x) = lim ——— est une indétermination de la forme —. 


X—-c X — -00 X + -00 


Levons cette indétermination. 


= +co 
Donc, il n’y a pas d’asymptote horizontale lorsque x— -ce. 


à Star . —— +00 
lim f(x) = lim est une indétermination de la forme —. 
X — +0 X—+e % + +oo 


Levons cette indétermination. 


2 2 
 . fr?) +2) 
x : : 
Ï = = lim = = lim : = 3 

X—+e % + oo e FA X — +0 12 

x x 

Asymptotes horizontales 
A.H.: y =3 lorsque Donc, la droite d’équation y = 3 est une asymptote horizontale lorsque 
X — +co X — +co, 


c) Asymptotes obliques 


pi 
En effectuant la division 2x = 17x78 nous obtenons 
x+2 
De Ge = 
x — 7x —-8 nr. 2 
x+2 Sont 2) 


; : ; -2 =) 
En évaluant lim nous obtenons lim —\() (rome 2) 
oz x—-> x +2 
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Asymptotes obliques Donc. la droite d’équation y, = -2x—3 est l’asymptote oblique lorsque x — -ce, 
A.O.: y=-2x-3 


last es Puisqu’il y a une asymptote horizontale lorsque x — +c, il n’y a pas 


d’asymptote oblique lorsque x— +c. 


3. Calculons f (x) et déterminons les nombres critiques de f. 


2G+DG+S) & , 0 
Go) | ; 
FO = ; , où dom f”’= IR\ {2}. 
(x se D si x>-2 


D'où -3 est le seul nombre critique de f. 


4. Calculons f (x) et déterminons les nombres critiques de f”. 


4 ; 2 
HOER 
G+2ÿ si x>-2 


D'où, il n’y a aucun nombre critique de f”. 


5. Construisons un tableau de variation relatif à f” et à f”. 


x -00 - -3 -2 | +00 
Lo) - À + 
f'@) ch + + À = 
f +00 NA 5 ZI À 7 MN 3 
KL J: 
E. G oi Dr C5) E 1( À = 
A.O. : A. AH. 
y,=-2x 3 Fe x=-2 Dé 


6. Donnons une esquisse du graphique de f. 


Dors 
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EXERCICES 6.3 


1. À l’aide des données suivantes et du tableau de variation ci-dessous : 


lim f(x)=-c, lim f(x) =-3, lim f(x) = +0, lim f(x) =-3, lim Ju =-1, lim (f(x) + x) = 6 
x -47 x —-4t x 2 x -œ XD+e  % X — + 
x | 4 2 “| 0 2 5 6 +0 
f'@ - À + 0 : — - 0 + Â + 0 - - - 
f'@ - Â — _ : 0 + + — Â - - - 0 + 
f À 4 à E 0 6 4 


a) déterminer dom f:; 

b) donner les équations des asymptotes 
i) verticales (AV); 
ii) horizontales (AH); 
ii) obliques (A.O)). 


. Construire un tableau de variation relatif à f” et à f”, 
puis donner une esquisse du graphique de la fonction f. 


à) fH=X 6x2 +5 

b) f(x) = Ÿx-3 -2 

c) FR) = (x +4Y -3 

d) fO=@-3)x+3) 

e) f@) = (x +4) (x —2) 
ff) = 2x- 8/7 

g) FX) = x- 3x" +3 

b) fO=(G-5) 

fo) = 8? - x? +5 sur [-8,1] 
j) f@) = xV9 — x sur [-9, 9] 
k) F0) = x V9 - x 


LE 4 _ 4473 
3. Soit nue A A4 | 


3 

X 
et g(x) = 
27 8) 27 
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c) déterminer les points de maximum relatif et de 
minimum relatif ; 


d) déterminer les points d’inflexion; 


e) esquisser le graphique de cette fonction. 


a) Après avoir déterminé dom f, construire un tableau 
de variation relatif à f” et à f”. Donner une esquisse 
du graphique de la fonction et déterminer, s’il y a 
lieu, les points de maximum relatif, les points de 
minimum relatif, les points d’inflexion, les points de 
rebroussement, les points anguleux et les zéros de f. 

b) Donner une esquisse du graphique de la fonction g 
en utilisant le graphique de f. 


. Lors d’uneréception pour un mariage, un traiteur indique 


que pour un type de réception particulier le coût C 
par personne en dollars ($), lorsque x personnes sont 
invitées à la fête, est donné par 


1225 


C@=x+ .oùxe J0, 801. 


a) Déterminer le nombre de personnes à inviter à la 
réception pour que le coût soit minimum et calculer 
ce coût minimum. 


b) Calculer et interpréter les résultats : 
1) C(20) ii) C’(20) 
iii) C(4S) iv) C’45) 

c) Analyser la fonction C. 


5. Déterminer, si c’est possible, les équations des asymp- , 
totes obliques des fonctions suivantes et trouver, s’il y a e) FH = (2) + @-2ÿ 


lieu, l'intersection de l’asymptote et de la courbe de f. 
7 f) f(x) = x? —- 2x —8 
a) f)=5x-1+— 
x 


x? 2x8 
3 _LGx?+x— 8) FX) = ——— 
b) He — 4 ;2 
x +1 
3 2 h) f(x) = 
à fe = EEE pe 
__ 
d jee DIV 
x+1 
-2Xx 


e) fx) = Var +9 D SOS TE 


2x + xt + x? +2x 
#) fG)= 


À 4x? —3x +3 4x? —3x +3 
Fi Fr Shoes 7 2 eu ; 
6. Faire l’analyse des fonctions suivantes. . : 
x a) Faire l'analyse de la fonction f. 
a) fG)= x? —4 b) Déterminer, s’il y a lieu, les équations des asymp- 
totes, les points de maximum relatif et absolu, les 
b) f(x) = x° + É points de minimum relatif et absolu, les points d’in- 
X flexion, et donner une esquisse du graphique de la 
x +4 fonction h en utilisant les résultats obtenus en a). 
c) fG)= —, 
x 
2x? -1 
d) FO) = 


X 


| LS. 
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Réseau de concepts 


ANALYSE DE FONCTIONS ALGÉBRIQUES 


| 
| | 


Dérivée première Dérivée seconde Asymptotes 
Nombres Nombres - ; ; 
Sa de ’ verticales horizontales obliques 
critiques de f critiques de f 


Test de la Test de la dérivée 
dérivée première seconde 
Y 
Point de Point de Point de Point de Point de 
maximum minimum rebroussement maximum minimum 
relatif relatif et point anguleux relatif relatif 
1 / 17 17 Point 
f(x > 0 f'(X <0 f”(0 > 0 f”(0 <0 d'nflexion 
fest fest fest fest 
croissante décroissante concave concave 
vers le haut vers le bas 
Y 


Tableau de variation 
relatif à f’età f” 


‘ 


Esquisse du 
graphique 
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Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 
et les problèmes de synthèse. 


Fonction croissante et fonction décroissante 


Soit f, une fonction définie sur un intervalle I où x, e Let x, € I. 
Sif’@) > 0 sur Ja, bl, alors f est 
Si f’@) < 0 sur Ja, b[, alors f est 


Maximum et minimum 


Soit ce dom, c est un nombre critique de fsi 


Test de la dérivée première Test 1 de la dérivée seconde 
Soit c e dom f tel que Soit c, un nombre critique de f tel que 
a) Sif'(x passe du + au — lorsque x passe de c° à a) Sif”(c) < 0, alors 
c”, alors b) Sif”(c) > 0, alors 
b) Sif’(x) passe du — au + lorsque x passe de c° à 
c*, alors 


Le point (c, f (c)) est un point stationnaire de f si 


Le point (c, f (c)) est un point de rebroussement de f si 
Le point (c, f (c)) est un point anguleux de f si 


Concavité et point d'inflexion 


Soit c € dom f”, c est un nombre critique de f” si 


Concavité Point d'inflexion 

a) Sif”( > 0 sur Ja, b[, alors f est Soit ce dom f tel que 

b) Sif”(x) < 0 sur Ja, bf, alors f est (c, f (c)) est un point d’inflexion def & f(x) 
Asymptotes 


A.V.: La droite d’équation x = a, où a € IR, est une asymptote verticale de la courbe de f si 
A.H. : La droite d’équation y = b, où b € IR, est une asymptote horizontale de la courbe de f si 
A.O. : La droite d’équation y = ax + b, où a E IR, a Æ0etb € IR, est une asymptote oblique de la courbe de f s’il est 


possible d'exprimer f(x) sous la forme ______ telle que 
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Exercices récapitulatifs 


ea Biologie Æ® chimie (S nüminisrtion Le Physique 


Exercices se réalisant à l’aide d'un outil technologique. 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à la 
fin du manuel. 


1. Déterminer les intervalles de croissance, les intervalles 
de décroissance et, s’il y a lieu, les points de maximum 
relatif et les points de minimum relatif des fonctions 
suivantes. 

a) f()=x-3x2+5 
b) gx) = 2x° — 6x? — 6x +3 
x?+x+1 


No 


d) v@)=4+3(G-5" 
€) f&)=4+2ÿ5-u 
f) x@ = Ê — 121+2 sur [0, 5] 


g) no Ne sur [1, 5 
Von? 


h) g(x) = 3xV2 - +2 


. Déterminer, si c’est possible, le maximum absolu et le 
minimum absolu des fonctions suivantes. 


a) f 9 = 3x° + x? — x + 4 sur JO, 3] 
b) fG) = x° — 3x* — 1 sur ]-3, 2] 
c) g@ = 3x - 4x +5 


3. Soit f, une fonction continue sur R telle que 
f'@ = x2 (x — 1)*(3x° + 7). Expliquer pourquoi la 
fonction f ne peut avoir ni maximum ni minimum. 


4. Déterminer pour les fonctions suivantes: 
1) les points stationnaires ; 


ii) les intervalles de concavité vers le haut et les inter- 
valles de concavité vers le bas; 


iii) si c’est possible, les points d’inflexion de la courbe 
de f. 

a) f@)= (1-4 

b) g)=(5-x)"" +6 

c) v()=81—-3,(2-5r)" 

d f@O=G-1)4x+ 1) 

e) h(x) = xV2- x° 


f) f(u) = Vu? -1 


Pr 
SA) 
g) FX) 7e 
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5. a) Soitf()=x -3x+2,oùxe [-2,2[. 
Tracer, sur le même système d’axe, la courbe de 
f, ainsi que la tangente à la courbe de f au point 
d’inflexion de la courbe. 
b) Soit gx) = kx° + cx + d, où k, c, d ER et k # 0. 
Déterminer l'équation de la tangente à la courbe de 
g au point d’inflexion de g. 


6. Un joueur de soccer dans la zone offensive, frappe le bal- 
lon situé sur le sol à partir du point J(a, 34) vers le but. 


La hauteur du ballon est donnée par 

h(x) = -0,015x? + 2,8x — 126, où x, en mètres, est la dis- 
tance horizontale depuis O(0, 34) et A(x), en mètres, est 
la hauteur du ballon au-dessus du sol. 


a) Déterminer la valeur de a. 
b) Trouvez la hauteur maximale atteinte par le ballon. 


c) La hauteur du but étant de 2,45 m, déterminer si le 
ballon passe au-dessus du but et, si oui, de combien 
de mètres. 


@) d) Représenter la courbe de h sur l'intervalle approprié. 


7. Pour chacune des fonctions suivantes, construire un 
tableau de variation relatif à f” et à f”. Donner une 
esquisse du graphique de la fonction et déterminer, s’il 
y a lieu, les points de maximum relatif, les points de 
minimum relatif, les points d’inflexion, les points 
de rebroussement et les points anguleux. 


a) f (x) = 3x*— 4x — 12x° + 10 

b) f@ = 1 — 3x + 5x 

c) FD = 2x4 — x) 

d) f@) = xt — 42 + 4x2 — 1 

e) f(x) =(x-3)V0+ x +7 

f) fQ) = (6 - x) +3 

g) f@)=(5-x)" +3 

DDC D CD 
x+] 

\x=2 

@) ÿ fG)=|-x° +3x° — 2] 


1) f(x)=4- sur [3, 18] 


8. Soit f, une fonction continue sur IR, dont la repré- g) Les points (4, h(4)) et (6, (6)) sont des points d’in- 
sentation de f” est donnée par le graphique ci-dessous. flexion de A. 


f'@ h) La représentation graphique de g est une parabole. 


12. Déterminer dans les représentations suivantes la fonc- 
tion j, la fonction f ” et la fonction f”. 


a) y 


Construire un tableau de variation relatif à f” et à f”. 


9. Soit une fonction f dont f’ est représentée par le gra- 
phique suivant. 


F@ 


1 


a) Pour la fonction f, déterminer 
1) les points stationnaires ; 
ii) les points de minimum relatif ; 


iii) les points de maximum relatif; 


iv) les points d’inflexion. 


b) Donner une esquisse possible du graphique de f 


sachant que f (0) = 1. 
13. Donner une esquisse possible d’une fonction satisfai- 


10. Donner une esquisse possible du graphique de f %(x) sant les conditions suivantes. 
et de f(x) si f (x) est représentée par le graphique a) fH>0, lim f(x)=L fH<0 et f’x>0: 
suivant. he 
. b) gD=0,  gQ2)=3, g(@)=0, 
f@ lim g(x)=-2, lim g(x)=+e, lim g(x)=-3; 
X — -c ru X — +00 


g'@ >0six<2, gx <0six>2etg”/ >0sixz2; 
©) A(Ü)=0,  A() non définie, h@) =0, 
lim AG)=3,  limA(x)=1, lim A(X)=3 
X — -c0 x—2 x—2t 
h1) n'existe pas et h’(5) = 0; 
h”Q <0 six e ]-c, 2] \ {l}eth” (9 >0sixe ]2, +. 


11. Soit trois fonctions, f, g et h, telles que: 14. Répondre par vrai (V) ou faux (F). 
FO = 8 = 4" =1-(x-5Y 
Répondre par vrai (V) ou faux (F). 


1 
a) Si f(x)=3x-4+—, alors la droite d’équation 


us 
y = 3x — 4 est une asymptote oblique. 


a) Le point (4,f (4) est un point de maximum relatif de f. b) Si lim f(x) est une indétermination de la forme 2 
x—2 0? 


b) gd) est un maximum relatif de g. alors la droite d’équation x = 2 est une asymptote 


c) g(6) est un maximum relatif de g. verticale. 

d) Le point (5, f (5)) est un point d’inflexion de f. c) Une fonction peut avoir quatre asymptotes verticales. 
e) Le point 5, g(5)) est un point d’inflexion de g. d) Une fonction peut avoir trois asymptotes obliques. 
f) Le point (5, A(5)) est un point d’inflexion de 4. e) Une fonction peut avoir deux asymptotes horizontales. 
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15. 


© 


16. 


302 


, 5e : 2 ; 
f) Si f(x)= D alors la droite d’équation 
XT 
y= 5 —2x est une asymptote oblique. 
g) Soit QG) 
a,xX" +4, x" L+ a, _X 
b,x" 3e b, — me di ui b, _- 2X 


n 


T?+.+4ax+a 
"+ +bx+b, 


b, 40,nelNetmeIN. 


où a, £0, b, 
1) Sin<m, alors y=0estune asymptotehorizontale. 
ü) Sin=m, alors y= 1 estune asymptote horizontale. 


ii) Sin > m, alors la courbe de Q a une asymptote 
oblique. 


h) Si (c, f (c)) est un point d’inflexion de f, alors fc) =0. 
i) Sif”(c) = 0, alors (c, f (c)) est un point d’inflexion de f. 


Déterminer, s’il y a lieu, les équations des asymp- 
totes verticales, horizontales et obliques des fonctions 
suivantes. 


Représenter graphiquement les courbes et les 
asymptotes. 
SX 1S 
a = 
MO 
4x° —1 
b + 
) f(x) a 
5x+1 
) fo=— 
x =ûl 
4x +3 
x = 
d) f@) h]=S 
D 
= en Vx-2—-3xV/x-2+4 
xVx-2 
PEL | 
AO D 
1- x 
0 
p) foO= 
= 2 
h) f(x)=2x-7+V9x? +4 
1 ; 
SE 
(x—4)(x—2) 
i) f(x)=< 3 SE 2 
2x°-18 3 : 
——— "+= si x>2 
x—3 x 
2 
SE QT 


bx° +cx° +dx+a 


Déterminer les valeurs de a, b, c et d si la courbe de f 
admet une asymptote 


a) horizontale ; trouver son équation; 
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17. 


18. 


19. 


b) oblique; trouver son équation; 


c) oblique passant par l’origine. 


Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les 
points de maximum relatif et absolu, les points de 
minimum relatif et absolu, les points d’inflexion, les 
équations des asymptotes, et donner une esquisse du 
graphique de la fonction. 


2 
à) FO) = V8 D = 2 72t2 
x° +1 
=D 32 
c) f(x) = STE d) f(x)= œ 4 
D [me 
DORE pp ft 
x x 
2 4 FRE 
9 fH= h) f)= — 
Analyser les fonctions suivantes. 
: ” 3x° 
DE x 3x D JE x —16 
c) fx)= —= d) f(x)=2+4Vx-4 


x =1 


e) f= V0 -4) no 
LV 
4+16x — 2x? A+16x-—2x? 
= ——————————— h — 
g) fx) TE ) g(x) | AVES 


Depuis quelques années, au 
printemps et à l'automne, E Ræ- 
plusieurs citoyens constatent NAS \# 
que leur gazon a été complè- ‘ ( 
tement ravagé par les mou- { 
fettes pendant la nuit. 


La grande responsable est la larve du hanneton euro- 
péen (ver blanc) qui s’alimente des racines du gazon, 
des plates-bandes, des arbres et arbustes. Lorsque 
les vers blancs viennent se nourrir près de la surface, les 
mouffettes et les taupes, qui en sont friandes, creusent le 
gazon pour les manger. 


Pour éliminer cet hôte indésirable, le ministère de 
l'Environnement du Québec autorise l’utilisation de l’imi- 
daclopride, commercialisé sous le nom de Merit. 


Un exterminateur estime que la population P de larves, 
après l'application du Merit, est donnée par 


P(®) = (90f + a) (b — t}, où test en mois eta et be IR:. 
À la suite de l'étude d’un échantillonnage sur une par- 


tie du terrain, 1l prétend qu’il y a environ 7500 larves et 
qu’en 5 mois elles seront exterminées. 


a) Déterminer la fonction P après avoir trouvé la valeur 
de a et de b. 


20. 


21. 


b) Déterminer le nombre maximal de larves. 
c) Trouver le nombre de larves lorsque le taux de 
décroissance est maximal. 


d) Analyser la fonction P. 


Après quelques années d’expérience et en compilant 
le nombre d'heures d’étude estimées par les élèves 
des années précédentes, un professeur évalue que la 
note N obtenue par un élève moyen est donnée par 


70Vr 
Vt+0,041 
d'étude et N, la note obtenue en pourcentage (%). 


N(#) = 100 — où t est le nombre d’heures 


a) Déterminer la note probable d’un élève qui n’étu- 
die presque pas. 

b) Trouver la note probable d’un élève qui étudie 
1) 2heures; ii) d'heures. 

c) Déterminer le temps d'étude d’un élève qui espère 
obtenir au moins 
1) 60%; 1) 90%. 


d) Analyser la courbe de N. 


Une compagnie du Lac Saint-Jean estime que la demande 
pour leur boisson aux bleuets est donnée par la fonction 


2} 
__g" +450 000 
PDT 100 000 
et g, le nombre de boissons vendues chaque jour. 


, Où p représente le prix en dollar ($) 


a) Déterminer théoriquement 
1) le prix maximum; 
1i) le prix à long terme; 
iii) pour quelle valeur approximative de g le prix 
diminue le plus rapidement et évaluer ce prix. 
b) Représenter la courbe de p. 


c) Déterminer, pour la vente de 200 et de 400 boissons 
dans la journée, 


1) lerevenu; ii) le revenu marginal. 


d) Si le coût en $ de la production est donné par 
C(g) = 1,15q + 300, 
déterminer, pour la production de 200 et de 400 bois- 
sons dans la journée, 
1) lecoût; 11) le coût marginal. 

e) Représenter sur un même système d’axe les fonctions 
revenu, coût et profit où g € [0, 1000] et déterminer 
sur quel intervalle le profit est positif et en déduire 
les quantités g correspondantes. 


Le 


22. 


23. 


+ 


” 


24. 


La fonction y, représentant une orbitale p, est donnée 


3x 
par W(x) = HR où |x|, la distance de l’électron au 
# 
noyau, est exprimée en unités. Une unité égale 52,9 pico- 
mètres (1 picomètre égale 10°"? m)etxe ]-10, 101. 
a) Construire un tableau de variation relatif à y” et à y”. 


b) Donner une esquisse du graphique de la fonction y 


La fonction énergie potentielle correspondant à la force 

agissant entre deux atomes dans une particule diato- 
mique peut s’écrire de la manière suivante : 

c d 

DEP=S == 

FH & 


où c et d sont des constantes positives et x est la dis- 
tance entre les atomes. 


a) Déterminer, si c’est possible, les points de maximum 
relatif, les points de minimum relatif, les points d’in- 
flexion, les équations des asymptotes et donner une 
esquisse du graphique de U si c=1etd=9. 

b) Déterminer la force F (x) entre les atomes et tracer 
la courbe représentant F en fonction de x, sachant 


que F(x) = an Heslades 
dx 
_ s Le. 3 
Soit V(x) = nn Sim, +15x+40, la fonc- 
1024 64 
tion représentant les ventes 


d’une microbrasserie en milliers 
de dollars pour l’année 2012, 
où x est en mois. (Par exemple 
x = 0 correspond aux ventes to- 
tales de décembre 2011, x= 1 cor- 
respond aux ventes totales de 
janvier 2012, etc.) 


a) Représenter la courbe de V en indiquant les points de 
maximum, les points de minimum et les points 
d’inflexion. 

b) Interpréter les ventes et leur taux de variation en 
chacun des points trouvés en a). 
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1. Soit trois fonctions continues f, g et h telles que leurs 
dérivées première et seconde soient également conti- 
nues. Construire le tableau de variation relatif à la déri- 
vée seconde si le graphique suivant 


représente la courbe de 


a) f(x); b) g'@); 


c) h”(. 


2. Donner, s’il y a lieu, l'équation des asymptotes horizon- 
tales, verticales et obliques de chaque fonction selon la 
valeur de k, où k eZ. 


@) Donner un exemple graphique dans chaque cas. 


a) f(x)= 


k k 
X X 
A =. 


2) 
X 


3. Soit f(x) = x° + ax? + bx+c. 


a) Déterminer la valeur des constantes a, b et c si cette 
fonction a un 


i) maximum relatif en x = -1 et un minimum 
relatif en x = 5, et si f (1) = 4. 


ii) minimum relatif en x = 3 et un point d’inflexion 
en (2, 115). 


b) Déterminer, si c’est possible, une relation entre a et 
b telle que: 


1) soit croissante sur IR; 
ii) fsoit décroissante sur IR; 


iii) f possède un minimum relatif et un maximum 
relatif. 


4. Soitf (2 =k(ax+b)'+c, oùkZ0,aZ0,neNetn2>?2. 
Déterminer les valeurs de k et de n telles que f admet un 
point : 

a) de minimum relatif et déterminer ce point; 
b) de maximum relatif et déterminer ce point; 


c) d’inflexion et déterminer ce point. 


40(x—1) i O<x<2 
PS 0 A 

x —0x?+68 si 2<x<7 

3x =2 si -1<x<l 


et g(x)= 


(x) si 1<x<s. 
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a) i) Déterminer si f est continue sur [0, 7|; 
ii) Déterminer si f est dérivable sur ]0, 71 ; 
iii) Faire l’analyse de la fonction f. 

b) i) Déterminer si g est continue sur [-1, 5[; 
ii) Déterminer si g est dérivable sur [-1, 5[; 


iii) Faire l’analyse de la fonction g. 


6. Soitf@=x +2 +x+ 1 


Sans tracer le graphique de cette fonction, déterminer 
le nombre de zéros réels de celle-ci. 


7. Déterminer, s’il y a lieu, le point de maximum relatif, 
le point de minimum relatif et les points d’inflexion des 
courbes suivantes où y = f (x). 


a) yx° = x— ay, où a >0 


b) =) 
1—y 1— x 


C) fes 


2x° +5x°—28x+15 
x° +1 ‘ 
a) Donner l'équation de l’asymptote de f et déterminer 
le point d’intersection de f et de l’asymptote. 


8. Soit f(x)= 


@) b) Représenter graphiquement f et l’asymptote trouvée 
en a). 


©) c) Déterminer approximativement 
i) les zéros de f; 


ii) les points de maximum relatif et les points de 
minimum relatif ; 


iii) les points d’inflexion. 
9. Analyser les fonctions suivantes. 
NO AGE) 
b) f@=|x7-9|+|x-1| 
c) f@=]|x?-41+ 2x sur [-3, 3[ 


x 151 12 

d) CE 
[x—1 
e) f(x)= =: 
Do QE 
x—2 


10. 


11. 


12. 


Soit f et g, deux fonctions définies sur [0, 4], représen- 
tées sur le graphique ci-dessous. 


Donner une esquisse sur [0, 4] du graphique des fonc- 
tions suivantes : 


1 1 
a) (ee b) LUS 
fQ@) gx) 
h = ——— — EE, 
es HU 
1 
D) AGE f) k 9 = f(x) 


8) M (x)= f(x) h) HQE f(x) 


Soit f(x) = = 


X 


. Le coût unitaire moyen C 


0, POUr fabriquer un certain 
nombre d’unités d’un produit dans une manufacture 
C(x) 

x 
tés fabriquées et C(x), le coût total pour fabriquer ces 
x unités. 


a) Si C(x) =x° + 12x +432, où x € [0, 24], 
1) démontrer que la courbe du coût marginal 


intersecte la courbe du coût moyen au point 
minimum de celle-ci ; 


est donné par C,,, (x) = , Où x est le nombre d’uni- 


moy 


li) représenter les courbes C,,,,(@) et celle du coût 
marginal. 


b) Démontrer de façon générale que la courbe du coût 
marginal intersecte la courbe du coût moyen en son 
minimum si cette fonction admet un minimum. 


c) L'Office du tourisme du Québec estime à 1500 $ 
ses frais fixes pour imprimer des cartes postales 
publicitaires, qui coûtent 0,50 $ pour l'impression de 
chaque carte. Soit x le nombre de cartes imprimées. 


i) Déterminer les fonctions coût total CT, coût 
moyen C,,, et coût marginal C,,. 


moy 
1i) Déterminer, si c’est possible, le point de ren- 
contre entre les courbes C,,,, et C,. 


moy 


Expliquer votre résultat. 


ii) Exprimer C, (x), à l’aide d’une limite. 


m 
iv) Représenter sur un même système d’axes les 
courbes C,., et C,. 


moy 


a) Déterminer les points P(a, f(a)) de la courbe de f 14. Soit r, la distance centre à centre entre deux molécules. 
tels que la droite passant par Q(1, 1) et par P soit ù L'énergie potentielle V des molécules séparées par une 


tangente à la courbe de f au point P. 


b) Représenter graphiquement la courbe de f et les 
tangentes trouvées en a). 


Une compagnie qui fabrique des calculatrices estime 
que ses coûts de fabrication sont donnés par 
C(a) = 37q + 150 000, où g est la quantité de calcula- 
trices produites et C(g), les coûts de fabrication en 
dollars. 


a) Évaluer C(0). Interpréter le résultat. 
2 C(100) ; 2 

b) Evaluer C(100) et Interpréter ces résultats. 

C(g) 


c) Déterminer la fonction C,.,(q) = qui donne le 


coût moyen de fabrication par calculatrice. 


d) Déterminer le nombre minimal de calculatrices à 
fabriquer pour que le coût moyen de fabrication par 
calculatrice soit inférieur à 50 $/u ; à 40 $/u. 

e) Calculer et interpréter QU Co (Q)- 

f) Donner une esquisse du graphique de C,,,,(g) et 
déterminer l'équation des asymptotes. 


distance r est représentée par le graphique suivant. 


Sachant que la force d'interaction F est donnée par 


V - à s ; 
FI ER représenter sur un même système d’axes les 
r 


courbes de V et de F en indiquant les caractéristiques 
de Fr.) et de Fr). 
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qs? 


16. 


©) 


17 


Une compagnie estime que la quantité vendue par mois 
d’un nouveau produit est donnée par 


5 x—5 
= 3000 + : 
EE A Vx? + —) 


où x correspond aux nombres de mois écoulés depuis le 
lancement du produit. 
a) Déterminer le nombre d’articles vendus 


i) à la sortie de ce nouveau produit; 
ii) au 4° mois; 
li) au total après les 6 premiers mois. 


b) Déterminer à long terme la quantité que la compa- 
gnie prévoit vendre mensuellement. 


c) Analyser la fonction Q. 
d) Déterminer 


1) le mois où la croissance des ventes est la plus 
grande ; 


li) la quantité d'articles vendus durant ce mois. 


On donne un médicament à un enfant fiévreux. 
La température T de l’enfant est donnée par 
121+4 
TU 
(F4) 
où f est en heures et T'en degrés Celsius. 


+37, 


a) Déterminer la température de l’enfant lorsque 
DS 1)Mé ul: li) {= 4. 
b) Déterminer la température maximale de l’enfant. 


c) Après combien de temps la température de l’enfant 
sera-t-elle inférieure à 38 °C ? 

d) Calculer lim T(+); expliquer votre réponse. 

e) Esquisser le graphique de T où re [0 h, 24 h]. 

Un avion À volant à 2 km d’altitude amorce sa des- 


cente au-dessus d’un point B situé à 5 km de son point 
d'atterrissage O. 
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Soit 
2 si xe[-6 km, -5 km| 
H(x)=4 ax*+bx°+cx+d si xef[-5km, 0 km] 
0 si xe]0 km, 1km|], 


la fonction dérivable définissant la hauteur de l’avion 
par rapport au sol lorsqu'il est à x km de son point 
d'atterrissage. 


A H (x) 
À 


a) Déterminer les valeurs de a, b, c et d, et donner la 
fonction H(»). 

b) Déterminer à quelle distance de son point d’atterris- 
sage l’avion descend le plus rapidement. 


À la suite de l'étude d’une population, un démographe 
prévoit que dans f années à compter d’aujourd’hui la 
population totale P d’une ville dans une région sera 
donnée par 

3; 
P() = 40 000 See 

4+0,002 54 
a) Analyser la fonction P. 


.Où rest en années. 


b) Déterminer après combien d’années le taux de 
variation de la population sera maximal et donner la 
population à ce moment. 
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Problèmes d'optimisation 


ans le chapitre précédent, nous avons appris à déterminer 

| les maximums et les minimums de fonctions à l’aide de la 
dérivée première. L'objectif principal du présent chapitre est 
l'identification des optimums, c’est-à-dire des maximums et des mini- 
mums de fonctions issues de problèmes d’application. Les étapes à 
suivre pour résoudre des problèmes d’optimisation sont les suivantes : 


°_ mathématiser le problème, c’est-à-dire 
définir les variables ; 


- déterminer la fonction à optimiser ; 
-_ chercher, s’il y a lieu, une relation entre les variables ; 


- exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable 
et donner son domaine selon le contexte ; 


°_ analyser la fonction à optimiser ; 
+ _ formuler la réponse. 


En particulier, à la fin du chapitre l'élève sera en mesure de résoudre 
le problème suivant. 


a) Quelle doit être la relation entre la hauteur et le rayon 
d’un cylindre circulaire droit, fermé aux extrémités et de 
volume V pour que sa fabrication nécessite le moins de maté- 
riau possible ? 

b) Déterminer si les dimensions d’une cannette de boisson 
gazeuse de 355 ml vérifient la relation établie en a). Sinon, 
quelles devraient être les dimensions de la cannette ? 


(Voir le problème de synthèse n° 11, page 328) 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Optimisation 


ous les jours, nous cherchons à optimiser une 

situation. Ainsi, lorsque nous jouons à un jeu, nous 

voulons optimiser nos chances de gagner. Lorsque 
nous négocions un prix d’achat, nous tentons d'optimiser 
notre avoir. Lorsque nous nous déplaçons d’un lieu à un 
autre, nous cherchons à optimiser le temps pour nous y 
rendre. Toutefois, ces tentatives d’optimisation ne sont pas 
nécessairement fondées sur une stratégie préétablie. Or, la 
recherche d’un optimum, telle qu’elle est vue dans ce cours, 
répond non seulement à un souci de trouver cet optimum, 
mais aussi à celui de le faire d’une façon systématique. 


Autrement dit, comme Descartes et les mathématiciens du 


xvu° siècle, nous cherchons à établir une méthode pour 
aborder ces questions. 


Le problème de la brachistochrone (du grec brachistos qui 
signifie «le plus court» et chronos qui veut dire «temps ») 
a fait l’objet d’intenses discussions au cours de ce siècle. Ce 
problème énoncé, mais non résolu, par Galilée (1564-1642) 
en 1638 consiste à trouver, dans un plan vertical, la forme 
d’une courbe reliant deux points de sorte qu’un mobile 
tombant du point le plus haut atteigne le point le plus bas 
dans le temps le plus court possible. 


Brachistochrone 


En 1662, Pierre de Fermat (1601-1665) s'attaque à une 
question du même type en tentant de démontrer mathé- 
matiquement la loi de la réfraction. Cette loi détermine le 
changement de direction d’un rayon lumineux passant d’un 
milieu à un autre (voir la figure, où la constante dépend à la 
fois des deux milieux). 


Il remarque d’abord qu’un principe d'économie semble 
s'appliquer à tout ce qui touche la nature : «La nature opère 
par les moyens et les chemins les plus aisés et les plus 
rapides.» Il émet ensuite l’hypothèse (maintenant démon- 
trée) que la lumière est d’autant plus lente que la densité 
du milieu dans lequel elle se déplace est grande. Il mon- 
tre que le trajet le plus rapide que peut suivre la lumière 


308 Perspective historique 


entre deux points placés de part et d’autre de la surface de 
contact entre les deux milieux est précisément celui qui 
correspond à la loi de la réfraction. Fermat arrive à déter- 
miner le trajet suivi par la lumière qui minimise le temps 
pris pour aller d’un point à un autre. La question de la 
réflexion de la lumière sera traitée plus en profondeur dans 
le problème type de l'introduction du chapitre 9. 


A ne | 
! Loi de réfraction: 
i sin 
- id = cte 
sin @ 


É) 


B 


Johann Bernoulli (1667-1748), membre d’une famille de 
mathématiciens de Bâle, en Suisse, s’inspirant avec succès 
du travail de Fermat, résolut le problème de la brachisto- 
chrone. Il inaugura ainsi un vaste champ des mathématiques 
appelé «calcul des variations ». Au cours des XVII et xIx° 
siècles, la mécanique s’est progressivement construite autour 
de ce calcul. Les fonctions à minimiser ou à maximiser cor- 
respondent alors à l'énergie, à la quantité de mouvement, etc. 


En plus du calcul différentiel et du calcul des variations, 
d’autres domaines des mathématiques traitent d’optimisa- 
tion. Au secondaire, vous avez peut-être travaillé avec les 
polygones de contraintes. Si tel est le cas, vous connaissez 
sans doute un peu ce que l’on appelle la programmation 
linéaire. Elle a d’abord été mise au point en Union sovié- 
tique à la fin des années 1930, pour résoudre des problèmes 
d'optimisation de la production dans les usines. Toutefois, 
ce n’est qu'avec les difficultés liées au déploiement et au 
ravitaillement des troupes de l’armée américaine, au cours 
de la Seconde Guerre mondiale, que les efforts pour ré- 
soudre ce genre de problème ont porté fruit. Par ailleurs, 
le nombre de calculs requis était si imposant qu’il a fallu 
attendre jusqu’en 1947 avant de pouvoir véritablement 
mettre la théorie en application en utilisant les remarquables 
capacités de calcul d’une nouvelle invention, l’ordinateur. 


Aujourd’hui, la programmation linéaire joue un rôle très 
important dans la gestion des affaires. Par exemple, une 
compagnie aérienne détermine les horaires des pilotes et 
du personnel des avions de façon à maximiser l’utilisation 
des avions tout en respectant les conventions collectives, en 
tenant compte des lieux de résidence des personnes et des 
endroits où sont situés les aéroports où les avions doivent 
être régulièrement inspectés. 


Exercices préliminaires 


1. Déterminer, en fonction de x: 


a) l’aire À du rectangle ci-dessous, sachant que 
iv=s; 


X 


b) le périmètre P du rectangle ci-dessous sachant que 


y 20 
| + 


X 
c) l’aire À et le périmètre P du triangle ci-dessous ; 
Be. 
X 
ÿ 


d) l’aire À et le périmètre P du rectangle ci-dessous ins- 
crit dans un demi-cercle de rayon 4; 


e) l’aire À et le périmètre P du rectangle ci-dessous. 


2. Déterminer, en fonction de x: 


a) l’aire totale À du parallélépipède ci-dessous, sachant 
que son volume est de 32 u” ; 


b) le volume V du parallélépipède ci-dessous, sachant 
que son aire totale est de 12 u?; 


. Compléter les énoncés suivants. 


c) l’aire totale À du cylindre ci-dessous, sachant que 
son volume est de 100 u”: 


d) le volume V de la sphère ci-dessous, sachant que son 
aire est de x u?; 


. Déterminer les zéros de f(x), si: 


a) f(x) = V10- x? 
b) f(x) = xV100 — x? 


a) Si f/(c) = 0 et que f’(x) passe du + au — lorsque x 
passe de c” à c*, alors (c, f (c)) est 


b) Soit f, une fonction dérivable sur Ja, b[ et c € Ja, bl 
le seul nombre critique de f tel que f(c) = 0. Si 
f”(o) > 0, alors (c, f (c)) est 


c) Sifest une fonction strictement croissante sur [2, 7], 
alors le point est un point de minimum 
absolu de f et le point (7, f(7)) est = 
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7.1 Résolution de problèmes d'optimisation 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l’élève pourra résoudre des problèmes d'optimisation. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


de représenter la situation, s’il y a lieu; 
de définir les variables appropriées ; ae oo 
de déterminer la fonction à optimiser ; de fabrication 
de déterminer, s’il y a lieu, une relation entre les variables; 

d'exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable ; 

de déterminer le domaine de la fonction à optimiser selon le contexte ; 


de déterminer le maximum (minimum) de la fonction, à l’aide du test de la dérivée première ou du test 2 de 
la dérivée seconde ; 


de formuler adéquatement la réponse. 


Donnons quelques exemples qui nous permettront d'établir une marche à suivre pour 
résoudre des problèmes d’optimisation. 


S'OUUEME Un homme dispose de 100 m de clôture pour délimiter un terrain 
rectangulaire. Déterminons les dimensions du terrain pour que son 
aire soit maximale. Calculons cette aire maximale. 


Constatons d’abord qu'avec 100 m de clôture, il est possible de délimiter une infinité 
de terrains rectangulaires dont l’aire sera différente. Voici quelques exemples : 


Périmètre = 100 m A, = (2 m)(48 m) = 96 m° 


48 m 


Périmètre = 100 m A2= (5 m)(45 m) = 225 m° 


45 m 


10m| Périmètre = 100 m A3 = (10 m)(40 m) = 400 m 


40 m 


Périmètre = 100 m 


20 m 


A4 = (20 m)(30 m) = 600 m° 


30 m 


Nous cherchons la solution optimale, c’est-à-dire les dimensions du terrain rectan- 
gulaire d’aire maximale. 
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Nous devons d’abord mathématiser le problème. 


1. Mathématisation du problème. 


Représentation et 1.1 Représenter la situation à l’aide d’un schéma lorsque cela est possible et 
définition des définir les variables. 
variables 


Comme le rectangle est quelconque, désignons la 
longueur de ses côtés par les variables x et y, où x 
et y sont en mètres. 5 


Fonction à optimiser 1.2 Déterminer la fonction à optimiser. 


Dans ce problème, la fonction à optimiser est l’aire À du rectangle qui est 
exprimée en termes des variables x et y. 


Ainsi, A(x, y) — xy est la fonction à optimiser. 


Nous ne pouvons déterminer le maximum de cette fonction à l’aide de la déri- 
vée, car cette fonction est exprimée à l’aide de deux variables. Cependant, 
certaines données du problème nous permettent d'exprimer l’une de ces 
variables en fonction de l’autre. 


Relation entre 1.3 Chercher une relation entre x et y nous permettant d'exprimer l’une de ces 
variables variables en fonction de l’autre. 


Nous avons 100 m de clôture. Cela signifie que le périmètre du terrain est de 
100 m. 


Ainsi, 2x + 2y = 100. De cette équation, nous pouvons isoler x ou y. 


En isolant y, nous obtenons y = = @) 


En isolant x, nous obtenons x = + @) 


x 


Fonction à optimiser 1.4 Exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable. Par 
en termes d’une exemple, en termes de x, si l’on a isolé y à l'étape précédente (1) ou, en 
seule variable et termes de y, si l’on a isolé x à l’étape précédente (2). Finalement, détermi- 


MAUR ner le domaine de la fonction à optimiser. 
cette fonction 


De A(x, y) — xy, nous obtenons 


A(x) = {NX fn remplaçant y par Le) 


= x(50 — x) 

= 50x- x? 
D'où A(x) — 50x — x° est la fonction dont nous devons déterminer le maxi- 
mum absolu. 


Puisque x représente la longueur d’un côté d’un rectangle dont le périmètre 
est égal à 100, x doit satisfaire à la condition suivante : 0 < x < 50. 


D'où dom A = [0, 50]. 


© 
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Nous devons maintenant analyser la fonction à optimiser. 
2. Analyse de la fonction à optimiser. 


Comme nous l’avons vu au chapitre 6, le test de la dérivée première (théorème 
6.3) ou le test 2 de la dérivée seconde (théorème 6.7) peut permettre de déter- 
miner les maximums et les minimums de la fonction à optimiser. 


Dans cet exemple, nous analysons cette fonction à l’aide des deux tests. 
Test de la dérivée première Test 2 de la dérivée seconde 


1" étape : Calculer la dérivée de la fonction à optimiser. 
A’) = (50x — x°) (car AG) =50x +) 
= 50 - 2x 
2° étape : Déterminer les nombres critiques de À. 
DA 2 
2) A(x) n'existe pas si x = 0 ou x = 50. 
D'où 0, 25 et 50 sont les nombres critiques de A sur [0, 50]. 


Ainsi on peut utiliser le test de la dérivée première. : Puisque 25 est le seul nombre critique de À sur 
: JO, SO, tel que A’(x) = 0, on peut utiliser le test 2 de 
: Ja dérivée seconde. 


3° étape : Construire le tableau de variation. 3° étape : Calculer la dérivée seconde. 
x 0 25 50 Le 
: Nous avons 4/(25) = 0 
A) À ne 0 = À Ë 
: et A”(25)=-2 <0. 
A A(0) # A(25) M A(50) ; 
min max. min 
Donc, (25, A(25)) est le point de maximum absolu Donc, (25, A(25)) est le point de maximum absolu 


de À. (théorème 6.3) net (théorème 6.7) 


Remarque II n’est pas nécessaire d’utiliser les deux tests, un seul suffit. 


Nous devons finalement répondre adéquatement à la question. 


3. Formulation de la réponse. 
Ainsi, l’aire du terrain est maximale lorsque x mesure 25 m. 
100 — 2x 100 — 50 


Puisque y = Pr n nous obtenons y = De =DSM(Car tr 025) 


D'où les dimensions du terrain d’aire maximale sont de 25 m sur 25 m, et 
l'aire maximale est de 625 m°. (car À = (25 m)(25 m)) 


312 CHAPITRE 7 Problèmes d'optimisation 


Voici un résumé des étapes à suivre pour résoudre des problèmes d'optimisation. 


1. Mathématisation du problème. 
1.1 Représenter la situation à l’aide d’un schéma lorsque le problème le permet et définir les variables ; 
1.2 Déterminer la fonction à optimiser ; 
1.3 Chercher, s’il y a lieu, une relation entre les variables ; 


1.4 Exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable et déterminer le domaine de cette 
fonction. 


2. Analyse de la fonction à optimiser. 
+ À l’aide du test de la dérivée première ou 
+ À l’aide du test 2 de la dérivée seconde. 
3. Formulation de la réponse. 


Nous présentons quelques exemples supplémentaires et nous invitons les élèves à 
tenter de résoudre les problèmes avant de lire la solution que nous proposons. 


Trouvons deux nombres réels dont la somme du premier et du cube 
du second est égale à 8, de manière que leur produit soit maximal. 
Déterminons également la valeur du produit maximal. 


1. Mathématisation du problème. 


Nous pouvons trouver 1.1 Définir les variables. 
une infinité de x et 


desricliesque 24e t Soit x, le premier nombre et y, le second nombre. 


… dont le produit est 1.2 Déterminer la fonction à optimiser. 
na ve Soit P le produit des 2 nombres. Aïnsi, P(x, y) — xy doit être maximal. 
| n 1.3 Chercher une relation entre les variables. 
7 1 e x+y=8,ainsix=8-y 
1 | #7 | 191. 1.4 Exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable. 
à | 1 -9 PG, y) =xy 


P() = (8 — y°)y (car x=8 - y) 


D'où (y) — 8y — y‘ est la fonction dont nous devons déterminer le maxi- 
mum absolu. 


Puisque y est un nombre réel quelconque, alors dom P = IR. 
2. Analyse de la fonction à optimiser. 
1"° étape : Calculer la dérivée de la fonction à optimiser. 


P()=8 - 4 (car P(y) = 8y — y‘) 
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2° étape: Déterminer les nombres critiques de P. 
D) P(=0siy= 42 
2) P“(y) est définie, V y € IR. 

Donc, 3/2 est le seul nombre critique de P sur IR tel que P(y) = 0. 

Test 2 de la 3° étape : Calculer la dérivée seconde. 
dérivée seconde PO) = -12y 
Nous avons P/(Ÿ2) = 0 et P”(V2)= -124/4 < 0. 
Donc, Ne : P(/2)) est le point de maximum absolu de P. 


3. Formulation de la réponse. 
Ainsi, le produit est maximal lorsque y = 45, 
Puisque x = 8 — y*, nous obtenons x = 8 — (2y = 6. 


D'où les deux nombres cherchés sont x = 6 et y = 4/2, et la valeur du produit 
maximal est 63/2 , c’est-à-dire 7,559 5... 


Une ébéniste veut fabriquer un tiroir dont la hauteur doit être com- 
prise entre 5 cm et 15 cm, dont la profondeur, du devant à l’ar- 
rière, doit être de 50 cm et le volume de 10 000 cm°. Si le devant 
coûte 0,05$ par cm”, que le fond coûte 0,03$ par cm° et que le 
reste coûte 0,02$ par cm”, déterminons les dimensions du tiroir 
pour que le coût de fabrication soit minimal et calculons ce coût de 
fabrication. 


1. Mathématisation du problème. 


1.1 Représenter et définir les variables. 


CôtÉ 2) LÉ” 


50 cm 


Soit 50 cm pour la profondeur, x centi- 
mètres pour la hauteur et y centimètres 
pour la largeur du tiroir. Devant 


1.2 Déterminer la fonction à optimiser. 


Le tiroir est composé de cinq pièces dont l’aire et le coût par pièces est 
donné dans le tableau ci-dessous. 


Pièce Aire de la surface (cm?) Prix (g/cm?) Coût par pièce (é) 
Devant xy 5 Sy) 
Côté (1) S0x 2) 2(50x) 
Côté (2) S0x D) 2(50x) 
Arrière Xy 2 2(xy) 
Fond 50y 3 3(50y) 
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Le coût de fabrication C, en €, du tiroir est donné par la somme des coûts 
de fabrication de chacune des cinq unités. 


CG, y) = Sxy + 100x + 100x + 2xy + 150y 
C(x, y) = 7xy + 200x + 150y est à minimiser. 


1.3 Chercher une relation entre les variables. 
Nous connaissons le volume du tiroir, soit 10 000 cm°. 


10000 2 
Ainsi, 50xy = 10000, donc y = ——— = En0 
0x x 
1.4 Exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable. 
C(x, y) = 7xy + 200x +150 y 
ce m[20) + 200x + 150[ 2] (car — æ) 
x x 


X 


30 000 
D'où C(x) = 1400 + 200x + 
X 


déterminer le minimum absolu, et dom C = 15, 151. 


est la fonction dont nous devons 


2. Analyse de la fonction à optimiser. 


1"° étape : Calculer la dérivée de la fonction à optimiser. 


30 000 
C'(x) = 200 - = (car C(x) = 1400 + 200x + ee ) 
X x 
200x° — 30 000 
= Dr 
__ 200? — 150) 
M - 


2° étape : Déterminer les nombres critiques de C. 
1) C’(x) = 0 si x = +150. (-V150 à rejeter, car -V150 € dom C) 
2) C’( est définie, V xe ]5,151. 
Donc 150 est le seul nombre critique de C sur J5, 151. 


Test de la 3° étape : Construire le tableau de variation. 
dérivée première 
55 5) V150 15 
C'@ À - 0 db À 
(ë À u C(Y150) 7 À 
min. 
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. Formulation de la réponse. 


Aïinsi, le coût de fabrication est minimal lorsque x mesure 150 cm. 
; 200 200 
Puisque y = ——, nous obtenons y = —— car x = 150 
one Hire De 


D'où les dimensions du tiroir, dont le coût de fabrication est minimal, 


sont de 4150 cm sur Eu cm sur 50 cm, c’est-à-dire 
V150 


environ 12,25 cm sur 16,33 cm sur 50 cm. 


Le coût de fabrication est donné par 
30000 
V150 


D'où le coût de fabrication minimal est d’environ 62,99 $. 


C(V150) = 1400 + 200150 + 


= 6298,979...g 


HOUSE Déterminons les dimensions d’une terrasse rectangulaire d’aire 
maximale que l’on peut aménager dans un espace demi-circulaire 
dont le rayon est de 4 m et calculons cette aire maximale. 


1. Mathématisation du problème. Ei 
1.1 Représenter et définir les variables. 
Soit y, la largeur, et 2x, la longueur de la terrasse, 
où x et y sont en mètres. ne 
2 6 : & nc È—] 
1.2 Déterminer la fonction à optimiser. “ 


A(x, y) = (2x)y doit être maximale. 


1.3 Chercher une relation entre les variables. 


x? + y? = 16 (par Pythagore) 
162. 


y = +V16 — x° 


Nous devons prendre la valeur positive de y, puisque y représente la lon- 
gueur d’un côté. 


D'où y = V16- x : 
1.4 Exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable. 
A(x, y) = (2x)y 
A(x) = 2xV16 — x° (car y = V16- x°) 


D'où A(x) = 2xV16 — x? est la fonction dont nous voulons déterminer le 
maximum absolu, et dom À = [0, 4]. (car 0 <x< 4) 
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2. Analyse de la fonction à optimiser. 


1"° étape : Calculer la dérivée de la fonction à optimiser. 


2) 
A’(x) = 216 — x? + Es) (car A(x) = 2x16— x?) 


16 — x° 
_ 2(16-— x°)— 2x° 
_ i6-x 
_ 48 x°) 


V16- x? 
2° étape : Déterminer les nombres critiques de À. 
D) A(x)=0six=+v8=+2V2.  (-2V2 à rejeter, car -2V2 € dom 4) 
2) A’(x) n'existe pas si x = 0 ou six= 4. 
Donc, 0, D et 4 sont les nombres critiques de A. 


3° étape : Construire le tableau de variation. 


Test de la x 0 AN 4 
dérivée première 
A) À Se 0 = À 
A A(0) > A(2V2) M A(d) 
min. max. min. 


3. Formulation de la réponse. 
L’aire du rectangle est maximale lorsque x = Ne 


Puisque y = V16 — x?, nous obtenons, en remplaçant x par 22, 


Ainsi, la longueur de la terrasse d’aire maximale est égale à 2(2V2) m, 
c’est-à-dire environ 5,66 m, et sa largeur est égale à AE m, c’est-à-dire 
environ 2,83 m. 


L’aire maximale est égale à (42) (CN), c’est-à-dire 16 m°. 


Exemple 5 | Une croisière coûte 2250 $ par personne, si le bateau transporte 
2200 passagers et passagères. La société estime que chaque dimi- 
nution de 36 $ du prix du billet lui permet d'augmenter de 55 le 
nombre de passagers et de passagères. 


Déterminons le prix du billet et le nombre total de passagers et de passagères 
nécessaires pour que le revenu de la société soit maximal si la capacité du bateau 
est de 3000 passagers et passagères. Calculons ce revenu maximal. 
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1. Mathématisation du problème. 


1.1 Soit n, le nombre de fois où l’on réduit le prix du billet de 36$. 
Dans cette situation, n correspond également au nombre de fois où le 
nombre de passagers et de passagères augmente de 55. 

1.2 Déterminer la fonction à optimiser. 
En calculant le revenu pour différentes valeurs de n, nous avons: 


Prix du billet ($) Nombre de passagers Revenu ($) 
2250 2200 (2250) (2200) 
2250 — 1(36) 2200 + 1(55) (2250 — 1(36)) (2200 + 1(55)) 
2250 — 2(36) 2200 + 2(55) (2250 — 2(36)) (2200 + 2(55)) 
2250 — 3(36) 2200 + 3(55) (2250 — 3(36)) (2200 + 3(55)) 
2250 -— n(36) 2200 + n(55) (2250 — 36n) (2200 + 55n) 


R(n) = (2250 — 36n) (2200 + 55n) doit être maximal, où 
1e 002 1414) 


1.3 Il n’y a qu'une seule variable dans ce contexte, soit n. 


1.4 Exprimer la fonction à optimiser en termes d’une seule variable. 

Soit la fonction continue R(»), telle que 
R( = (2250 — 36x) (2200 + 55x), où dom R = [0, 141. 
2. Analyse de la fonction. 

1° étape : Calculer la dérivée de la fonction à optimiser. 
R’() = -36(2200 + 55x) + 55(2250 — 36x) = 44 550 — 3960x 

2° étape : Déterminer les nombres critiques de R. 

DAMES 


2) R'(X n'existe pas si x = 0 ou si x = 14. 


Donc 0, 11,25 et 14 sont les nombres critiques de R. 


Test de la 3° étape : Construire le tableau de variation. 
dérivée première 
2 0 11225 14 
R(X À 5e 0 = À 
R R(0) 2 R(11,25) à R(14) 
min. max. min. 


3. Formulation de la réponse. 


Sachant que x doit être un nombre entier, on doit calculer le revenu 
pour x= 11 etx= 12, les deux valeurs entières les plus près de 11. 


R(11) = 5200470$ et R(12) = 5 199480$ 


Puisque R(11) > R(12), alors le nombre de passagers et de passagères est 
2200 + 55(11) = 2805, et le prix du billet est 2250 — 36(11) = 1854$. 


Le revenu maximal est de 5200470$. 
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Nous voulons couper, s’il y a lieu, une corde de 200 cm de lon- 
gueur en deux parties. La première partie servira à former un 
carré et la seconde partie, un cercle. Déterminons où il faut couper 
cette corde pour que la somme des aires des figures obtenues soit 


maximale. 
1. Mathématisation du problème. r 200 cm : 
1.1 Représenter et définir les variables. = F : 
Soit x, la longueur du côté du carré, et y, la 
longueur du rayon du cercle, où x et y sont x 
en centimètres. 


1.2 Déterminer la fonction à optimiser. 
Aire totale = Aire du carré + Aire du cercle 
A(x, y) = x° + ny” doit être maximale. 
1.3 Chercher une relation entre les variables. 


La somme du périmètre du carré et de la circonférence du cercle doit éga- 
ler la longueur de la corde, soit 200 cm. 
200 — 2ry T 


Se 
4 A 


1.4 Exprimer la fonction à optimiser en tenant compte d’une seule variable. 


Donc, 4x + 27xy = 200. D'où x = 


A(x, y) = x? +7)’ 
2 
ao= [502] + Ty farx= 50%) 


2 
= É : r) — 50xy + 2500 


7 
: a 
D'où A(y) = É + x) y? — 507xy + 2500 est la fonction dont il faut 


déterminer le maximum absolu. 
Puisque y représente le rayon du cercle, y Z 0. 
De plus, x représente la longueur du côté du carré. Aïnsi, 


x > 0, donc 


50-7720 farx= 50%) 
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2. Analyse de la fonction à optimiser. 
1"° étape : Calculer la dérivée de la fonction à optimiser. 
1 T° 
A(>) = ÂT + z)» — 507 fer A(y) = É + :) — SOTy + 200) 
2° étape : Déterminer les nombres critiques de A. 


1) A(y)= 0 si = © 
on nr 


1 
2) A“(y) n'existe pas si y = 0 ou si y = L00 
T 


100 100 1 
Donc, 0, —— et —— sont des nombres critiques de À sur Lo — 
Tr+4 T T 


1 
de plus ce est le seul nombre critique de À 
T+4 
100 
sur Le. . tel que A’(x) = 0. 
T 


3° étape : Calculer la dérivée seconde. 


2 2 
Test 2 de la A”(>) = Tr) EE { vx p-50) 
dérivée seconde % ca 
*) 
Nous avons af) = 0et a( te) 0 
T + 4 T +4 À 
100 100 
Donc Al ) est le point de minimum absolu de À 
T+4 T+4 


100 
sur 10. — |, 
T 
Or, nous étions à la recherche d’un maximum et non d’un minimum. 


Construisons le tableau de variation qui nous permettra de constater que les 
maximums de cette fonction sont atteints aux extrémités de l’intervalle défi- 
nissant le domaine de cette fonction. 


100 100 
Test de la y 0 — 
déué é Tr+4 T 
érivée première 
A) À = 0 2 À 
100 100 
A A(0) NS A 72 A| — 
T+4 T 
max. min. max. 


1 
Pour déterminer le maximum absolu de À, il faut évaluer A(0) et af) 
T 
2 
Puisque A(y) = Æ + x) y? — 507xy + 2500, nous avons 


1 
A(O) = 2500 et af) = MANS ES 
TT TT 


_—— 100 
Ainsi, le maximum absolu est obtenu lorsque y = —. 
T 
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3. Formulation de la réponse. 


L’aire est maximale lorsque y = —— cm. 
T 


100 


Puisque x = 50 — En nous obtenons x = 50 — : (æ) = 0 car = co 


T 


Cela signifie que la corde ne doit pas être coupée ; elle doit plutôt être utilisée 
en entier pour former le cercle. 


EXERCICES 7.1 


1. 


On dispose de 240 m de clôture pour délimiter le plus 
grand terrain rectangulaire possible, l’un des côtés étant 
bordé par une rivière. Déterminer les dimensions du ter- 
rain pour que son aire soit maximale et évaluer cette aire. 


On dispose de 120 m de clôture pour entourer un champ 
rectangulaire. Déterminer les dimensions que le champ 
doit avoir pour que son aire soit maximale, si on le divise 
à l’aide de clôtures parallèles à l’un des côtés, 


a) en trois lots rectangulaires ; 
b) en six lots rectangulaires ; 


c) en n lots rectangulaires. 


La somme de deux nombres est 10. Quels sont ces deux 
nombres, si 


a) leur produit est maximal ; 


b) la somme de leur carré est minimale. 


Déterminer 2 nombres positifs tels que 


a) leur produit est 16 et que le cube du premier ajouté 
au triple du second donne une somme minimale ; 

b) leur somme est 100 et que le carré du premier ajouté 
au second donne une somme minimale ; 


c) leur quotient est 3 et que la différence entre le numé- 
rateur au cube et le dénominateur soit minimale. 


Déterminer l’aire maximale de la région ombrée déli- 
mitée par le rectangle suivant: 


y 


6. 


7. 


(OX œ 


Une page d’un volume a un périmètre de 100 cm. 


Si cette page comprend des marges de 5 cm dans le 
haut, de 3 cm dans le bas et de 2 cm de chaque côté, 
quelles dimensions la page doit-elle avoir pour que la 
surface imprimée soit maximale ? 


Une boîte métallique à base carrée, ouverte sur le des- 
sus, a un volume de 32 dm°. 


Déterminer les dimensions que doit avoir la boîte pour 
que la quantité de métal nécessaire à sa fabrication soit 
minimale et évaluer la quantité de métal utilisée. 


On veut fabriquer une boîte à base carrée, fermée sur le 
dessus. Le coût de fabrication de la boîte est de 0,03 $ 
par cm? pour le fond, de 0,05$ par cm° pour le dessus 
et de 0,02$ par cm? pour chacun des côtés. Déterminer 
les dimensions de la boîte ayant un volume maximal si 
son coût de fabrication est de 24$. 


On veut joindre le sommet de 2 poteaux, un de 3 met 
l’autre de 2 m, distants de 7 m à l’aide d’un câble pas- 
sant par un crochet au point d’ancrage P. 


3m 
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12. 


13. 


14. 


4 
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Déterminer la distance entre A et P pour que la lon- 
gueur du câble utilisé soit minimale et calculer cette 
longueur. 


Soit un cercle dont le rayon est de 5 cm. Déterminer 
les dimensions du rectangle 


a) d’aire maximale que l’on peut inscrire à l’intérieur 
de ce cercle; 

b) de périmètre maximal que l’on peut inscrire à l’inté- 
rieur de ce cercle. 


Un cylindre circulaire droit, fermé aux extrémités, a 
un volume de 1024 x cm°. 


Déterminer les dimensions (rayon et hauteur) que doit 
avoir le cylindre pour que sa fabrication nécessite le 
moins de matériau possible. 


On forme un cône en coupant un secteur d’un disque 
dont le rayon est de 20 cm. 


Déterminer la hauteur du cône de volume maximal 
ainsi formé. 


Utiliser les propriétés des triangles semblables pour 
déterminer les dimensions du rectangle d’aire maxi- 
male que l’on peut inscrire à l’intérieur d’un triangle 
rectangle dont la base est de 8 cm et dont la hauteur est 
de 6 cm. 


Une société ferroviaire est prête à exploiter une 
ligne Montréal-Toronto, si 214 personnes consentent à 
débourser 300$ pour l’aller-retour. La société estime 
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17. 


que chaque réduction de 2$ du prix du billet lui per- 
met d'augmenter de 5 le nombre de passagers et de 
passagères. 


Déterminer le nombre de passagers et de passagères 
nécessaires pour que la société obtienne un revenu 
maximal et donner ce revenu. 


2: 


Soit f(x) ee où x € [-3,4]. 


Déterminer les points de la courbe de f qui sont les plus 
près et les plus loin du point R(O, 3). 


On veut construire une route reliant les villes A et B. 


Le coût de construction entre A et P, région monta- 
gneuse, est de 1 200 000$/km et celui entre P et B est 
de 800 000 $/km. 


3 km 
5 km 


A 


Déterminer la position du point P, par rapport à O, pour 
que le coût de construction soit minimal et évaluer ce 
coût de construction. 


Un silo, formé d’un cylindre circulaire droit surmonté 
d’une demi-sphère, a un volume de 1000 m°. 


a) Si le coût de fabrication de la demi-sphère par mètre 
carré est quatre fois plus élevé que le coût de fabri- 
cation de la surface latérale du cylindre, quelles 
dimensions le cylindre et la demi-sphère devront-ils 
avoir pour que le coût de fabrication soit minimal ? 


b) Si le coût de fabrication de la surface latérale est de 
80 $/m°, calculer le coût de fabrication du silo. 


Réseau de concepts 


PROBLÈMES D'OPTIMISATION 


‘ 


Représentation à l'aide d'un schéma 
et définition des variables 


Y 
Fonction à optimiser 


Ÿ 


Relation entre les variables 


: 


Fonction à optimiser en termes d'une variable 


Y 
Test de la dérivée première 


ou 


Y 
Test 2 de la dérivée seconde 


| 


Point de minimum absolu ou 
point de maximum absolu 


' 


Formulation adéquate de la réponse 


Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 


et les problèmes de synthèse. 


Mathématisation du problème 
Pour mathématiser un problème, il faut 


1.1 
1.2 


Analyse de la fonction à optimiser 
Soit c € dom f, c est un nombre critique de f si 


Test de la dérivée première 

Soit c € dom f tel que 

Si f'@) passe du + au — lorsque x passe de c- à c*, 
alors 

Si f’(x) passe du — au + lorsque x passe de c à c*, 
alors 


1.3 
1.4 


Test 2 de la dérivée seconde 


Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur 
Ja, bl. 
Soit c, le seul nombre critique de f sur Ja, b[ tel que 


a) Sif”(c) < 0, alors 
b) Sif”(c) > 0, alors __ 
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Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes 
de synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies 
à la fin du manuel. 


Déterminer 2 nombres tels que 


a) leur somme soit 150 et que le produit du cube du 
premier par le second est maximal; 


b) leur quotient soit 10 et tel que la somme du numéra- 
teur et du carré du dénominateur est minimale ; 


c) leur différence est 25 et tel que le cube de leur pro- 
duit est minimal. 


Déterminer les dimensions du rectangle 


a) de périmètre maximal que l’on peut inscrire dans un 
demi-cercle dont le rayon est de 7 cm; 


b) d’aire maximale que l’on peut inscrire entre l’axe des x, 
l'axe des y et la courbe dont l’équation est y = (x — 9). 


Déterminer l'aire minimale du triangle, situé dans le pre- 
mier quadrant délimité par les axes et la droite passant par 


a) P(4,2); b) Q(, s). 


Une boîte droite, à base carrée, fermée sur le dessus et 
dont le fond est triple, a un volume de 250 cm°. 


a) Déterminer les dimensions que doit avoir la boîte 
pour que la quantité de matériau nécessaire à sa fabri- 
cation soit minimale et calculer le coût de fabrication 
de cette boîte si elle coûte, pour chaque épaisseur, 
0,02$ par cm’. 


b) Si le coût de fabrication, pour chaque épaisseur, du 
fond et du dessus, est de 0,01 $ par cm? et que celui 
des faces latérales est de 0,04$ par cm?, déterminer 
les dimensions de la boîte la moins coûteuse ainsi 
que le coût de fabrication de cette boîte. 


Un morceau de carton rectangulaire de 24 cm sur 41 cm 
doit servir à fabriquer une boîte rectangulaire ouverte 
sur le dessus. Pour faire cette boîte, on découpe un carré 
dans chacun des quatre coins et on replie les côtés per- 
pendiculairement à la base. 


a) Déterminer les dimensions de la boîte offrant le plus 
grand volume. 


b) Calculer ce volume. 
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@) © Représenter graphiquement la fonction donnant le vo- 


6. 


10. 


lume en termes d’une seule variable et vérifier le résultat. 


Le matériau utilisé pour fabriquer le fond et le tour d’une 
casserole cylindrique coûte cher au manufacturier. 


a) Déterminer la relation entre le rayon et la hauteur 
d’une casserole de 2 litres (2000 cm) pour que sa 
fabrication nécessite le moins de matériau possible. 


b) Si le fond coûte 14 é/cm° et le tour 104/cm?, déter- 
miner les dimensions pour que le coût de fabrication 
soit minimal et calculer ce coût de fabrication. 


Les coordonnées de chaque point Q(b, f (b)) sur le seg- 
ment de droite suivant 


f(b) 


Q,(1, 37) 


nn ‘+ 16) 


1 b 
(cm) 


20 


a) déterminent un rectangle de base b et de périmètre 
P = f(b). Par exemple, Q,(1, 37) détermine un rec- 
tangle dont la base est de 1 cmet le périmètre de 37 cm. 
Déterminer le point R de ce segment de droite donnant 
le rectangle d’aire maximale et calculer cette aire ; 


b) déterminent un rectangle de base b et d’aire À =f(b). 
Par exemple, Q. (1, 37) représente un rectangle dont 
la base est de 1 em et l’aire de 37 cm?. Déterminer le 
point S de ce segment de droite donnant un rectangle 
de périmètre minimal et calculer ce périmètre. 


Un voyage de Montréal à Toronto coûte 240$, si l’avion 
transporte 160 passagers et passagères. La compagnie 
aérienne estime que chaque réduction de 5$ du prix du 
billet lui permet d'augmenter de 8 le nombre de passa- 
gers et de passagères. 


Déterminer le prix du billet qui donnera un revenu ma- 
ximal à la compagnie aérienne et calculer ce revenu si 
la capacité de l’avion est de: 


a) 336 passagers et passagères ; 
b) 240 passagers et passagères. 
Quelles doivent être les dimensions d’un terrain 


rectangulaire dont l’aire est de 400 m° pour que son 
périmètre soit minimal ? 


x+1 
A 
a) Déterminer le point Q de la courbe de fle plus près du 
point P(-1, 0) et calculer la distance séparant ces points. 


Soit f(x) = 


©) b) Représenter graphiquement la courbe de f et les 


points P et Q. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Un jardinier prévoit aménager 
un potager dans chaque coin 
arrière de sa propriété, soit un 
potager carré et un en forme de 
quart de cercle. 


ET € 


gazon 


Pour délimiter ces espaces, il a acheté 18 m de bordure 
flexible, qu’il utilise à l’intérieur des limites de son ter- 
rain. Si la bordure de chaque section mesure au moins 
4 m, déterminer comment il peut diviser la bordure 
pour maximiser : 


a) l’aire totale des potagers P. et P,; 


b) l’aire de la partie gazonnée. 


Julie possède un terrain de 200 m sur 200 m le long 
d’une route. Elle veut délimiter, à l’aide d’une clôture, 
une parcelle de terrain rectangulaire de 800 m° pour 
faire un potager au bord de la route. 


Pour certaines raisons techniques, un entrepreneur 
estime que l'installation de la clôture le long de la route 
coûtera le même montant que l’installation des trois 
autres côtés. 


Déterminer les dimensions que cette parcelle doit 
avoir pour que son coût d'installation soit minimal. 


Les côtés congrus d’un triangle isocèle mesurent 5 cm 
de longueur. Déterminer la longueur du troisième côté 
pour que l’aire du triangle soit maximale. 


Une fenêtre a la forme d’un rec- 

tangle surmonté: 

a) d’un triangle équilatéral. Le 
périmètre du rectangle étant 
de 12 m, déterminer les di- 
mensions de la fenêtre d’aire 
maximale; 


Y 


D 


b) d’un demi-cercle. Le péri- 
mètre du rectangle étant de 
6 m, déterminer les dimen- 
sions de la fenêtre d’aire 
maximale ; 


? / 
dl 


cr ao ne En MO EENÉ 


c) d’un demi-cercle. Le péri- 
mètre du rectangle est de 
8 m. Si le verre utilisé dans 
la partie rectangulaire laisse 
passer deux fois plus de 
lumière que le verre utilisé 
dans la partie supérieure, déterminer les dimen- 
sions de la fenêtre permettant d'obtenir le plus de 
lumière possible. 


15. 


16. 


17. 


18. 


°) 2 


Soit l’ellipse dont l'équation est D <F _ =: 

a) Déterminer les points P; de l’ellipse le plus près du 
point A(1, O). 

b) Déterminer le point Q de l’ellipse le plus près du 
point B(O, 1). 

c) Déterminer les dimensions du triangle d’aire maxi- 
male inscrit à l’intérieur de l’ellipse dans le cas où 
la base du triangle est parallèle à l’un des axes 
(considérer les deux cas). Calculer l’aire maximale 
dans les deux cas. 


Les pages d’un livre de mathématique ont un péri- 
mètre de 100 cm. Chaque page comprend des marges 
de 4 cm dans le haut, de 3 cm dans le bas et de 2 cm 
de chaque côté. 


Sachant que l'impression est faite sur deux colonnes 
séparées par 1 cm, déterminer les dimensions de chaque 
page pour que la surface imprimée soit maximale. 


Soit la courbe d’équation y = 16 — (x — 4). Déterminer 
les dimensions du triangle rectangle d’aire maximale 
que l’on peut inscrire sous la courbe et au-dessus de 
l'axe des x. 


X 


Déterminer les dimensions du rectangle inscrit entre 
les courbes de f et de g pour que la somme des aires 
ombrées dans la représentation graphique suivante 
soit minimale. 


g@ = 


HEC 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


326 


La rigidité d’une poutre rectangulaire est égale au 
produit de sa largeur par le cube de sa hauteur. 


Pour obtenir une poutre de rigidité maximale, quelles 
doivent être ses dimensions si l’on utilise un tronc 
d’arbre de 15 cm de rayon pour la fabriquer ? 


Déterminer les dimensions et l’aire du rectangle d’aire 
maximale que l’on peut inscrire entre l’axe des x et la 


courbe définie par y=——. 
x +4 

Une piste de course entoure un terrain formé d’un rec- 
tangle et de deux demi-cercles situés aux extrémités. 


Si le périmètre intérieur de la piste de course mesure 
500 m, déterminer les dimensions du terrain rectan- 
gulaire d’aire maximale. 


Un triangle isocèle a: 


a) un périmètre de 30 cm. Déterminer la longueur 
des côtés de ce triangle si l’on veut en maximiser 
l’aire ; 

b) une aire de 30 cm°. Déterminer la longueur des 
côtés de ce triangle si l’on veut en minimiser le 
périmètre. 


On dispose de 1260 m de clôture pour entourer un ter- 
rain rectangulaire et le diviser en 12 lots rectangulaires 
de mêmes dimensions, au moyen de clôtures paral- 
lèles aux côtés du terrain. Déterminer les dimensions de 
chaque lot pour que l’aire totale soit maximale, si les 
terrains sont divisés de la façon suivante. 


EE HE 


Une tige métallique de 6 m de longueur est coupée en 
12 sections pour former les arêtes du parallélépipède 
droit suivant. 
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25. 


26. 


27. 


X 


Déterminer la longueur des arêtes du parallélépipède 
de manière que 


a) le volume du parallélépipède soit maximal ; 


b) l’aire totale des faces du parallélépipède soit 
maximale. 


Quelles sont les dimensions : 


a) du cylindre circulaire droit de volume maximal 
inscrit dans une sphère dont la longueur du rayon 
est égale à 6 cm? 


b) du cône circulaire droit de volume minimal cir- 
conscrit à un cylindre droit dont la longueur du 
rayon est égale à 6 cm et dont la hauteur est égale 
à 10 cm? 


On veut couper, s’il y a lieu, une corde de 400 cm de 
longueur en deux parties, pour former deux figures 
géométriques. 


a) Si la première figure est un cercle et la seconde est 
un carré, déterminer la longueur de chacune des 
parties pour que la somme des aires des figures 
obtenues soit minimale. 


b) Si la première figure est un cercle et la seconde est 
un triangle équilatéral, déterminer la longueur de 
chacune des parties pour que la somme des aires 
des figures obtenues soit maximale. 


Soit le cube suivant. 1m 


On veut relier par un fil les points 
R et P en passant par le point S 
situé sur le segment de droite AB. 
Déterminer la distance x entre S 
et À qui minimise la longueur 
du fil 


a) en utilisant le calcul différentiel ; 


b) sans utiliser le calcul différentiel. 


Problèmes de synthèse 


©) 


© 


(D) 


La coop d’un collège vend habituellement 100 chan- 
dails à 16$ l’unité. En se basant sur les commentaires 
des étudiants, elle suppose qu’elle vendra 10 chandails 
de plus à chaque réduction de prix de 0,50$. De plus, 
le coût de production en dollars de g chandails est 
donné par 


C(a) = -0,000 5q° + 7,6q + 210. 
a) Déterminer le revenu maximal en donnant le 
nombre de chandaïls vendus et le prix de chacun. 


b) Déterminer le maximum de la fonction revenu 
R(q), en donnant le nombre de chandails vendus et 
le prix de chacun, sachant que la coop ne vendra 
pas plus de 250 chandails. 


c) Sachant que les coûts fixes de fabrication sont de 
210$ et que les coûts variables par chandail sont de 
(7,6 — 0,000 5g)f, déterminer le profit P maximal. 


d) Représenter dans un même système d’axe les fonc- 
tions revenu, coûts et profits. 


Soit f(x) = - et g(x)= x”, oùxel-2,2]. 
X 


a) Déterminer le point de la courbe de ftel que la pente 
de la droite joignant ce point au point P(0, 1) soit 
minimale et représenter graphiquement f et la droite. 


b) Déterminer le point de la courbe de g tel que la pente 


de la droite joignant ce point au point P(3, 5) soit: 
1) minimale; ii) maximale. 


iii) Représenter graphiquement g et les deux droites. 


Soit f (x) = x* — 24x° + 40x, où x e ]-3,31. 


a) Déterminer le point sur la courbe de f où la pente 
de la tangente à la courbe est 


i) maximale (calculer cette pente) ; 
11) minimale (calculer cette pente). 


b) Représenter graphiquement la courbe de f et les 
deux tangentes. 


; : 8x 

a) Déterminer les points sur la courbe f(x) = ——, 
3x° +4 

où la pente de la tangente à la courbe est 

1) minimale (calculer cette pente); 

ii) maximale (calculer cette pente). 
b) Représenter dans un même système d’axes 

1) la courbe de f'et les tangentes; 


ii) la courbe de f et la courbe définissant la pente 
de la tangente. 


S: 


= ( 


ë 


Un pourvoyeur possède 30 chalets qu’il a l'intention 
de louer 600$ par semaine. Il se pose les questions 
suivantes. 


a) Si chaque fois que j’augmente le loyer de 25$, je 
perds un ou une locataire et que le chalet reste inha- 
bité, quel doit être le prix du loyer pour que mon 
revenu soit maximal ? 


b) Si j'évalue les dépenses (entretien, impôt foncier, 
chauffage, etc.) à 20$ par semaine pour un chalet 
inhabité et à 50$ par semaine pour un chalet habité, 
en supposant toujours qu’une augmentation du loyer 
de 25$ par semaine cause le départ d’un ou d’une 
locataire, quel doit être le prix du loyer pour que mon 
profit soit maximal ? 


La somme de 3 nombres est 10 et leur produit est 500. 

Déterminer ces 3 nombres si: 

a) le quotient de la somme des 2 premiers par le carré 
du troisième est minimal ; 

b) le quotient du carré de la somme des 2 premiers par 


le troisième est maximal et si le dénominateur est 
négatif. 


Soit une capsule formée d’un cylindre droit de hau- 
teur h, où À > 0, et dont les deux extrémités sont des 
demi-sphères de même rayon que le cylindre. 


Déterminer les dimensions du cylindre et des demi- 
sphères de sorte que la quantité de matériau nécessaire 
à la fabrication de la capsule soit minimale si l’on veut 


ea T 3 Lee 
insérer mi cm de substance médicamenteuse : 


a) en remplissant le cylindre et une seule demi-sphère ; 


b) en remplissant complètement cette capsule. 


Un pomiculteur doit engager des cueilleurs pour récol- 
ter les pommes de ses 500 pommiers qui produisent en 
moyenne 250 pommes chacun. 


Il estime que chaque travailleur cueille en moyenne 
625 pommes par heure. Le pomiculteur verse à 
chaque cueilleur un salaire de 9,50$ l’heure et il doit 
aussi débourser une somme de 4$ par cueilleur pour 
les assurances et les taxes. En outre, il doit engager 
un superviseur à un taux horaire de 20$. Déterminer 
le nombre de cueilleurs qui minimise le coût de la 
cueillette et calculer ce coût. 
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9. 
() 


11. 


12. 
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La partie inférieure droite d’une feuille de papier de 
8,5 unités sur 11 unités est pliée, telle qu’on l’a illus- 
trée sur le schéma suivant, de façon que le point A 
rejoigne le côté gauche de la feuille en B. 


Q 


Déterminer la longueur minimale du segment de 
droite PQ. 


L’intensité d’une source lumineuse en un point quel- 
conque est proportionnelle au produit de la puissance 
de la source par l’inverse du carré de la distance. 


Soit un point P situé entre 2 sources lumineuses $, 
etS,, d'intensité lumineuse respective de a candelas et 
de b candelas, distantes de c mètres. 


Déterminer à quelle distance de S, se situe le point P 
où l'intensité lumineuse est minimale. 


a) Quelle doit être la relation entre la hauteur et le 
rayon d’un cylindre circulaire droit, fermé aux 
extrémités et de volume V pour que sa fabrication 
nécessite le moins de matériau 
possible ? 


b) Déterminer si les dimensions d’une 
cannette de boisson gazeuse de 
355 ml vérifient la relation établie 
en a). Sinon, quelles devraient être 
les dimensions de la cannette ? 


Une cycliste C, située à une distance 

de 300 m de l'intersection I de deux C I 
routes perpendiculaires, roule vers 

l’est à la vitesse de 20 km/h. Au même 

moment, une automobile À se trouve À 
sur l’autre route à 400 m de l’intersec- 

tion, et roule vers le nord à une vitesse 

de 40 km/h. 


Si les déplacements précédents durent pendant 
2 minutes, déterminer à quel moment la distance sépa- 
rant la cycliste et l’automobile sera la plus courte et 
quelle sera cette distance. 
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13. 


15. 


Déterminer le point P tel que la somme des aires À, et 
A, soit maximale sur chacune des figures suivantes. 


Un morceau de carton rectangulaire de 50 cm sur 
36 cm doit servir à fabriquer une boîte rectangulaire 
en le découpant et en le pliant. 


Déterminer les dimensions de la boîte offrant le plus 
grand volume dans les deux cas suivants. Calculer ce 
volume. 


Un scout, qui se trouve au point À, veut rejoindre 
son campement situé au point B, de l’autre côté d’une 
rivière de 80 m de largeur. 


Si P est le point que le scout doit atteindre pour mini- 
miser la durée de son trajet et que son déplacement 
s'effectue à une vitesse de 2 m/s sur l’eau et de 3 m/s 
sur la rive, 

€ P B 


déterminer la distance entre P et C si: 
a) B est à 200 m de C; 

b) B est à 800 m de C; 

c) B est à 50 m de C. 


16. 


17. 


18. 


20. 


Soit la courbe C; définie par x? + y? = 169 et la courbe 
C, définie par (x — 1)?+(y—2)=4. 
a) Utiliser le calcul différentiel pour déterminer 
le point de la courbe C, 
1) le plus près du point A(10, 24); 
1) le plus loin du point A(10, 24). 
b) Déterminer, sans utiliser le calcul différentiel, le 
point de la courbe C, 


1) le plus près du point B(-3; 1,2); 
11) le plus loin du point B(-3; 1,2). 
c) Déterminer le point de la courbe C, 
1) le plus près du point D(2, 3); 
1) le plus loin du point D(2, 3). 
Déterminer deux entiers positifs de manière que leur 


produit soit 24 999 099 et que leur différence positive 
soit la plus petite possible. 


Un fermier dispose de 200 m de clôture pour délimi- 
ter un pré le long d’une route où se trouve déjà une 
clôture. 


A l’aide des figures suivantes, déterminer les valeurs 
de x et de y de façon à maximiser l’aire du pré. 


b) 


90° < 6 <180° 


. La distance initiale entre deux cyclistes A et B, où A est 


au sud de B, est de 100 m. Le cycliste A se dirige vers 
l'est à une vitesse de 5 m/s et le cycliste B se dirige 
vers le sud à une vitesse de 10 m/s. Déterminer à quel 
temps la distance séparant A et B sera minimale, et 
évaluer cette distance minimale. 


On déplace une tige métallique droite en la faisant 
glisser sur le plancher d’un corridor qui tourne à angle 
droit et dont la largeur passe de 2 m à 3 m. 


j. 


21 


22. 


23: 


24. 


25. 


Déterminer la longueur maximale de la tige que l’on 
peut déplacer. 


Déterminer l’aire maximale du trapèze suivant. 


Soit f(x) = (x — 3)°, où x e [0,3]. 


Déterminer le point P de la courbe de ftel que le triangle 
rectangle délimité par les axes et la tangente à la courbe 
de f au point P soit un triangle rectangle d’aire maxi- 
male, et calculer l’aire de ce triangle. 


Quelle doit être la longueur de la base d’un trapèze 
dont les trois autres côtés mesurent respectivement 
a mètres si l’on veut que l’aire de ce trapèze soit 
maximale ? 


Déterminer les dimensions du rectangle d’aire maxi- 
male inscrit à l’intérieur : 

a) d’un cercle de rayon r; 

b) d’un demi-cercle de rayon r; 

c) d’un triangle rectangle de base b et de hauteur }; 
ÿ 


= 1. 


d) de l'ellipse définie par — + = 
7 


Soit le schéma suivant. 


ÿ 


Q(0, 4) 


P(4,0) x 


Déterminer la valeur de z, où z € [0, 4], telle que la 
somme des aires ombrées soit minimale. 
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27. 


28. 


29. 
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On veut construire une route reliant les villes A et B, 
où la ville A est plus près de la rivière que la ville B. 


À € Le 


Sachant que le coût de construction par kilomètre 
entre AP et RB est le même, déterminer, dans les 
cas suivants, la position du point P, par rapport à H, 
pour que la longueur du trajet APRB soit minimale et 
déterminer la longueur de ce trajet. 


Lb=ire2esec, 


b) Dans le cas général. 


a) Dans le cas où a 


Soit le parallélépipède droit suivant. 


On veut relier par un fil les points R et P en se dépla- 
çant sur les faces du parallélépipède. Déterminer la 
longueur minimale du fil 


a) en utilisant le calcul différentiel ; 


b) sans utiliser le calcul différentiel. 


Déterminer, sans utiliser le calcul différentiel, les 
dimensions du triangle d’aire maximale inscrit dans 
un cercle de rayon r. Expliquer la réponse obtenue. 


2 2) 2 


a) Soit f(x) = — 2) = = et AG)=—. 


15 k 

1) Déterminer les points P, de la courbe de f les 
plus près de R(0, 5). 

ii) Déterminer le point Q de la courbe de g le plus 
près de R(O, 5). 

li) Déterminer la valeur minimale de k telle que 
le point de la courbe de h le plus près du point 
R(O, 5) soit le point O(0, 0). 

2 


b) Soit H(x) == et S(0, b). 
(4) 


Déterminer, selon les valeurs de a et de b, le point T 
de la courbe de AH le plus près du point S(O, b). 


CHAPITRE 7 Problèmes d'optimisation 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Ds: 


On veut appuyer une échelle contre le mur d’une mai- 
son entourée d’une clôture de 2 m de hauteur placée à 
1 m de la maison. Sachant que la hauteur de la maison 
est de 14 m et que le pied de l’échelle ne peut être à plus 
de 3 m de la maison, déterminer la longueur L de la 
plus courte échelle utilisable dans les deux cas suivants. 


En considérant les graphiques ci-dessous, déterminer L 
en fonction de x et calculer la longueur minimale de L. 


a) b) 
j, JE 
6 
—————à <—+ <—> 
x 1m 1m 


Déterminer les dimensions du cône circulaire droit de 
volume maximal inscrit dans une sphère de rayon r et 
calculer ce volume. 


Le périmètre d’un secteur de cercle est P. Déterminer 
le rayon et l’angle, en radians, du secteur d’aire 
maximale. 


On veut couper en deux parties, s’il y a lieu, une corde 
de L centimètres de longueur. La première partie 
servira à former un carré et la seconde, un triangle 
équilatéral. Déterminer la longueur des côtés du carré 
et du triangle de façon que la somme des aires des 
figures obtenues soit 
a) minimale; b) maximale. 
Déterminer la valeur de x qui minimise d, + d,, où 
d, est la distance entre les points A(0, a) et P(x, 0) et 
d, est la distance entre les points P(x, 0) et B(, b), si 
O<a<betc>0. 


Soit la droite D définie par Ax + By + C=0. 


Démontrer que la distance d minimale entre un point 
P(x;, »,) et la droite D est donnée par: 


_… JAxo + Br + CT 


VA? +B 


P(Xxy Yo) 
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e présent chapitre est consacré à l'étude de la dérivée des fonc- 
tions exponentielles et logarithmiques. 

De plus, l'élève pourra analyser certaines fonctions contenant des 

fonctions exponentielles et logarithmiques, et résoudre des problèmes 

d'optimisation et de taux liés. 


En particulier, l'élève pourra résoudre le problème suivant. 


Des anticoagulants sont utilisés pour dissoudre des caillots san- 
guins. Des essais faits avec un nouveau médicament ont permis 
de déterminer que sa concentration dans le sang, donnée en milli- 
grammes par millilitre de sang, en fonction du temps f, en heures, 
est définie par une des fonctions suivantes : 


ADN Dre 


O()= , où O(,)=0 


si le médicament est administré par voie orale et 

10 =46e6%*-0,1,oùre [0, r,] telle que Z(,) = 0, si le 
médicament est administré par voie intraveineuse. 

a) Déterminer #, et f.. 

b) Déterminer si la fonction O(Ô est continue sur [0, f.]. 

c) Sile médicament est administré par voie orale, déterminer le 


temps nécessaire pour qu'il atteigne sa concentration maxi- 
male. Déterminer cette concentration. 


d) Représenter graphiquement les deux courbes dans un même 
système d’axes. 

Déterminer le premier temps où les concentrations sont iden- 
tiques et calculer cette concentration. 

e) Selon que le médicament est administré par voie orale ou par 
voie intraveineuse, calculer le taux de variation de la concentra- 
tion par rapport au temps au bout: 

1) de 1,5 heure; ii) de 4 heures. 


(Voir le problème de synthèse n° 11, page 361) 


HISTORIQUE 


La fonction logarithmique 


ous, qui avons des calculatrices et des ordinateurs, 

ne nous rendons pas compte de la somme de 

travail demandée autrefois par de longs calculs. 
Avant l'invention de machines mécaniques à calculer, il 
fallait mettre à l’œuvre de véritables équipes de calcula- 
teurs. Jusqu’à la Renaissance, les astronomes étaient les 
principaux utilisateurs de telles équipes. La multiplication 
et la division étaient les bêtes noires de ces calculateurs, car 
le nombre d’étapes à effectuer augmentait de façon pour 
ainsi dire exponentielle en fonction du nombre de chiffres 
dans les nombres à multiplier et à diviser. Dans ce contexte, 
réussir à remplacer les multiplications ou les divisions par 
des additions ou des soustractions procurait une énorme 
économie de temps... et permettait de diminuer le nombre 
d’erreurs de calcul. 


La machine à calculer de Blaise Pascal 


C’est dans cet esprit, que Nicolas Chuquet (1445-1500) 
puis Michel Stifel (1487-1567) remarquent, en examinant la 
table des puissances successives de deux, qu’au produit de 
deux puissances de deux, correspond l'addition des expo- 
sants. Par ce biais, une multiplication est remplacée par 
une addition. Mais, pratiquement, cela ne donne pas grand- 
chose, puisqu'on est alors restreint aux produits des puis- 
sances entières de deux. En 1614, l'Écossais John Napier 
(1550-1617) publie, après 20 ans d’efforts, une table de sinus 
qui contient une colonne supplémentaire associant un nombre 
à chaque sinus, nombre qui permet justement de calculer des 
rapports de sinus en les ramenant à des différences. Napier 
appelle ce nombre «logarithme». Pour la première fois, une 
méthode précise permet de transformer le calcul d’une divi- 
sion quelconque en un calcul d’une soustraction. 


La table des logarithmes de Napier, et surtout celles de plu- 
sieurs autres mathématiciens et astronomes du xvIr° siècle, 
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réduisit ainsi grandement la lourdeur des calculs. Pierre- 
Simon de Laplace (1749-1827), l’un des grands théoriciens 
de l’astronomie, affirma même, de façon imagée, que 
l'invention des logarithmes avait doublé de fait la vie des 
astronomes. 


Il est à noter que la table de Napier popularisa une autre 
innovation importante, la fraction décimale et l’utilisation 
d’un symbole spécifique pour séparer la partie entière de 
la partie fractionnaire. Plusieurs mathématiciens et ingé- 
nieurs avaient auparavant promu sans grand succès l’usage 
de ces nombres. Toutefois, les tables de logarithmes de 
Napier et de ses successeurs étant écrites avec des nombres 
décimaux et les logarithmes marquant eux-mêmes un grand 
progrès dans les techniques de calcul, les astronomes, puis 
les calculateurs, adoptèrent à partir de ce moment les nom- 
bres décimaux. 


Il faudra attendre 1742, plus d’un siècle après Napier, pour 
que les logarithmes soient présentés comme nous le faisons 
aujourd’hui, c’est-à-dire en tant que réciproque de l’expo- 
nentiation à une base donnée. Pour en arriver là, il fallait 
d’abord que la notation exponentielle avec des exposants 
fractionnels et irrationnels prenne un sens. 


Les logarithmes prennent naissance dans le giron des 
fonctions trigonométriques. Ils s’en détachent par la suite, 
mais pas pour longtemps. Au xvin° siècle, Leonhard 
Euler (1707-1783) connaît bien une propriété fondamen- 
tale de la fonction exponentielle, soit que si y = e“*, alors 
la dérivée première de cette fonction est a fois cette fonc- 
tion, c’est-à-dire = ay. Il sait de plus que la fonction 
sinus satisfait à une propriété un peu similaire, à savoir que 
ne 


dx? 
satisfaisant à certaines propriétés différentielles plus com- 


plexes (ce que nous appelons aujourd’hui une équation 
différentielle), il est amené à établir en 1739 une relation 
remarquable qui associe l’exponentielle et les fonctions 
trigonométriques : 


-y. En cherchant à déterminer toutes les fonctions 


ei = cos (x) + i sin (X), 


où i est VER e, la constante d’Euler, et x, un nombre réel. 
Grâce à cette formule, V-I et, plus généralement, les 
nombres complexes prennent rapidement une importance 
nouvelle en mathématiques. 


Exercices préliminaires 


1. Soit f(x) = x" et g(x) = 4". Évaluer: ue log, 
a) f(0) et g(0) b) f(D et g(1) log, 
c) f() et g(2) d) f() et g(5) ONCE ME 
e) f(-D et g(-1) f) f(-5) et g(-5) h) hM=ce 
il -1 1 1 i) en= 
o #(5}ete() h) F(5Jeta(;) 
j e*ha = 
2. Soit a e IR‘ et b e IR*. Compléter les expressions k) emma = 
suivantes. 
1) Ine'= 
é) Ge — 
b) = 5.  Représenter dans un même système d’axes les courbes 
a des fonctions suivantes en indiquant le domaine et l’image 
©) GŸ Eee de ces fonctions. 
d) (aby = LY 
a) fo0=2ete00=[ +) 

à (9 -— 

b bAD=etet EC) = Inx 
f) a — 

Eu 6. Soit la fonction y = f(x). 
Soie Compléter la définition suivante. 
RS f'@= lim 


3. Déterminer la valeur de x dans les égalités suivantes. 
7. Compléter la définition suivante. 


6* 
à) F6=S b) —=6" d 
6’ Si y = fu) et u = g(X), alors _- = 
x x 
o BY=8" d (À) =  . 
7 8. Compléter les égalités. 
à) GYesr ft) = Si u = f(x) et v = g(x), alors 
1 F 
2) 960 > 3 DE DU) b) (2) — 
Re 7 v 
Î) —==— j) 10 “Si : 
2 2 9. Compléter les énoncés suivants. 
Pres ee x( 2-52 — 
26 DNS EN a) Silim f(x)=-c, alors la droite d’équation 
m) AGE) = 16 n) ei Se x4a 


est une asymptote 


4. Compléter les expressions suivantes, où a e IR‘ et az 1. b) Si lim f(x)= b, alors la droite d’équation 


est une asymptote 
a) log, MN) = 


10. Compléter les énoncés suivants. 
D Halle 
ü a) Sif'@ > 0 sur Ja, b[, alors f est 
c) log, M) = b) Sif”( < 0 sur Ja, bI, alors f est 
d) log, 1= c) Sif(c) = 0 et f(x) passe du + au — lorsque x passe 


de c7 à c*, alors (c, f (c)) est 


CSC d) Sif/(o = 0 et f’{c) > 0, alors (c, f (@)) est 
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8.1 Dérivée de fonctions exponentielles 


et logarithmiques 


Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions exponentielles de la forme a/ et de la 
forme e/® et de fonctions logarithmiques de la forme In f(x) et de la forme log, f(. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


(er _ ex) 


+ de démontrer la règle de dérivation pour la fonction a’; , 
- ; (ay = a'® Ina f(x) 


*_ de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme a/”; 


+ de donner la définition du nombre e; (In f(x) = '@) 

° de démontrer la règle de dérivation pour la fonction e'; { G 

+ _de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme e/®; (log, f(x)) = a 
x)Ina 


+ de démontrer la règle de dérivation pour la fonction In x; 

* de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme In f(x) ; 

* de démontrer la règle de dérivation pour la fonction log, x; 

* de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme log, f(x); 
*_de calculer la dérivée de fonctions de la forme f(9“°”, où f(x > 0; 


° d'utiliser certaines propriétés des logarithmes pour faciliter le calcul de la dérivée de certaines expressions 
algébriques. 


Graphiques de fonctions exponentielles 


De façon générale, la représentation graphique d’une fonction exponentielle définie 
par y = a dépend de la valeur de la base a, selon que 0 <a<louquea> 1. 


Cas où a>l1 
y 


Casoù0<a<Il 
y 


fa= ax)=c 


dom f = IR 
ima f = ]0, +ce[ 


dom g = IR 


(0, 1) ima g = ]0, +co 


fest décroissante sur IR. g est croissante sur IR. 


fest concave vers le haut sur IR. g est concave vers le haut sur IR. 


lim a =0et lim a° = +c 


X — -c X — +00 


lim a =+et lim a =0 

X — -00 X — +00 

Donc, la droite d’équation y = 0 est une 
asymptote horizontale lorsque x — +ce, 


Donc, la droite d’équation y = 0 est une 
asymptote horizontale lorsque x — -ce. 
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Dérivée de a* 
Avant de déterminer de façon générale la dérivée des fonctions de la forme f(x = a, 
calculons la dérivée des fonctions f(x) = 3* et g(x) = 5” dans l’exemple suivant. 


HOUR Soit f(x = 3" et g(x) = 5". Évaluons f'@) et gx) en utilisant la définition 3.9. 


F'G9 = lim 


f@+h)— fQ) 
h 


323 
= lim 
h=0 h 
430. 
= lim 
h=0 h 
x/ah 
= lim SAS), 
h=0 h 


he 
=3"[ S jou 
h=0 À 


h 
est une indétermination de la forme " 


lim 
ESC | 


Cette limite dépend de 3. 


h 


Estimons lim en donnant à A des valeurs de 
h=0 h 


plus en plus près de zéro. 


h tend vers 0 
par la droite 


h tend vers 0 
par la gauche 


: h=0 


: Estimons lim 


Fo cn 


Si 5* 
= Jim 
h—0 h 
ss 
= Jim 
h—0 h 
. 55 -D 
= Jim 
h=0 h 


lim est une indétermination de la forme S- 


! Cette limite dépend de 5. 


h 


en donnant à À des valeurs de 


h—0 


plus en plus près de zéro 


h tend vers 0 
par la droite 


h tend vers 0 
par la gauche 


h h h h 
h 3° —1 : ae h 5-1 h 31 
h h h h 
-0,1 1,040... 0,1 1,161... -0,1 1,486 0,1 1,746 
-0,001 1,098 00... 0,001 1,099 21... -0,001 1,608 14 0,001 1,610 73 
-0,000 01 1,098 60... 0,000 O1 1,098 61... -0,000 01 1,609 42 0,000 01 1,609 45 
Î Î L L L | Î | 
0 1.098 6... 0* 1.098 6... 0- 1,609 4... 0* 1,609 4... 
h 1 : ne 
Il semble donc que lim = 1,098 6... Il semble donc que lim = 1,609 4... 
h=0 1 : h — 
En utilisant une calculatrice, nous constatons que 
In 3= 1,098 6... In 5 = 1,609 4... 
Nous acceptons donc sans démonstration que 
3h | : ; = 
lim - = In3 === hs 
h=0 h h—0 h 


D'oursyoesr alors to "In. 


D'ouste@=Sralors (0 = Sins: 
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Théorème 8.1 


3 (a*) = a” Ina 


dx 


De façon générale, nous acceptons sans démonstration que: 


: il 
sia > Oet a Z 1, alors lim ——— = In a. 
h—0 
Sif@ = a", où a € ]0, + et a 1, alors f (x) = a In a. 
Preuve 


f/G) = lim ee (définition 3.9) 
h—0 


h—0 h 


a (a"—1) 


(car f(x) = a°) 


= Jim 
h—0 


DOuAUEBPA Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si) 7 alors (= m7 
b) Si y= Ë , alors 2 Ë if?) 
4 du 4 4 


o Si g()= alors g'(x) = (4) x ue ÿ 
X (0) 


(4* In 4)x*—4"4x° PR 
= : (théorème 8.1) 
x 


_x'4*(xin 4-4) 
or 
_ 4'(xin 4-4) 


x° 


d) Sif @ = G°+x}, alors f'Q = 3G" +: +2) 
= 3(3° + x°)(3* In 3 + 3x°) 


(théorème 8.1) 


(théorème 8.1) 
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Calculons maintenant la dérivée de fonctions composées de la forme H(» = a/°. 


Théorème 8.2 Si Ho) = a/, où a € ]0, + et a Z 1, où f est une fonction dérivable, alors 
H'@=a® In af. 


Preuve 


Soit H(x) = y = a", où u = f (x). 
dy _ dy du 


Alors, = (notation de Leibniz) 
dx du dx 
d d d 
nie; EPA 
ra (H(x)) F7 (a") Fa (f(x) 
H'(x) = a“ Ina f”(x) 
dou fa = 4% in ce it) (car u = f(x)) 


Exemple 3 Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Siy=3"*% alors . = 367439 In 3 (x? + 3x) fear Le) = 3)n3 ra) 
X X 


= 36459 1n 3 (2x + 3) 
Cr one 


1 (5*—x°) Ê 
b) Siy=|7 +() , alors 
; 5 F 
(5*-x5) (5*-x$) 
co = L + À | L + ô | (théorème 8.2) 
dx D 2 
1-5 de 
= 6 7+ | of) In! =|G 2) 
2 2 2 
1 (5*-x°) 5 1 (5*-x5) I 
= 6| 7 + | f) nf) (5’ In 5—-5x*) 
2 2 2 


Dérivée de e* 
Nous allons maintenant étudier une fonction exponentielle avec une base particulière 


appelée «e». Nous avons vu précédemment que pour la fonction d’équation f (x) = a”, 
oùae [0,+[etazl, 


h_7 
= [in = p jme 
h—0 


8.1 Dérivée de fonctions exponentielles et logarithmiques 337 


h 


DES .. 4 
Il serait intéressant d’avoir un nombre a tel que lim = 1: 
h—0 
h 
; . nn de 
Leonhard Euler Or, un tel nombre existe et il se note e. Ce nombre e est tel que lim = 1. 

(1707-1783) h=0 À 
introduit la  Déterminons approximativement la valeur de e d’après l'égalité précédente. 


notation e. — _ h 
Cela signifie que pour h voisin de O, 


est aussi près que nous le voulons de 1, 


c'est-à-dire que pour À = 0, 


e" —1 
nous avons = ] 
e—1=h 
e"=1+h 
e=(i+h)"" 


D'où nous pouvons conclure que: e= lim(1+h)”” 
h—0 


@)  Estimons la valeur de e en donnant à h des valeurs de plus en plus près de zéro. 


h tend vers 0 par la gauche > < h tend vers 0 par la droite 
; 1 [ou | + nn DNNEUINS 
10 1000 10 Eu RÉ 10° 1000 10 
a+) | 28679. | 27196... | 2,718 28... |. s+271828.. | À [271828 ..| 2371828... | 297169... | 2,5937.. 
Il semble donc que lim(1+ A)" = 2,718 28... ; ainsi, e = 2,718 28... 
h—=0 
Nous nous en tiendrons à ce calcul informel, car une démonstration formelle du résul- 
tat obtenu dépasserait le cadre du cours. 
Théorème 8.3 Sie. alors ta). 


LE + D = F9) 


En Ni (définition 3.9) 
h—0 h 
RES È _ e* 
= Him —— (car f(x) = e*) 
h—0 h 
.… e*e" —e* 
= Jim 
h=0 h 
: e*(e" — 1) 
= Jim 
h=0 h 
| ; F1 —_ I | 
= e*| lim 
h=—>:0 h 
h En 1 
= €” au lim I 
h=0 h 
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DS OUUEME Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 
(uv) = u'v+uv SC 1e alu A) oer de) 


= 2xe* + x°e* = xe*(2+ x) 


8 
b) Siy= (2) ; alors 
e 
7) ‘à 
de s! “ | É | far Ga sur 0) 
dx e* e* dx 


= [ X j[e= = se) ne ô _ uv . uv’ 
e* (e*) v v° 


: 8x’ É =) 8x'e*(1— x) .: 8x/(1— x) 


e?* ex e°* 


ET Déterminons l'équation de la tangente à la courbe de f(x) = e* 
au point P(O, 1). 


Calculons premièrement la pente de la tangente, au point donné. 
Puisque fo = (eY = e’, ainsi m0 » = (0) = e°= 1. 
Soit y = ax + b, l'équation de la droite cherchée. 


Ainsiy=x+l (Cana 0)= let) 


Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H(x = e/”. 
Théorème 8.4 Si H() = e/", où f est une fonction dérivable, alors H'() = e/® f'(x). RES 


La preuve est laissée à l'élève. 


Exemple 3 Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si g(x) = e°+e*, alors : b) Si A(x) = e5*—"*9 alors 
g (x) = (y +(e*) : ho) = er 0 (5xe 6% + 6) 
(efy = ef) Pres) = e° (x) +e "(x = ete) (Sexe! 6% (5x) + 0) 
=e"(5xt)+e"(1) = (Sex 71 565 )e6 "+0 
= 5xte” — 6 
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OUUEES Déterminons les points de la courbe f (x) = x°e 7" où la tangente est 


horizontale. 


En posant m,, (4, = 0, nous obtenons 


1 G) =0 (car Mian(x,f(x)) — MC) 


brel = 0 


(x? Ye +x/(e *) =0 (car (uv) = u’v + uv’) 


Die ren =0 arte )—=./0/100) 


2xe *(1— x) = 0 


Ainsix=0oux=l. 


1 
D'où les points O(0, 0) et Pi à) 
e 


fo =xe7 


ET — EC à) 
e 


Graphiques de fonctions logarithmiques 


De façon générale, la représentation graphique d’une fonction logarithmique définie 
par y = log, x dépend de la valeur de la base a, selon que 0 <a < l'ouquea> I. 


Casoù0<a<l 
y 


Casoù a>1 
dom f=]0,+œ[  ! y 
ima f= IR ' 


F@) = log,x (1,0) 


gx) = log,x (1, 0) x 


dom g = ]0, +c[ 
ima g = IR 


est décroissante sur ]0, +cel. g est croissante sur ]0, +cel. 


f est concave vers le haut sur ]0, +cel. g est concave vers le bas sur ]0, +cel. 


lim log, x = + et lim log, x = - lim log, x =- et lim log, x = +c 
0 


x— x — + ï x 0 X > + 


Donc, la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale dans les deux cas. 


Dérivée de In x 
Nous avons déjà vu au chapitre 1 que 


y = In x, si et seulement si x = e”, où dom (In) = ]0, +cel et ima (In) = IR. 
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IL Y A ENVIRON 100 ANS... 


Dans le symbole In, inventé en 1893 par Irving Stringham (1847-1909), les lettres / et n corres- 
pondent aux premières lettres de logarithme naturel. Cependant, plusieurs auteurs parlent aussi 
de logarithme népérien en l'honneur de John Napier, l'inventeur des logarithmes. Napier, grand 
propriétaire terrien, appliquait son esprit profondément pratique aussi bien au développement de 
la culture sur ses terres qu’à sa passion, le calcul. Non seulement inventa-t-il les logarithmes, mais 
il inventa aussi un outil de calcul, les bâtons de Napier, qui facilitaient grandement le calcul d’une 
multiplication. Son tempérament bouillant et ses capacités d’inventeur amenèrent même certains 


John Napier de ses contemporains à lui attribuer des pouvoirs de sorcier. 
(1550-1617) 
1e , L 
Théorème 8.5 Si. f (x) = In x, alors f(x) = —. 
x 
Preuve 


En posant y = In x, nous avons e” = x 


CH (car y = In x) 


(ES 0. # (x) 


ei — 1 (apte) 207) 


(In x) = 


In x 


1 
D'où (In x) = — (car e"* = x) 
; 


Exemple 1| Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Sif @) = x“ In x, alors 
f'@) =) Inx+x* (In x) (car (uv) = u’v+uv') 


= 4x*Inx+x* ) (eu (NO | 
x x 


= 4x Inx+x 


= x*(4Inx+1) 


b) Si g(x) = In° x, alors 
Sin x 


nx= {ini 6) =((nx)) =5{nx); (nr) — 
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Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H(x) = In f (x). 


Théorème 8.6 Si H(x) = In f (»), où f est une fonction dérivable, alors 
: In FO 
H'(x)=| — = : 
ie Eh TT 


La preuve est laissée à l’élève. 


Exemple 2| Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


(in fGY = jrs a) Si g(Ô = In (2 — 5, alors :b) Si y = In (In (x), alors 
1 1 
(= eo S = (nr) 
g() (=) ) 2m 
_ 5 
1 —5t | xinx 
c) Siy=In° (e'+ In x), alors 
d 4 # ? 
= = 6[in (e* + In x) [ln (e* + In x)] (car (FG)°Y = 6) f(x) 
= 6[In (e* +In x)F (e‘+Inx) (théorème 8.6) 
e*+Inx 
PR 
e+— 
= 6[in (e* +In x)} ——X 
e* + In x 
Ph eue ue, 
x(e* + In x) + “ 
= _6Ge +1) 1n° (e* + In x) 
x(e” + In x) 


DOUUERXS Soit f(x) = In x. Déterminons l'équation de la tangente et de la 
droite normale à la courbe de f au point où la courbe de f coupe l’axe 
des x. 


En posant In x = 0, nous trouvons x = 1, donc P(1, 0) est le point où la courbe de f 
coupe l’axe des x. 


Calculons la pente de la tangente au point trouvé. 
(RER 
Puisque f’(x) = (Inx) = —, ainsi ma» = f'()=1. 
F 


Soit y, = ax + b, l'équation de la tangente cherchée. 
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Aünsi y, =1x+b 
0=1(1)+b 
donc b=-1, d'où y, =x-—1. 


fb=mx 


n=x-l 


0=-1() +b 
donc b= 1, d’où y, =-x+ 1. 


Dérivée de log, x 


Théorème 8.7 


Preuve 
| 
Puisque log, x = ns 
Ina ’ 
l 
(log, x) = (ex) 
na 
1 
= —(Inx) 
In 
nr 
na x 
Toul 
xina 


(en remplaçant x par 1 et y par 0) 


Soit y=-1x+ pb, l'équation de la droite normale, 
(en remplaçant x par 1 et y par O) 


Sin) lo x 'ob4Ee 10 lhetaz alors ex) ne 


xlna 


(changement de base) 


(car [k fQN = k f(x) 


Ex) 
car (nx).=— 
u 


Exemple 1 Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Sif( = log, x, alors f’(x) = 


b) Si AG) = ( + 1) log 5, alors 


h'(0) = ( +1) logr + (f° + 1) (logr) 


(+1) 
tIn10 


log {= log, =. log f + 


c) Si y = log“ x, alors 


d 
log* x = [log x]* ne = Aflog x (log x) 
dx 
= A[logxf 
Cor 
_ 4log” x 
” xinl0 


Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme A(x) = log, f (x). 
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xin2 


(car (log) = 


(car (log x) = 


(car (log, x) = 


xlina 


(car (uv) = u’v + uv’) 


ni) 
tIn10 


xin10 


Théorème 8.8 


log f (x) = log, f (x) 


Si H() = log, f (x), où a € ]0, +cl et a Z 1, où f est une fonction dérivable, alors 


KO) 


f(x)In a° 


Fin À De 


H'(x) = | 


La preuve est laissée à l'élève. 


Exemple 2 Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si H(x) = log, (x° — 10%), alors 


, CE 1102) 
H = il = 
Œ (x° — 10x)In 8 ar ce f(x) D 
3x° —10 


(x? — 10x) In 8 
b) Si g(x) = log (In x), alors 


(nr) Hu 
CE (In x) (In 10) feu de Le) 
1 


(théorème 8.5) 


” x(nx) (in 10) 


Dérivation logarithmique 


Cette méthode est principalement utilisée pour calculer la dérivée de fonctions de la 
forme y = f(x)", où f(x) > 0, par exemple y = x", y = (x° + 4x)", etc. 


Cette méthode est une application de la dérivation implicite. 


La dérivation logarithmique est une méthode qui consiste: 
1) à prendre le logarithme naturel de chaque membre de l’équation ; 


2) à appliquer certaines propriétés des logarithmes pour obtenir des expres- 
sions possibles à dériver ; 


3) à calculer la dérivée des deux membres de l’équation par rapport à la 
variable x; 


4) à isoler y’. 


D'OUUENE Calculons y’, si y = x", où x > 0. 


Puisque ta 
In y= In x (car si À > 0, B > 0 et À = B, alors In À = In B) 
Iny=xInx (propriété des logarithmes : In M'= k In M) 


344 CHAPITRE 8 Fonctions exponentielles et logarithmiques 


(w 


(in y) = (xin x) (en calculant la dérivée des deux membres de l’équation) 


= (x) Inx+x(nx) (uv) = w/v+ uv’) 


y 
1 
= 1Inx+x— 
y x 
y = y[1+1nx| (en isolant y’) 
d’où y’ = x"(1 + In x) (car y =x") 


ESA Calculons y’ si y = (x° + 4x), où (+ 4x) > 0. 


Puisque y= (x° + 4x)" 
In y= In (x° + 4x)” 
Iny=e"*In(x+4x)  (carinM'=kinM) 
(ny) =(e*In(x*+4x)) (en calculant la dérivée des deux membres de l’équation) 


22e) In (x? + 4x) + "(In (x + 4x)) 


. *(3x° +4 
De Che) 
y (x° + 4x) 
—x 3 P} + 4 
= | In (x° + 4x)+ certe) (en isolant y') 


_ (3x? + 4 > 
d’où y’ = (x? + 4x)° Le In (x + 4x)+ cèe (Cary=Gx+47) 


(x° + 4x) 


Lorsque nous avons à calculer la dérivée d’une fonction constituée de nombreux pro- 
duits, quotients ou exposants, 1l est possible de calculer plus facilement la dérivée de 
cette fonction en utilisant la dérivation logarithmique et les propriétés logarithmiques. 


HOUUEKS Calculons y’, si y = AH, 
Inx Ÿx° +7 
Inx Vx*+7 
In y = In MR 


Inx(x* + 7)! 


n(%)=nm-nn = In (4% (x? + 1) — In (nx(x* + 7/5) 
In (MN)=In M-InN =) In nie) CCE 0) 
InM*=kinM 


= 3x(In 4) + 5 In (x° + 1) — In (Inx) — sin (x* + 7) 


© 
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(v 


(In y} = 3(In 4)+ 
4e 
y 
ie > in 4 


d’où y 


di 1) 


_ nitro 


À Nr en 
5 ( : ds | — ———- _— (en dérivant) 
x° +1 Inx x 3\x°"+7 
10x 1 4x° 
x?+1 xinx 3(x*+7) 


10x 


+ 


Sn4+ 


_. A% 
x?+1 xinx 3(x*+7) 


10% 1 4x° 
x?+1 xinx 3(x*+7) 


EXERCICES 8.1 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
x? 
a) f(x) = F b) f(Q) = x8" 
© g@ =4xe d a — 
) g() = 4xe ) fGX) à +10 
à xD=+e f) AG)= < 
e —x 
1 U 
g) v(u)=4 [:) h) kG = (e' + 2°) 
2. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) fH=3 +3" +3x b) f () = ge +? 
©) g=e"-e* d) fu) = (e"ÿ* — e* 
e) FU) = 4 - 4) f) 8 = 5e" 
g)y=e" + Ve +e° h) ax) = — 
e 
i) fO=e"+6" D FO = (+28) 
. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
L 
a) fo) = = b) y=x* In x 
x 
c) v =log,t—-log’ 1  d)z={(In x) (log x) 
e) y=+VInu f) y=(x+1In? x) 
xinx logt 
8) gx) = — h) x = 
e Int 
4. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) f()=Invr b) g( = log, (3x* + 1) 
c) y=Vinvx d) f (x) = In (x + log x) 
e) A(v)=(v+1In vy f) y= log, (3° +log, x) 
2, 
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4 
Inx 


g) f=log" x" 


i) y=Inf (xe’) 


b) fG)= — 

X 
j) g@=me-e"* 
10g, w° 


k) h(w) = 
} Au) log, w* 


Démontrer que si H(x) = In f(x), où f est dérivable, alors 


; F'@) 
H = —_—; 
LÉ — 


1 X 
Soit f(x) = x? (:) - 
a) Calculer la pente de la tangente à la courbe de f au 
point (1, #1). 
b) Déterminer les valeurs de x de sorte que la tangente à 
la courbe de fen ces valeurs soit parallèle à l’axe des x. 


Soit f(x) = e*. Déterminer l'équation de la droite : 
a) tangente à la courbe de f au point (1, f (1); 
b) normale à la courbe de f au point (1, f (1)). 


Soit f(x) = 4e*-—1. Déterminer, si c’est possible, un 
point sur la courbe de f de sorte que la tangente à la 
courbe de f en ce point soit parallèle : 


a) à la droite d’équation y = 8x +6; 


b) à l’axe des x. 


Soit f(x) = In x. 
Déterminer l’équation de la tangente à la courbe de f: 
a) au point où cette courbe coupe l’axe des x; 


b) qui est parallèle à la droite d’équation x — 4y +4=0. 


10. Calculer la dérivée des fonctions suivantes : 11. Utiliser la dérivation logarithmique pour calculer y’. 


à) y= (x? +1) 720 b) y=(x2)"* 14e (x? — 5x) 
dd Y= + D) Ÿe 
(x° +4) (5—-x°)7 


8.2 Applications de la dérivée à des fonctions 


exponentielles et logarithmiques 


Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'élève pourra résoudre divers problèmes contenant des R (ohms) 
fonctions exponentielles et logarithmiques. 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


& : . L (henrys) | I (ampères) 
+ d'analyser des fonctions contenant des fonctions exponentielles et loga- 


rithmiques ; 
° de résoudre des problèmes d'optimisation contenant des fonctions exponen- E (volts) 


tielles et logarithmiques ; 16 = E G-e-R"L) 
R 


° de résoudre des problèmes de taux de variation liés contenant des fonctions 
exponentielles et logarithmiques. 


Analyse de fonctions exponentielles 
et logarithmiques 


Soit f(x) = xe'. Analysons cette fonction. 
1. Déterminons le domaine de f. 
dom f = IR 
2. Déterminons, si c’est possible, les asymptotes. 
a) Asymptotes verticales 
Puisque dom f = IR, il n’y a aucune asymptote verticale. 
b) Asymptotes horizontales 


lim xe”, est une indétermination de la forme -c((). 


X — -00 
La façon formelle de lever cette indétermination dépasse le cadre de ce 
cours. L'étude de ce type d’indétermination sera faite dans le cours de 
calcul intégral. 


Toutefois, à l’aide du tableau de valeurs suivant, 


SE -10 -100 -200 > -00 
fœ -4,53... (10) 7) (UD ©) -2,16... (10%) .… — 0 


() 


il semble que lim xe” = 0. Donc, 
X — -c0 
la droite de l'équation y = 0 est une asymptote horizontale lorsque x — -ce, 


lim xe* = +0 (forme (+cc)(+co)) 


X— +00 


Par conséquent, il n’y a pas d’asymptote horizontale lorsque x — +ce, 


(w 
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c) Asymptote oblique 


Puisqu’il y a une asymptote horizontale lorsque x — -c, il n’y a pas 
d’asymptote oblique lorsque x — -ce, 


; : x nn Lei , ; + à 
Puisque lim JG) = lim = lim e* =+0, il n’y a pas d’asymptote 
X—+eo  % X—+o % X—+00 


oblique lorsque x— +0. 

3. Calculons f x) et déterminons les nombres critiques de f. 
f'@ = e + xe’ = e* (1 + x), où dom f” = IR. 
f'@ = 0 si x = -1. D'où -1 est le nombre critique de f. 


4. Calculons f (x) et déterminons les nombres critiques de f”. 
FO = el + x) + e' = ex + 2). 
f”"@) = 0 si x = -2. D'où -2 est le nombre critique de f”. 


5. Construisons le tableau de variation. 


x -co -2 al oo 
fo - - - 0 ” 
0) — 0 - - 
-2 -1 E 
“ CU A mn NU SE PU  : + 
E e e ! 
: 1 
eu NN: 
e e 
AH. : 
inf min 
DE 


20 
HOUR Soit f(x) =In| —— |. 
ro=(—) 
1. Déterminons le domaine de f. 
(e* — 1)? = 0, si x = 0. Donc, dom f = IR\ {0}. 


2. Déterminons, si c’est possible, les asymptotes. 
a) Asymptotes verticales 


G@x+1 
: e e 
lim Inx = +c lim In| —— | = + (iome 1) 
x — +00 x 07 (e* — je 0* 
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e2x+D : 
lim In z |= + (iome (2) 
xt ((e—1) 0 


Donc, la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale. 


b) Asymptotes horizontales 


| De") é Ant) 0 
lim In = -00 car lim | |=—=0 
x (Le -1) x (e* —1) 1 


Donc, il n’y a pas d’asymptote horizontale lorsque x = -ce. 


Ne) e ‘e +00 
lim In = |=inf lim LE [ind (=) 
ee) xt 7 —2e +] les 


2x 
=In| lim a 
Re. 2 1 
(- si | 
e" e 
: e 
DU part 
in =. 
e e 
=<]ne 
=] 


Donc, la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale lorsque 
X — +, 


c) Asymptotes obliques 
Puisque f(x) = Ine°**° — In (e* — 1) 
= (2x +l)ine-—In(e'-1) 
=2x+1-In(e-1) 
et que Jim In (e” — 1)? = inf Jim (e° _ 1) 


= nl car ne = = (0 p=1) 
=0 


Donc, la droite d'équation y = 2x + 1 est une asymptote oblique lorsque 
X—-00, 


. Calculons f(x) et déterminons les nombres critiques de f. 
f'@) = x+1-—In(e'-1}) (voir 2c)) 


2 De 
_ (e'-1 
. 2e* 
e*-] 
… 2 
re] 


Aucun nombre critique, car 0 € dom f. 
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4. Calculons f (x) et déterminons les nombres critiques de f”. 


X 
; ; aucun nombre critique, car 0 € dom f. 


{44 2e 
Fo 


5. Construisons le tableau de variation. 


D -00 0 +00 
LC) À = 
LC) À # 
ï ce | AU À “0 1 
E. G. j'a | e Â Us - 
A.0. | AV. AH. 
y=2x+1 x=0 y=l 


6. Esquissons le graphique de f. 


Problèmes d'optimisation 


DOUUERE On estime que la population de truites dans un lac est donnée par 
6000 è 
P(#) = QUE [0 an, 5 ansl. 
2e 
Déterminons à quel moment le rythme de croissance du nombre de 
truites sera maximal et calculons ce rythme. 


1. Mathématisation du problème. 
Soit r(?) le rythme de croissance. Aïnsi, 
6000 
1+26 15 | 


LA 


r(6) = P'(t) = ( 


S 
0 6000! ec) 
(L+ 2675) 


2400e'* 


A+ 2e doit être maximal, où dom r =]0, 5. 
e 


donc r(f) = 


350 CHAPITRE 8 Fonctions exponentielles et logarithmiques 


(wi 


2. Analyse de la fonction à optimiser. 
Calculons r’( et déterminons les nombres critiques de r. 


AE el de DE) ÉrS (ea a 2e) 


(+2e7"°) 


r'(t) = 2400 


2400 À Je“ +2e75)(-(1+2e7") +4e7"5) 


(+275) 
_ 48067 (-1+ 27) 


(+2e "y 

r'(#) = 0, si (-1+ 2e *)= 0 (ca e z0 V5) 
nn 
2 

u = inf) (car ent — 3) 

5 2) S 
240067‘ = NES 
r() dev) t=5In2 (ca if) 2) 


d’où 5 In 2 est le nombre critique de r. 


t 0 5In2 5 
20) À + 0 = À 
r À 7 300 ÿ À 
5 t max. 


3. Formulation de la réponse. 


Le rythme de croissance sera maximal après environ 3,47 ans et sera alors de 
300 truites par année. 


SOuAEBA Déterminons les dimensions du rectangle d’aire maximale que 
l’on peut inscrire sous la courbe f(x) = 7 — x— x? +1n (x +1), où 


x € [0,2] et calculons cette aire. 


à? 


1. Mathématisation du problème. 
Soit P(x, y) un point de la courbe. He ne 0 
A(x, y) = xy doit être maximale. 
cary=7-x-x+1n(x+1) AG) = x(7 — x — x? + In (x + 1)) 
donc A(x) = 7x — x? — x + x In (x + L), 
où dom À = [0, 2]. 
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2. Analyse de la fonction à optimiser. 
Calculons A’(x) et déterminons les nombres critiques de A. 


AG = 7 — 2x — 3x2 + In (x + 1) + 7 
x+1 
©) > DérivéeAïre :=x->7-2#x-3#x12#{n + 1)+x/x+ D) : 
Benacitados > x1 :=fsolve(DérivéeAire(x)=0, x) ; 
graphique de A’(x) x1 :=1.377284922 


D'où le nombre critique est 1,377... 


A’) Construisons le tableau de variation. 


x 0 17e D 

A’ À + 0 = 4 
A A(0) 7 6,324... Nu A(2) 
min. max. min. 


3. Formulation de la réponse. 


La base du rectangle d’aire maximale mesure 1,377... unité, la hauteur mesure 
f(4,377...), c'est-à-dire 4,591... unités et l’aire maximale est A(1,377...), c’est- 
à-dire 6,324... u?. 


Problèmes de taux de variation liés 


SUUME Soit un rectangle dont les côtés mesurent respectivement x et 
(x+2), où x est en centimètres et telle que l’aire À du rectangle, en 
fonction du temps, est donnée par A(?) = e°*"', où r est en secondes. 


a) Déterminons le taux de variation du côté x par rapport au temps f. 


1. Mathématisation du problème. 
Définissons les variables. 
Soit x la longueur d’un côté en centimètres et 
t le temps en secondes. x+2 
Nous avons A(x) = x(x + 2) = x? + 2x et A(r) = e°%1, 


2. Dérivation et formulation de la réponse. 


= — — (règle de dérivation en chaîne) 
dt dx dt 
ca Co ie (x? + 2x) 2 (cr AM =Ee Mer AG) = x 27) 
dt dx dt 
0,06e°%% = (2x +2) a 
dt 


ù dr 0,03e°% 
dt x+l 
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b) Évaluons . lorsque i) x = 10 cm; ïi) f=90s. 
t 


1) lorsque x = 10 cm, 
nous avons A(10) = 10° + 2(10) = 120, (car A(x)= x° +2x) 
enposant A(f) = 120 


C2 0 
0,06f = In120, donc ft = 79,79... 
Ainsi Le 2 0020) (care = OU) 
CEE en 10 +1 
dx — 
d’où — = 0,327 cms. 
x = 10cm 


1) lorsque f = 905, 
nous avons A(90) = e%%%9 = 221,406... (car A(r=e°*) 
enposant A(x) = 221,406... 


4 2x 221406 doncr—-13017 our -15013. 
(à rejeter) 


dx 0,03e°-00) 

Ainsi — EE —_— 

dt|,-90s 13,913...+1 

d’où # = 0,445 cm/s. 
Él=00s 


EXERCICES 8.2 


1. Déterminer le point de minimum relatif et le point de a) Déterminer la température de l’enfant 
2 
É s = X S 1° L LE #4 $ 
maximum relatif de g, où g(x) = —, à l’aide du test 1 i) lorsqu'il prend le médicament ; 
€ : 
de la dérivée seconde. ii) 2 heures plus tard; 
iii) 24 heures plus tard. 

2. Déterminer les points de maximum relatif et de minimum 


b) Déterminer la température maximale. 


. : 12 
relatif de la fonction g(x) = x — 8 In x — à l’aide du © c) Représenter graphiquement la courbe de T. 


tableau relatif à la dérivée première. 
5. Analyser les fonctions suivantes. 


3: Soit f(x) =x+In (x? Lo 1). a) f@œ = e® 
a) Démontrer que la fonction f est toujours croissante. b) fG) = (2 + 1) e*, sachant que lim [(x? + 1)e*] = 0 
b) Déterminer les intervalles de concavité vers le bas, FO 
les intervalles de concavité vers le haut et les points ©) f(x) = LES sachant que lim x _; 
d’inflexion de f. X #4 X 
d) g@) = In (x? +4) 
4. En analysant les résultats des tests, une compagnie phar- e) f(x) = x In x°, sachant que lim(xInx?) = 0 
x—0 


maceutique a déterminé que la température, en degrés 
Celsius, d’un enfant atteint d’une certaine maladie est 
donnée par T() = 37 + (0,51+ 1) (0,82)°**?, où rest en 
heures et 0 << 48, après la prise du médicament. 


f) AD =2-In2t 
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6. Déterminer les dimensions du rectangle d’aire maxi-  (@) b) représenter graphiquement la courbe de 1, où 


male que l’on peut inscrire à la gauche de x = 2, entre te[0s,1s]; 
l'axe des x et la courbe dont l'équation est y — e’. c) exprimer f en fonction de / de façon générale et 
trouver f lorsque 7 = 2 ampères avec les valeurs de 
7. Déterminer le point Q de la courbe de f où E. de R et de L données. 
f@ = x* In x, tel que la pente P de la droite joignant 
Q(x, y) au point O(0, 0) soit minimale. 10. La quantité Q en milligrammes d’un médicament dans 


. l'organisme, après une injection, est donnée par: 
8. A la suite d’une étude, des scientifiques estiment que 


si : : : 1800 
la quantité accumulée de déchets produits par les habi Q() = —, où £ est en heures. 
tants d’une ville, dans f années à partir d’aujourd’hui, 9+3 
5 1000(3) | ur. . ne : 

sera donnée par Q(r) = ETS où Q(1) est exprimée a) Déterminer la quantité initiale de médicament 
en tonnes métriques. injectée. 
a) Quelle est la quantité actuelle de déchets ? b) Après combien de temps restera-t-il : 
b) Quel sera le taux de variation moyen de la quantité i) 50% de la quantité initiale; 

de déchets au cours des cinq prochaines années ? ii) 25% de la quantité initiale. 


c) Quel sera le taux de variation instantané dans deux ans ? : ; : sy a 
c) Déterminer à quel moment #, le médicament s’éli- 


d) Faire l’analyse complète de cette fonction. mine le plus rapidement ainsi que la quantité de 
e) Déterminer à quel moment le taux de variation sera médicament qu'il reste à ce moment-là. 
maximal. @) d) Représenter graphiquement la courbe de Q. 


ü) Illustrer le point PE, Q(t,)) et déterminer sa 


9. Le courant électrique Z, en ampères, dans le circuit Fe 
caractéristique. 


Lo suivant, 
#7 ii) Déterminer la quantité Q de médicament à long 
terme. 


R (ohms) 


11. La fonction donnant la population d’une ville est 
P(x) = 20 0006, où x est le nombre d'em- 
plois créés à partir d’un certain moment. Sachant 

E (volts) que le nombre d'emplois créés est donné par 

x(Ô = 25, où f est en années, déterminer le rythme de 

croissance de la population : 


L (henrys) I (ampères) 


E 
est donné par 1(f) = Fu — e ÊE), où test le temps, 
a) après 10 ans; 


en secondes, après que le courant a commencé à circuler. 
b) lorsque P = 30 000. 


Sachant que E = 12 volts, R =3 ohms et L=0,1 henry, 
a) déterminer le courant circulant dans le circuit après 


1) 0,01 seconde; ii) 0,1 seconde; 


iii) 0,5 seconde. 
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Réseau de concepts 


FONCTIONS 
Fonctions Fonctions 
exponentielles logarithmiques 
Dérivée Dérivée Dérivée Dérivée Dérivée 
de af” de e'” de In f(x) de log, f(x) f(x) E0 
Applications 
de la dérivée 
Analyse Problèmes RODIÈTES 
< PE de taux de 
de fonctions d'optimisation HR NCE 
variation liés 
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Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 
et les problèmes de synthèse. 


Représentations graphiques 
Soit f (x) = a et g(x) = log, x, où 0 <a<l. Soit A(x) = e' et k(x) = In x. 


Esquisser le graphique de f et de g dans un même sys- Esquisser le graphique de h et de k dans un même système 


tème d’axes. d’axes. 

y y 

X X 

dom f= ima f= dom h = ima À = 
dom g = 7 ima g = dom k = 7 ima K= 
lim a = lim a” = lim e* = lim e* = 
lim log, x = lim log, x = lim Inx = lim Inx = 
x0t x — + 1 x—0t X— + 
Asymptote de f: Asymptote de }: 
Asymptote de g: 77 Asymptote de k: 7 


Formules de dérivation 
(af®Y = 

(@lY = 

(log, FO) = 
(nf) = 

(log FC) = 


Dérivation logarithmique 
Soit y = f(x)“, où f(x) > 0. 


Pour déterminer y’, il faut 
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+ n Ar, 
re Biologie Æ® chimie (SS naministraton #3 Physique 


© Exercices se réalisant à l’aide d'un outil technologique. 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à la 
fin du manuel. 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 


a) fO =e"+e" x 

D) eG)= 

c) y=Inx*-In*x 

d) v(® = log, (In 

€) AD =e" x° 

f) f@) = re” de er) si x 
1 Inu 

g) f&)=u (+) Sr 
u u 


In x 


h) f(x) = 


e 
i) f@ = In (log e') 
D = (+20) 2) 
(& 


2x 


D FO)= 


1) d(x)= VIn x? 
m) fo) = 7* + log (x° + e’) 
n) c@=c, (1 +i) 


0) = in 
e je 
p) FO = (3x + 13172? 


q) g@=x""* 
DAC 


. Soitf( =e*+7"+1In x. Calculer: 


DO) b) f°) 
CC) our IN 


. Quel est le point P sur la courbe d’équation f(x) = xe 
pour lequel l'équation de la droite tangente à la courbe 


en ce point est donnée par y = —? 
e 


b SOL) ei et g(x) = fes 


(x à 


5 


Inx 
Déterminer l'équation de la tangente à la courbe et de la 


droite normale à la courbe 


a) de f au point (-2, f (-2)): 
b) de g au point (1, g(L)). 


. Soitf() = e**3et g(x) =x In 3x. 


a) Déterminer l’aire du triangle délimité par la tan- 
gente à la courbe de f au point (-1, f (-1)) et les axes. 


b) Déterminer le point B de la courbe de f, où la 
tangente à cette courbe est parallèle à la droite 
d’équation y = 4x + 1. 

c) Déterminer le point C de la courbe de g, où la 
tangente à cette courbe est parallèle à la droite 


d’équation 2x + y —5 = 0. 


. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le 


domaine, l’équation des asymptotes, les points de mini- 
mum relatif, les points de maximum relatif et les points 
d’inflexion, et esquisser le graphique de la fonction. 

a) f@) = (x? — 3)e', sachant que Jim [(x? —3)e"]=0 
b) f( = In (3 —- x) 


x ’ se 
MCE AT sachant que Jim - 0 et 


lim 


Don e 


2) ES 0 
d) f@=x-In (x +1), 
sachant que lim [x—In (x°+1)]=+ 


L'équation de la demande pour un certain type de valises 
est donnée par p = 100e "2, où q € [0, 50] est le nombre, 
en centaines, de valises vendues et p le prix en dollars. 


a) Déterminer la fonction revenu À et la fonction revenu 
marginal R,. 

b) Pour quelles valeurs de q le revenu marginal sera-t-il : 
i) positif ? 


ii) nul? ii) négatif ? 


c) Déterminer la valeur de g, qui maximise le revenu. 

d) Déterminer la valeur de g, qui minimise le revenu 
marginal et donner la caractéristique du point 
(Q; R(G:)). 


e) Esquisser le graphique de R et celui de R,, dans un 
même système d’axes en indiquant de façon particu- 
lière les points trouvés en c) et en d). 
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© 


9. 
Le 


10. 


(CD) 


11. 
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a) Certains psychologues estiment que, en général, la 
5 
3xInx5x#10 
une mesure numérique approximative de la capacité 
d’apprendre d’un enfant âgé de 6 mois à 5 ans, en 
fonction de son âge x, où x est en années. 


donne 


fonction définie par C(x) = 


Déterminer l’âge auquel la capacité d’apprendre 
d’un enfant est maximale. 


b) Représenter graphiquement la courbe de C. 


Le physicien anglais William 
Thomson (1824-1907), mieux connu 
sous le nom de lord Kelvin, a démon- 
tré que la vitesse v de transmission 
d’un signal à l’intérieur d’un câble 
conducteur sous-marin dépend d’une 
certaine variable x qui peut être 
déterminée à partir du diamètre exté- 
rieur du câble et du diamètre du fil 
intérieur. 
1 
Sachant que v(x) = kx° inf), où ke IR‘etk 
u 
dépend de la longueur du câble et de sa qualité, 
a) déterminer la valeur de x à laquelle v est maximale ; 


b) représenter graphiquement la courbe de v lorsque 
k="10; 


C’est toujours difficile pour un nouvel humoriste de 

capter l'attention de son auditoire. Si l'attention A 

de l'auditoire est donnée par A(x) = 50x(0,84)""*, où 

x € [0 min, 30 min] et À est en pourcentage : 

a) déterminer après combien de minutes l’humoriste 
aura le plus d’attention de son auditoire et quel sera 
le pourcentage d'écoute ; 


b) déterminer pendant combien de temps il capte l’at- 
tention d’au moins la moitié de son auditoire ; 


c) représenter graphiquement la courbe de A. 


Soit un cube dont le volume V en fonction du temps 
est donné par V() = 27 + In (f + 1), où rest en secondes 
et V, en centimètres cubes. 


a) Déterminer le taux de variation instantané de l’arête 
par rapport au temps lorsque 
i) 1= 365; ii) V= 30 cm°. 

b) Déterminer le taux de variation instantané de l’aire 


totale des faces par rapport au temps lorsque l’aire to- 
tale des faces est de 64 cm°?. 


12. 


13. 


14. 


15. 


©) 
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Les dirigeants d’une entreprise d’articles de plein air 
estiment que le prix p, en milliers de dollars, est donné 


par la fonction p(q) = 

Va 
vendus en milliers. Le coût fixe de production est de 
15 000 $ et les coûts variables, en milliers de dollars, 


2 


sont donnés par C,(g) = Su (g+1),où ge ]0,18]. 


, Où g est le nombre d’articles 


a) i) Déterminer les fonctions revenus R et coûts 
totaux C de cette entreprise. 


11) Calculer ces fonctions pour 4000 articles vendus. 
b) Déterminer le revenu marginal et le coût marginal pour 
1) 4000 articles; ii) 12 000 articles. 


c) Déterminer la valeur de g qui maximise le profit P 
et calculer le profit maximal. 


d) Représenter graphiquement les courbes de R, de C 
et de P, dans un même système d’axes. 


Analyser les fonctions suivantes. 

a) f(x)= , Sachant que lim FG=Ù 

b) f(x = x° 2", sachant que lim f@)=0 
OMC) TUE Shan que Jim FG)=i 
d) f (x) = x In x, sachant que lim, f G) = (1) 

6) fes = ns que lim, f(x)= 0 
f) f@=2- In (x? +9) di 


8) = —— 
e — 1] 


h AG) IS x 8 He sachant que 
5 
lim, f(x) = -c 
es" 


i) f(x)=x-3-In(x+3), sachant que lim f(x) = + 


X x 


&. € 
Où lon = 


e 
= +oo, 
5e X—D+e % 


5) 
Soit f(x)=— et g(x)= 
; 
Analyser la fonction f et utiliser le graphique de f pour 
esquisser celui de g dans le même système d’axes. 


Soit f(X = e” et g(x) = In? x. 

a) Déterminer, si c’est possible, le point de la courbe de 
f, où la pente de la tangente à cette courbe est: 

1) maximale; li) minimale. 

b) Déterminer, si c’est possible, le point de la courbe de 
g, où la pente de la tangente à cette courbe est: 

1) maximale; ii) minimale. 

c) Représenter graphiquement les courbes de f et de g 
ainsi que les tangentes déterminées en a) et en b). 
Donner une caractéristique des points trouvés en a) 
et en b). 


16. 


© 


17. 


19. 


20. 


Soit f(x) = e* sur ]-co, 3[. 
a) Donner les coordonnées du point P de la courbe de 


f de manière que la pente de la droite D joignant ce 
point au point A(3, 0) soit maximale. 


b) Représenter la courbe de f, la droite D déterminée 
en a) et donner la caractéristique de la droite D. 


Déterminer l’aire maximale du rectangle situé : 


a) sous l’axe des x, entre l’axe des y et la courbe d’équa- 
tion y = In x; 


-x2/2 , 
et l’axe des x. 


b) entre la courbe définie par y=e 
Le sucre, mélangé à un certain liquide, se dissout confor- 
mément à l’équation suivante : O(ÿ = Q,e“, où Q(ÿ est la 
quantité restante de sucre, Q,, la quantité initiale de 
sucre, k, un facteur de décroissance et f, le temps écoulé 
en heures depuis le début du mélange. Au cours d’un 
mélange, la quantité initiale de sucre est de 20 kg et, 
après trois heures, il reste 8 kg de sucre non dissous. 


a) Déterminer la valeur du facteur de décroissance k et 
la fonction donnant le taux de variation de Q(f). 


b) Déterminer ce taux de variation cinq heures après le 
début du mélange, et déterminer la quantité de sucre 
non dissous à ce moment. 


c) Calculer le taux de variation lorsque 
1) 10% de sucre est dissous ; 


ii) il reste 10 % de sucre. 


Au cours d’une réaction chimique d’un minéral, 
la masse M, en grammes, de ce minéral en fonction 
du temps f, en heures, est donnée par M(ÿ = M,(2"), 
oùte [0h, 24h]. 


a) S1 64 g du minéral est réduit à 16 g après 8 h, déter- 
miner l'équation de M(f). 
b) Déterminer la quantité de minéral après 13 h. 


c) Déterminer le taux de variation de la quantité M en 
fonction du temps, lorsqu'il restera la moitié de la 
quantité initiale de minéral. 


Des botanistes ont déterminé que l'équation logistique 


suivante, A(t) = où h est en centimètres 


et f, en jours, donne approximativement la hauteur 
d’une plante annuelle que l’on transplante. 
a) Déterminer la hauteur de la plante : 

1) lors de sa transplantation; 

li) 4 jours après sa transplantation ; 

ii) 2 semaines après sa transplantation. 


b) Déterminer théoriquement la hauteur maximale de 
cette plante. 


c) Exprimer t en fonction de h. 


21. 


©) 


23. 


d) Combien de jours après sa transplantation la plante 
atteindra-t-elle : 


i) la moitié de sa hauteur maximale ? 
ii) 80 % de sa hauteur maximale ? 


e) Après combien de jours son taux de croissance 
sera-t-il maximal ? 

f) Représenter graphiquement la courbe de h et son 
asymptote horizontale après avoir déterminé son 
équation. 


Des sociologues, aidés de mathématiciens, ont établi que 
le nombre de personnes qui propagent une nouvelle dans 


une ville après f jours est donné par P(f) = 


, 


99e +1 
où N représente la population de la ville. 


Pour une ville d’une population de 2 000 000 d’habitants, 


a) déterminer le nombre de personnes qui propagent 
cette nouvelle : 


1) au début de l'étude; li) après 1 jour. 
b) déterminer le temps nécessaire pour que les trois 


quarts de la population propagent la nouvelle ; 


c) démontrer, à l’aide de la dérivée, que le nombre de 
personnes qui propagent la nouvelle est toujours 
croissant ; 


d) évaluer lim P(f) et interpréter votre résultat ; 
1— +0 
e) déterminer à quel moment la propagation de la nou- 


velle sera maximale ainsi que le nombre de per- 
sonnes propageant la nouvelle à ce moment; 


f) esquisser le graphique de P, localiser le point trouvé 
en e) et donner la caractéristique de ce point. 


À la sortie d’un nouveau disque, le taux de croissance des 
ventes est élevé au début, puis il diminue. 


Une entreprise estime que le nombre N de disques 

vendus en fonction du temps f, en semaines, est donné 

par N(#) = 1 000 000 (1—e”"*). 

a) Après combien de semaines le nombre de disques 
vendus sera-t-il de 500 000 ? 


b) Estimer le plus grand nombre possible de disques 
que l’entreprise espère vendre. 

c) Démontrer que le taux de variation de N(r) est une 
fonction décroissante. 


d) Esquisser, dans un même système d’axes, le gra- 
phique N et celui de la fonction en donnant le taux 
de variation de N. 


Soit un mobile se déplaçant de façon rectiligne. 


Le Si sa position en fonction du temps est donnée par 


x(ê) = ae*' + be”®", où f est en secondes et x(f), en centi- 
mètres, déterminer la fonction donnant : 


a) la vitesse v(?) ; 


b) l’accélération a(f). 
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24. Dans certaines conditions, l'acide oxalique peut se 
décomposer en acide formique et en dioxyde de 
carbone. 
HOOC — COOH — HCOOH + CO,, où les quantités 
sont exprimées en grammes. 


Le graphique ci-dessous représente la concentration de 
l'acide oxalique en fonction du temps. 


 — 
20 40 60 80 Ë 
(S) 


a) Sachant que la quantité Q est donnée par 
Q(Ù = Qie“, déterminer l'équation Q(®. 


Problèmes de synthèse 


1. Calculer les dérivées suivantes. 


a) Z , Si 
1) ins 1) y=xInx 
b) y°, si: 
1) = M) Ve? ii) y=xe* 
9 FD, sf = &- Da”! 
6. 
2. Calculer é} Si : 
dx 
a) ee + In x b) logy=xIn x 
c) e” — x2y = 0 d) He) 
In y 
Déterminer la pente de la tangente à la courbe définie 
par e* In y = 2xy, au point (0, 1). 
4. Soitf(x)=e"!. 7k 


a) Déterminer si f est continue en x = 0. 
b) Déterminer si f est dérivable en x = 0. 


c) Déterminer si le point P(0, 1) est un point de rebrous- 
sement ou un point anguleux. 


d) Représenter graphiquement cette fonction. 


(ox © 


=2 
5. Soit f(x) = +2 } 
x+1 
a) Faire l’analyse de f. 
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25. 


26. 


b) Déterminer 


1) la vitesse moyenne de réaction entre 10 s 
et 305; 


ii) la vitesse initiale de la réaction; 
ii) la vitesse instantanée de la réaction à 40 s; 


iv) la vitesse instantanée de la réaction lorsque Q 
est égale à 0,04 mol/L. 


Soit f (x) = x In x. 

Déterminer l’aire du triangle formé par la tangente à 
la courbe de f au point P(e, f(e)), la normale à cette 
tangente au même point de la courbe et l’axe des y. 


Déterminer les points de la courbe f(x) = cn qui sont 
les plus près du point O(0, 0) et calculer cette distance 
minimale. 


b) À partir du graphique obtenu en a), déduire le 
graphique de la fonction 


—2 

g(x)= +12 ] 
x+l 

: x—2 

c) Faire l’analyse de h(x) = 3+1n = | 
x 


Soit f (x) = In (e*— 1). 

a) Déterminer dom f. 

b) Démontrer que V xe dom x+In(1—e”)=In(e— 1). 
c) Déterminer l’asymptote oblique de f. 

d) Faire l’analyse de f. 

e) Faire l’analyse de 


i) g@=In (e“!— 1); ü) A@=Imle-1|. 


Analyser les fonctions suivantes. 


a) f(x) = e*— 2x, sachant que lim f(x)=+0 


3% 
b CEUE =) 
e 


Une entreprise, dont les revenus actuels sont de 75 000 $, 
dépense 1000 $ pour sa publicité. Elle estime que, chaque 
fois qu’elle double la somme affectée à la publicité, ses 
revenus augmentent de 10 %. Évaluer la somme qu’elle 
devra affecter à la publicité pour maximiser ses béné- 
fices, qui sont définis par la différence entre ses revenus 
et ses dépenses en matière de publicité. 


© 


11. 


Le revenu d’une compagnie pour un certain produit est 
donné par R(x) = 100 000 — 100 000 e%%*", où x repré- 
sente la somme, en milliers de dollars, dépensée pour 
la publicité du produit. 


a) Représenter graphiquement la fonction À. 


b) Déterminer à partir de quelle somme, investir dans 
la publicité ne rapporte plus. 


Soit une entreprise dont les revenus totaux, en centaines 
de dollars, et les coûts totaux, en centaines de dollars, 
sont donnés respectivement par: 

R(q) = 90 In (2gq + 1) et C(g) = 70 e* "4, où q, en centaines, 
désigne le nombre d'unités produites et g € [0, 14]. 


a) Évaluer le coût marginal C,,(q) lorsque: 


i) g=4 1) q = 12 
b) Évaluer le revenu marginal R,,(g) lorsque : 
i) g=4 H)Ng— 12 


c) Déterminer le profit maximal. 


d) Représenter graphiquement les fonctions R, C et P 
dans un même système d’axes. 


Des anticoagulants sont utilisés pour dissoudre des 
caillots sanguins. Des essais faits avec un nouveau médi- 
cament ont permis de déterminer que sa concentration 
dans le sang, donnée en milligrammes par millilitre de 
sang, en fonction du temps f, en heures, est définie par 
une des fonctions suivantes : 


+4,92 si O<r<3 
0=) 2e , où O()=0 
ca si 3<t<t, 


si le médicament est administré par voie orale et 
I = 4,6e %* — 0,1, où re [0, £] où {(£) = 0, si 
le médicament est administré par voie intraveineuse. 


a) Déterminer f, et r.. 
b) Déterminer si la fonction O(r) est continue sur [0, f,]. 
c) Si le médicament est administré par voie orale, déter- 


miner le temps nécessaire pour qu’il atteigne sa concen- 
tration maximale. Déterminer cette concentration. 


d) Représenter graphiquement les deux courbes dans 
un même système d’axes. 


Déterminer le premier temps où les concentrations 
sont identiques et calculer cette concentration. 


e) Selon que le médicament est administré par voie orale 
ou par voie intraveineuse, calculer le taux de variation 
de la concentration par rapport au temps au bout: 


1) de 1,5 heure; ii) de 4 heures. 


12. En statistique, la fonction de densité d’une variable 


aléatoire x suivant une loi normale est définie par: 


A 
f(x)=——e"" © / , où la constante y représente 


Oo V27 
l'espérance mathématique de x (u > 0) et la constante 


©?, la variance (6 > 0). 


Faire l'analyse complète de cette fonction. 


e —x+k si x<0 


_. si O<x<l. 


13. Soit f(x) = 


— = | si x21 


a) Déterminer, si c’est possible, la valeur de k qui rend 
la fonction continue en x = 0 et déterminer alors si 
cette fonction est dérivable en x = 0. 


b) Déterminer si cette fonction est continue et déri- 
vable en x= 1. 


c) Analyser cette fonction selon la valeur de k obtenue 
en a). 


14. Soit f(x) = e’, g(x) = In x et k(x) = -x°. 


a) Déterminer le point sur la courbe, où l’aire du 
triangle rectangle délimité par les axes et la tangente 
à la courbe est maximale. Donner les dimensions de 
ce triangle rectangle : 
1) pour la courbe de f; li) pour la courbe de g. 
@) b) Calculer la distance minimale entre: 
1) la courbe de f'et la courbe de g; 


ii) la courbe de f et la courbe de k. 


15. Soit la fonction f(x)=8xe *? et le rectangle inscrit 
ci-dessous. 


HG) 8xe */? 


c (c+r) 6 


a) Déterminer c en fonction de ft tel que f (c) =f(c +). 


b) Utiliser le résultat trouvé en a) pour exprimer l’aire 
À du rectangle ombré en fonction de la variable f. 


@) ©) Déterminer approximativement les dimensions du 
rectangle d’aire maximale que l’on peut inscrire sous 
la courbe (voir l'illustration). Déterminer approxi- 
mativement cette aire maximale. 
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16. 


pe 


© 


1FE 


18. 


©) 


19. 


©) 
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Des spécialistes ont estimé que la concentration C d’un 
médicament dans le sang, { minutes après l’injection, 


C - = à 
est donnée par GO PE) ou a bete 
oi 


sont des constantes positives dépendantes du médica- 
ment et a > b. 


6 | _—” 
fé le 


a) Déterminer la concentration € maximale. 
b) Évaluer lim C(r) et interpréter le résultat. 
1 +00 


c) Représenter la courbe de C, lorsque a =0,06, b=0,01 
aies 0, 


X on. 


e—e 
SOit y = —— 
OT 
a) Démontrer que x = In (y+4y° +1). 
b) Vérifier que Le = He 
dy à 
dx 


Soit la fonction sinus hyperbolique définie par 


X + 


: = : : ! 
sinh x = et la fonction cosinus hyperbolique 
x . 
eu e‘+e 
définie par cosh x = ———— 


a) Calculer (sinh x)’ et (cosh x)’. 
b) Démontrer que cosh? x — sinh? x= 1. 


c) Représenter dans un même système d’axes les 
courbes de f (x) = sinh x et de g(x) = cosh x. 


Quand on saisit les deux extrémi- 
tés d’une chaîne simple et qu’on 
la laisse pendre librement, elle 
décrit une courbe connue sous le 
nom de chaînette (ou caténaire). 
Son équation en coordonnées 
cartésiennes est de la forme 


—x/a 


=" +e ), où a > 0. 
Cette courbe est observable 
dans notre environnement sous 
différentes formes: les fils téléphoniques ou électriques 
entre deux poteaux, la partie supérieure de l’arche de 
Saint-Louis, etc. 


a) Déterminer les points de minimum et de maximum 
de cette fonction si: 


ÿ a=-etxel-3, 2]; 


ii) ae ]J0,+e{etxe [-a, 24]. 

b) Représenter graphiquement, dans un même système 
d’axes, les courbes obtenues en posant successive- 
ment a = 1,a=2 et a =3 dans l’équation précédente, 
où x Ee [-4,4]. 


@) c) Soit la chaînette d’équation: 


(D) 


20. 


21. 
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fQ) = 5(e*/"° ab PR ). 


Déterminer l'équation de la fonction g dont la 
courbe est symétrique par rapport à la tangente tra- 
cée au point de minimum de f. Représenter, dans un 
même système d’axes, les courbes de f et de g ainsi 
que la tangente sur [-6, 6]. 


d) La partie supérieure de l’arche de Saint-Louis a la 
forme d’une chafnette inversée. 


fi 


CE 
Sade Miresint : 
Soit A(x) = K —8(e*/ + e-*/4), Ja fonction donnant 
la hauteur de l’arche pour x € [-20, 20]. Déterminer 


les valeurs de K et de a, sachant que la hauteur 
maximale de l’arche est de 192 m. 


pn 


e) La distance séparant les deux colonnes de la 
partie inférieure de l’arche de Saint-Louis est de 
192 m. Supposons que la fonction donnant la hau- 
teur des colonnes pour x € [-b, b] \[-20, 20] est une 
portion de parabole d’équation P(x) = C(b? — x?). 
Déterminer les valeurs de Cet de b. 


f) Représenter, dans un même système d’axes, les 
courbes de À et de P. 


Soit les fonctions f (x) = a* et g(x) = log, x, où a > 1. 

a) Déterminer la valeur de a de manière que les graphi- 
ques de f et de g aient un seul point d’intersection. 

b) Déterminer ce point d’intersection. 


c) Vérifier la pertinence de votre résultat en esquissant 
les graphiques selon différentes valeurs de a. 


Soit f (x) = In x et g(x) = JO 
5e 
a) Déterminer, si c’est possible, les intervalles de crois- 


sance stricte et les intervalles de décroissance stricte 
de fet de g. 

b) Utiliser les résultats obtenus en a) pour démontrer 
que si0<b<a< e, alors b®< a? et que sie <b<a, 
alors a? < b#. 

c) En déduire, suivant les valeurs du nombre réel a, le 
nombre de solutions de l’équation e“ = x. 

d) Vérifier la pertinence de votre résultat à l’aide d’un 
outil technologique. 
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Fonctions trigonométriques 


ans certains domaines, particulièrement en physique, un 

D grand nombre de phénomènes peuvent être étudiés au moyen 

des fonctions trigonométriques et de leurs dérivées. Le 

A présent chapitre est consacré à l’étude de la dérivée des fonctions 


trigonométriques. 
En particulier, l'élève pourra résoudre le problème suivant. 


Loi de Snell 
Selon le principe de Fermat énoncé par Pierre de Fermat 
EA (1601-1665), le trajet d’un rayon lumineux entre deux points 
quelconques P et Q est le parcours qui prend le moins de temps. 
_387 Nous allons voir comment utiliser le principe de Fermat pour 


388 établir la loi de la réfraction, appelée «Loi de Snell», attribuée à 
Willebrord Snell (1580-1626). 


P < é La 
n 
a 
Î 
b|l Milieu2 
Y ! 
—— Q 
X 
Démontrer la Loi de Snell, c’est-à-dire: 
sing, __w 
sin®, v, 
(Voir le problème de synthèse n° 21 d), page 394) 


PERSPECTIVE “HISTORIQUE 


La trigonométrie 


ar une belle nuit d'été, couché dans l’herbe, vous 

regardez les étoiles. Un lien s'établit entre elles et 

vous. Rêves et mystères vous envahissent. Bientôt, 
comme hors du temps, votre esprit vogue parmi ces mil- 
lions d'étoiles. Il embrasse l'Univers et se confond avec 
lui. Vous ne pensez certes pas à la trigonométrie. Pourtant, 
la trigonométrie prend sa source dans ce même désir des 
hommes de se rapprocher de cette voûte étoilée. 


Jusqu'à la Renaissance (xvi” siècle), il n’est pour ainsi dire 
question de trigonométrie que dans des livres d’astronomie, 
où l’on n’y consacre qu’un chapitre ou qu’une section. Dans 
le cadre de ses recherches, Ptolémée (100-178 apr. J.-C), 
le plus grand astronome de la Grèce antique, a élaboré une 
table associant aux arcs d’un cercle de rayon 60 la longueur 
des cordes correspondantes (voir la figure ci-dessous), qui 
vont d’un demi-degré jusqu’à 180 degrés, par intervalles 
d’un demi-degré. 


A 


B 
À l'arc AB correspond la corde AB 


Cette table est l’ancêtre de nos tables de sinus. Au début 
du premier millénaire, pour éviter de toujours diviser par 
deux dans les calculs, les astronomes indiens décident de 
construire des tables donnant non pas la longueur de la corde, 
mais celle de la demi-corde, notre sinus. (Voir l’origine du 
mot « sinus » à la section 9.1.) 


On pourrait croire qu'à l'époque, ces tables sont aussi utiles 
aux arpenteurs et à tous ceux qui mesurent des distances. 
Pourtant, il n’en est rien. En effet, les méthodes alors utili- 
sées par ces mesureurs reposent uniquement sur l’usage des 
triangles semblables. En fait, jusqu’à l’époque de Copernic 
(1473-1543), on a agi comme si les techniques utilisées pour 
l'étude des astres ne pouvaient être appliquées aux mesures 
prises sur la Terre. Il faut peut-être voir là la conséquence 
de la conception de l’Univers qui existe alors. Dans la fou- 
lée d’Aristote, qui pensait la Terre au centre de tout, on croit 
que l’Univers se divise en deux parties. D’une part, l’espace 
qui s'étend de la Lune jusqu’à la sphère des étoiles. D’autre 
part, le monde terrestre. Ces deux mondes répondent à des 
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lois physiques différentes. Ainsi, le mouvement naturel 
des corps célestes est circulaire, alors que les objets terres- 
tres se déplacent naturellement sur des droites. En plaçant 
le Soleil au centre de l'Univers, Copernic ouvre les esprits 
à l’idée que les mêmes lois physiques s'appliquent à tous 
les corps, qu’ils soient célestes ou terrestres. Les outils de 
la trigonométrie astronomique descendent alors sur Terre. 
Par exemple, en 1595, dans son traité Trigonometriæ sive, 
de dimensione triangulis, Liber, Bartholomeo Pitiscus 
(1561-1613) décrit pour la première fois en Europe une 
méthode permettant de calculer la hauteur d’une tour en 
utilisant une table de sinus et, du même coup, invente le 
mot «trigonométrie » (mesure des triangles). 


Après l'invention du calcul différentiel et intégral dans 
le troisième tiers du xvir siècle, les fonctions trigonomé- 
triques deviennent essentielles à l’étude des phénomènes 
périodiques, comme le pendule. Vers la fin du xvr' siècle, à 
l’époque de la Révolution française, ces fonctions occupent 
aussi une place prépondérante dans l'étude du mouve- 
ment des fluides. Quelques années plus tard, le Français 
Joseph Fourier (1769-1830), de retour d’une expédition en 
Égypte où il a contracté une maladie qui le rend très sen- 
sible au froid, s'intéresse à la propagation et à la distribu- 
tion de la chaleur dans un corps solide. Les sommes infinies 
de fonctions trigonométriques sont au cœur de son étude. 
De fait, elles marqueront toutes les mathématiques du 
xIx° siècle, en particulier l’électromagnétisme. L’IMR (ima- 
gerie par résonance magnétique), si utile en médecine, 
constitue aujourd’hui l’une des applications les plus spec- 
taculaires des séries trigonométriques. 


Un scanner IRM 


Exercices préliminaires 


1. Compléter les égalités suivantes. 
a) sin (x + h) = 
b) sin (x — h) = 
c) cos (x + h) = 
d) cos (x — h) = 
e) cos? x + sin? x = 
f) 1+tan? x= 
g) cot x +1= 
2. Déterminer si les égalités suivantes sont vraies (V) ou 
fausses (F) pour tout x € IR. 
a) sin x° = (sin x)? b) sin° x = (sin x)° 
©) Gr = Sin d) (sin x)? = sin? x? 
3. Écrire les expressions suivantes en fonction de sin x, de 
cos x, ou de sin x et de cos x. 
a) tan x b) cot x c) sec x GI) CC 
4. Écrire les expressions suivantes en fonction de la me- 
sure des côtés a, b et c du triangle rectangle ci-dessous. 
a 
b 
7 
a 
a) sin @ b) cos 0 c) tan @ 
d) cot @ e) sec 0 f) csc 0 
5. Soit le triangle quelconque ci-dessous. 
A 
c b 
B C 


a 


Compléter les égalités suivantes. 

a) Loi des sinus: 
sin À _ 
— 


b) Loi des cosinus: 
= b?= 


2 
Ca — 


. a) Déterminer les coordonnées des points À, B et C. 


10. 


b) Evaluer, sans l’aide d’une calculatrice, les expres- 
sions suivantes si elles sont définies. 


T 
, in O ë T 
i) sin ii) cos[ 3) 


iii) inf 


) 
3) 


v) an Vi) sec[?) 

: (Æ) _. (2) 
vii) Cos| — vii) cot| — 
6 4 

ix) cot(r) x) sin[ &) 


Résoudre les équations suivantes. 


a) 1+sinx=0,sixe [0,2xl] 


b) 8cos x-1=0,sixe + = 
Le 200 
c) sinx (2 cos x-1)=0,sixe [-n, T] 


d) sin? 0- cos’ 0=0, side Lo z 


Soit le secteur circulaire ci-contre. a 
Déterminer en fonction de r et de <a 

6, où 6 est en radians : = 
a) le périmètre P de ce secteur; 


b) l’aire À de ce secteur. 


Compléter l’énoncé du théorème «sandwich ». 


Soit f, g et h, trois fonctions continues sur un intervalle 
ouvert I. 


Si g(Q) < fOH<hAD,VxeE Let, 


si lim g(x)= lim A(x) = L alors 


Compléter les égalités suivantes. 


à) @) 80) = —__— 


b Le) : 
g (x) 
c) (F@))Y = 
d) (e/ @y EE ————, 


©) (nf QÿY = _ 


,oùrelR 
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9.1 Dérivée des fonctions sinus et cosinus 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions conte- (sin f @) = (cos f ) f’ (x 
nant des fonctions sinus et cosinus. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


(cos f (D) = (sin f() 7) 


de démontrer la règle de dérivation pour la fonction sinus ; 


de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme sin f (x); 


de démontrer la règle de dérivation pour la fonction cosinus ; 


de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme cos f (x). 
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Aryabhata 
(né en 476) 


Dans cette section, nous allons démontrer des formules permettant de calculer la 
dérivée de fonctions contenant des fonctions sinus et cosinus. 


Ces formules de dérivées seront utilisées dans la section 9.2 pour démontrer la dérivée 
des autres fonctions trigonométriques. 


Fonction sinus 


IL Y A ENVIRON 1500 ANS... 


D'où vient le mot sinus? L’astronome indien Aryabhata employait le terme jya-ardha pour 
désigner la demi-corde. Toutefois, le plus souvent, il n’écrivait que jya ou jiva. Lorsqu'il fut 
traduit en arabe, le mot fut transcrit phonétiquement, jiba, terme qui n’a pas de sens dans cette 
langue. Comme l’arabe s'écrit sans nécessairement préciser les voyelles, le mot jb se lisait jaib, 
qui signifie «ouverture » ou «baie ». Or, en latin, une ouverture ou une baie se traduit par sinus. 
D'ailleurs, la cavité qui se trouve derrière le nez ne s’appelle-t-elle pas aussi sinus ? 


La représentation graphique ci-contre est une y | 
esquisse du graphique de f (2 = sin x, où FG@) = sin x 
dom f = IR et 
ima f= [-1, 1]. 


Cette fonction périodique de période 27 est 
continue sur IR. 


Remarque Les deux lemmes suivants de même que toutes les formules des déri- 
vées de fonctions trigonométriques ne sont valables que pour des angles mesurés en 
radians. Ainsi, à moins d'indications contraires, la mesure des angles est en radians. 


Avant de calculer la dérivée de la fonction f(x) = sin x, à l’aide de la définition de la 
dérivée, il faut évaluer les deux limites suivantes : 


. Sinh . cosh—1I 
lim t lim ——— 
no h h=0 h 
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Lemme 1 sin À 


li = 
h=0 
Preuve 


. Sinh ES Ne 
Remarquons d’abord que lim est une indétermination de la forme S 


h—0 


Nous allons lever cette indétermination dans le cas où 0 < h < … 
À l’aide du graphique ci-contre, nous constatons que y 
aire AOCE > aire du secteur OAE > aire AOAB, 


I(tan h) 
2 


cos À sin h 
2 


1 
> —(1)h 
0) 


En multipliant par deux et en divisant par sin h chaque 
membre de l'inégalité précédente, nous obtenons 


tan h h cos h sin À ; Ole— cos À —+ EQA0)Ex 
= = — (car h > Oet sin A > 0) 
sinh sinh sin h 
Il . 
>—— >cosh (en simplifiant) 
Si0<a<b, a 
h à sin À 1 
alors — <— cos h < < (car h > 0, cos h > O et sin h > 0) 
b a h cos À 
En prenant la limite des trois termes, nous obtenons 
: . Sin ; 
lim cos h< lim < lim 
h= 0 n=0t h h=0* cos À 
. Ssinh , : 
1< lim <1 car lim cos h=1et lim il 
n=0t }h h=0t hn=0* cos À 
. sinh : 
Donc, lim = jle (théorème «sandwich ») 
h=0* 
.. Sin 
Nous pouvons démontrer, de façon analogue, que lim SI 
h—=07 
. sn 
D'où lim ——=1. 
h—=0 
Lemme 2 .  cosh-—1 
Lim ———=0 
h=0 
Preuve 


.. Cosh-1 Us  . 0 
Remarquons d’abord que lim ETES est une indétermination de la forme 7 


h—0 
© 
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© 


Levons cette indétermination. 


.. cosh-1l . (ee) cos A+1 
nm — = ]im 
h=0 h h=0 h cos A +1 


cos? h—1 

= lin —— 

h=0 h(cos h +1) 
-sin? h 

= lin —— 

n=0 h(cos h +1) 


: (er -sin À 
= lim 
h=0 h cos h+1 


.  sinh\|. -sin À __ ; 
=| lim lim (limite d’un produit) 
0 À h=0 cosh+l 


= oO) (lemme 1) 


(sin?h + cos’h = 1) 


Dérivée de la fonction sinus 


Théorème 9.1 Si H(») = sin x, alors H° (x = cos x. 
Preuve 
H(x+h)-H 
ie one (définition 3.9) 
h=0 h 
..  Sin(x+h)-sinx | 
= lim (car H(x) = sin x) 
h—=0 h 
.. Sinxcosh+cosxsinh—sinx . : \ 
= Jim h (sin (x + h) = sin x cos h + cos xsin h) 
h=0 
: ee ee) 
= lim + 
h—0 h h 
; sh—1 h 
= lim | sin x + lim| cosx —— (limite d’une somme) 
h—0 h=0 
_ Ccosh—] . Sinh : 
= sin x| lim ——— |+cosx| lim lim(k f(x)) = k lim f(x) 
h—0 h h=0 x—a x—a 
—_—_—_— —— 
0 1 (lemme 2 et lemme 1) 
= sinx[0]+ cosx{[1] 
= OÜ+cosx 
= COSX 
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HOUR Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


ne 
De dE 
ne 
MON : _— (£cins”) (car sin” # = (sint)) 
: dx 5 
1 
= (x) sinx+x(sinx) : = Lean) 
: 1. : 
(sin x) = cos x = 2xsinx + x° cosx = 5° (sinf}” (sinf) (dérivation en chaîne) 
, SR 
= x(2sinx + xcosx) = Fu {cost 


Déterminons la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = sin f (x). 


Théorème 9.2 Si H(x) = sin f (À, où f est une fonction dérivable, alors H” (x) = [cos f )] f” @). 


Preuve 
Soit H (x) = y = sin u, où u = f (x). Nous avons 
ED D Gp 0 
dx du dx 
d le d 
nn (x)) = Fu) CE (x)) 
H”(x) = [cosu] f(x) 
D'où [sin f (x)} = [cos f (x)] f” (x). (caru — f(x) 


(notation de Leibniz) 


DHEA EBA Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) H(x) = sin (e” + 4x°) 
H”(x) = [cos(e* + 4x°)](e* + 4x7) (Esin f (x)Y = [cos f (x)1f’ (x)) 
= (e* +8x)[cos(e* + 4x?)] 


b) x(#) = ,/sin (° + sinf) 


x’ (8) = [(sin (° + sint))?] 


Gin (° + sint)) "?(sin (1° + sint)) (dérivation en chaîne) 
1 


— 2(sn( +sins) 7 


[cos (t° + sinf)](f° + sinr) 


(Esin f QG} = [cos f(x)1f"(x)) 


_ (3 + cosf) cos (F +sinr) 


2,/sin (f +sinf) 
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Dérivée de la fonction cosinus 


La représentation graphique ci-contre est une 
esquisse du graphique de f (x) = cos x, où 
dom f =IR et 
ima f= [-1, 1]. 


FR=Ééosx 


Cette fonction périodique de période 27 est 
continue sur IR. 


Nous démontrons le théorème suivant de deux façons. 


Théorème 9.3 Si H (x = cos x, alors H”(x) = -sin x. 


Preuve 


1" façon : en utilisant la définition de la dérivée. 


H(x+h)- H(x) 


H'(x) = Jim h (définition 3.9) 
. COS (x + h)— cos (x 
= Jim ( ) 2) (car H(x) = cos x) 
h—0 h 
. COS XCOs À — sin xsin À — cos x : : 
= Jim (car cos (x + h) = cos x cos h — sin x sin h) 
h=0 h 
. (cos x cos À — cos x) — sinxsin À 
de h 
: ER _— 
= lim 
h=0 h h 
: (cos h — 1) : .. Snh|  . _—. 
= im | cos x=———— |- Jim | sinx (limite d’une différence) 
h=—0 h h=—0 h 


h—0 h 


. Ccosh—1 ; .. Sinh : 
= COS x] in ei) ina lim | (ca lim(k f (x)) = k lim 1) 
EL 1 2 À 6 APE 


0 1 (lemme 2 et lemme 1) 
= cosx[0]- sinx{1] 


= -Sinx 


2° façon : en utilisant les identités suivantes. 


. OT UT à TT 
Identité 1: sin Sn = Se COS X — SinX ie = COS X 
En, — =, — 


1 0 
ce T T NT. : 
Identité 210087 — x) — De COS X + sh Sin X = Sinx 


0 1 
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(wi 


(cosx) = [sn(Æ — x) fcarcosx = LE — x) 
7) 2 


= DE > (5 Æ x) (car [sin f x) = [cos f (x1f" (x) 


= [sin x](-1) Ë cos[ _ x) = sinvet É - x) = J 


=-Ssinx 


a) Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


2 


1) f(L)= xcos x HE 
: COS x 
F'@) = (x) cos” x+ x*((cosx)) dy _ (x°) cosx — x” (cos x)” 
dx (cos x) 


__2xcosx — x”(-sinx) 


= 4x cos’ x+x"3(cosx) (cosx) : = 
Coibe: 


ni 3 3 dd 2x cosx + x” sinx 
(os »)°=-sin x = 4x° cos” x +3x* cos” x(-sinx) = 


cos? x 


: x(2cos x + xsinx 
= x° cos? x(4cosx — 3x sin x) = ) 


cos? x 


2) 


b) Calculons l’équation de la tangente à la courbe de y = eu point P(r, -r). 
x 


- dy . T(2CoST + TsinT) | T(2 (-1) + x(0)) - 


= -2T 
; 2 
tan(r,-T°) dx pre cos? T (-1) 


En remplaçant x par x et y par -T dans y = -27x + b, nous trouvons b = r, 
d’où y = -27x + T°. 


Déterminons la dérivée de fonctions composées de la forme H(x) = cos f (x). 


Théorème 9.4 Si H(x) = cos f (x), où f est une fonction dérivable, alors H”(x) = [-sin f ()] f” @). 


La preuve est laissée à l'élève. 
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HEUAEWA Calculons . et f” (x) si y = cos” (x* + 1) et f (x) = cos (x sin x). 
Ê 


a) ue ([cos(x* + 1)P) 
dx 


(car cos°(x* + 1) = [cos (x* +1)]°) 


= 5[cos (x* + D]* [cos (x* +1)]’ (dérivation en chaîne) 
= 5[cos (x* + 1)I* [-sin (x* +1)](x* +1) (car (cos f (x)) = [-sin f (x)]f’(x)) 
= 5[cos (x* +1)]* [-sin (x* +1)]4x*° 


= -20x° cos“ (x* + 1) sin (x* +1) 


b)'FO)= cos Ganx)| 


= [-sin (xsinx)] (xsinx) (car (cos f (x)) = [-sin f (x)]f” (x)) 


= [-sin (xsin x)] (sin x + x cos x) 


EXERCICES 9.1 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 


+2x 


4 
a) f@) =x sin x b) g (0 = = 


Sin x 


5 
- cos x 
A d = 
c) x(f)=,/sinf ) y ( eu ) 


e) f@)=e +sinxcosx f) f(x)= sue 
cos x 
— 
£) v@= SE h) h(x) = sin x — cos° x 
3 
i) JOEE j) g(@)=In (cos x) 


2. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 


a) f(@ = sin (7x-1) b) g(n = cos (3 — r) 
3u +4 sin X 

© eu = cos n ) d) f(x) = PRE 

e) f(x) = LE f) v@=cos" (3 +4) 


g) f @) = sin° (5x? — 7*) h) f@) = [cos (x cos x)]’ 
i) f@ = x sin’ +1) j) f(@) = cos? 50+ sin? 50 
k) f (@) = sin x? — 4 cos (x — x?) 


1) f @) = sin (cos x) + cos (sin x) 


3. a) Calculer la pente de la tangente à la courbe de 


372 


i) f(x) =, au point P(r, f @): 


cos 
x? 


ii) v(f) = 6sin* (2) au point Q(n, v(n)). 
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b) Déterminer l'équation de la tangente à la courbe de 
i) f@=2x" + sin 2x, au point R(O, f (0)); 


ii) x (#) — cos? (2) au point [%. (5) 


… Soit f( = sin 2x, où xe [0, x] et g(x) = cos, où 


xe [0,67]. 
Déterminer les points de la courbe où 
a) la tangente à la courbe de f est horizontale ; 


b) la tangente à la courbe de g est parallèle à la droite 
d’équation x + 6y= 1. 


. Soit f (x) = sin x et g(x) = cos 4x. Calculer: 


a) f 90) et g °°); 
b) F9 et g °(); 
0) F0) et g 0): 
d) F0) et g (x. 


cos h—1 


in A 
6. Sachant que lim | et lim ———=0 , utiliser 
n0 h 


h—0 
les théorèmes sur les limites et certaines identités trigo- 
nométriques pour évaluer les limites suivantes. 


: s:. 2 

.  Sin3x . Sin x 
a) im —— b) lim 

x—0 x x 0 X 

2 

. cos" x] .. 1—-cos 5x 
c) lim sr d) lim ——— 

x—0 X x—0 X 


9.2 Dérivée des fonctions tangente, cotangente, 


sécante et cosécante 


Objectifs d'apprentissage 

À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions (tan f(x)’ = (sec° f (x) f’ 
contenant des fonctions tangente, cotangente, sécante et cosécante. (sec f () = (sec f (0 tan f GO) f’ (0 
(ot f(Y = (-csc° f (D) F0) 

(sc f() = (esc f X cot f (0). f” (x) 


Plus précisément, l’élève sera en mesure: 


° de démontrer la règle de dérivation pour la fonction tangente ; 


° de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la 
forme tan f (x); 


° de démontrer la règle de dérivation pour la fonction cotangente ; 

° de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme cot f (x); 
° de démontrer la règle de dérivation pour la fonction sécante ; 

° de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme sec f (x ; 
+ de démontrer la règle de dérivation pour la fonction cosécante ; 

° de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme csc f (x). 


Dans cette section, nous allons démontrer des formules permettant de calculer la déri- 
vée de fonctions contenant les fonctions tangente, cotangente, sécante et cosécante. 


Dérivée de la fonction tangente 


IL Y A ENVIRON 400 ANS... 


Les termes «tangente» et «sécante» apparaissent en trigonométrie en 
1583, dans un livre de Thomas Finck (1561-1656). Auparavant, on les dési- 
gnait par des expressions faisant référence à l’ombre d’un bâton. Ainsi, le 
mathématicien et astronome arabe al-Biruni, qui s’intéressait aux cadrans 
solaires, utilisait, respectivement, en référence à l’angle en B, les expres- 
sions «ombre renversée » et «hypoténuse de l’ombre renversée ». On com- 
; prend l’origine de cette terminologie en regardant la figure ci-contre, où AC 
Al-Biruni (973-1048) est l'ombre renversée et AB, l’hypoténuse de l’ombre renversée. 


FéSoleil Mur 


La représentation graphique ci-contre est une 
esquisse du graphique de f (x) = tan x, où 


| f(x)=tanx 
T 
dom f = IR\ PERD soùkezZ et 


ima f = IR. 


C’est une fonction périodique de période tr. 
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2 / _— 55 T 
Vérifions, en évaluant la limite appropriée, que la droite d’équation x = 5 est une 


asymptote verticale de la courbe de f. 


Him tanx= lim lim tanx = lim 


sf «(5 cosx CCE 


; ; : T ; 
D'où la droite d’équation x = es est une asymptote verticale de la courbe de f. 


_— -3T 
De façon analogue, nous pouvons vérifier que les droites d’équation..., x = FE 
-T 37 ; ; 
X = où X = D * .…., Sont également des asymptotes verticales de la courbe de f. 


. L | LR . 
D'où les droites d’équation x = (2k + dre où k E Z, sont les asymptotes verticales de 


la courbe de f. 
Théorème 9.5 Si H(» = tan x, alors H” (x = sec? x. 
Preuve 
. , 

sin x 
H'()= (na) = | ) 

COS X 

_ (sinx) cosx — (cos x) sinx 
COS + 
_— COS XCOSX — (-sinxX)sinx ns 
(sin x) = cos x = : (théorèmes 9.1 et 9.3) 
cos” x 


_ cos? x + sin? x 
(cos x) = -sinx = —————————— 


cos? x 
1 G) GBA 
= : (Cancoseresmen—|) 
COS x 
à 1 
= sec” X car = EC 
COS x 


DOUMAUEME Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


dr br tan r 
d : ’ 
_ = (VX) tanx+ x (tanx) Ÿ  x/(D=((tanr)  (cartan‘r = (tan) 
À | 
(tan x) = sec? x = 1 tan x + V/x sec? x = S(tant)“* (tant) (dérivation en chaîne) 


2/x 


à, à 
RER = Stan*tsec?t (théorème 9.5) 


2x 
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Théorème 9.6 


Théorème 9.7 


Déterminons la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = tan f (x). 


Si H (x) = tan f (x), où f est une fonction dérivable, alors H” (x) = [sec° f @)] f’ Go). 
La preuve est laissée à l'élève. 


DOUUEBA Calculons f’(x) et æ si f (x) = tan (x° + 4x) et y = tan“ (sin x). 


a) f(x) = [sec*(x° + 4x)I(x° + 4x) (car [tan f (x) = [sec? f (x)1f"(x)) 
= (3x? + 4)sec?(x° + 4x) 


b) . = ([tan (sinx)]*) 


= 4 [tan (sin x)f [tan (sin x) (dérivation en chaîne) 
= 4 [tan (sin x) sec?(sinx) (sinx) (car [tan f (x)J = [sec° f (x)]f” (x)) 
= 4 [tan (sin x)] sec?(sinx) cosx 


= 4 cos x tan (sin x) sec”(sin x) 


Dérivée de la fonction cotangente 


La représentation graphique ci-contre est 
une esquisse du graphique de f (x) = cot x, 
où 


domf=IR\{kr},;oùkeZ'et 
ima f=IR. 


f@=cotx 


C’est une fonction périodique de période Tr. 


En évaluant les limites appropriées, nous 
obtenons que les droites d’équation..., 
X=-H,X=0,x= 7, x = 27, ..., sont des 
asymptotes verticales. 


D'où les droites d’équation x = kn, où k e Z, sont les asymptotes verticales de la 
courbe de f. 


S1H(0— cor x dors At) cer 


La preuve est laissée à l'élève. 
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soit f(x) = —— et g(u) = In (cotu). Calculons f’ (0 et g”(u). 


cot x 


(e*} cotx — e*(cot x) 


1 
AG) b) g’(u) = ——(cotu) 
f"@) Con) ) g’(u) a ) 
% motte 2, 
(cot x) = -csC? x = RCD RASE) : = nes csc? u) 
(cot x) 
__e*(cotx + csc? x) _-csc?u 
(cot x) cotu 


Déterminons maintenant la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = cot f (x. 


Théorème 9.8 Si H (x) = cot f (x), où f est une fonction dérivable, alors H” (x = [-csc° f ©] f” Go). 
La preuve est laissée à l'élève. 


Hu A Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 
a) y= cot(x* +e*) 


. = [-csc?(x° + e*)](x° +e*) (car [cot f(x)T = [-esc? f(x)1f/(x)) 
X 


= [-csc/(x° + e”y](ex"! + e*) 
Det) = cor ssmzr) 
2) = (Lots sin2r)) (car cot° f (x) = [cot f (x)F) 
= 3(cot(x* + 5 sin2x))(cot(x* + 5 sin2x)) 
= 3 cot°(x* + 5sin2x)[-csc?(x* + 5sin2x)](x* + 5sin2x) 
= -3(4x° +10 cos 2x)[cot’(x* + 5 sin2x)][esc?(x* + 5 sin2x)] 


Dérivée de la fonction sécante 


IL Y A ENVIRON 1000 ANS... 


Les fonctions sécante et cosécante ne commencent à être exploitées qu’au xv° siècle. Pourtant, 
elles avaient soulevé l’attention de l’astronome et mathématicien perse Abu’l Wefa. Mais, que 
ce soit en astronomie ou en arpentage, on ne leur avait trouvé aucune application véritable. Au 
xv° siècle, dans le nouveau contexte des grandes explorations, elles se révélèrent précieuses 
dans le calcul de tables pour les navigateurs. 


Abu'l Wefa (940-998) 
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La représentation graphique ci-contre est une 


esquisse du graphique de f (x) = sec x, où D 
dom f = R\Î@k+ D} oùkez u 


Le = sec X 


ima f= ]-c, -1] U [1, +oof. 


C’est une fonction périodique de période 2t. | [\ | [Y 
De plus, les droites d’équation x = (2k + DS où k eZ, sont les asymptotes verticales 
de la courbe de f. 
Théorème 9.9 Si H (x = sec x, alors H ” (x) = sec x tan x. 
Preuve 


l ) _ (1)cosx— (cosx) (1) 
COS X È 


H”(x) = (sec x) = ( - 

COS x 
(cos x)’ = -sin x = ue, (théorème 9.3) 
COS x 


sin X 


cos? x 


-[ 1 (2 
cos x /\ cos x 


= sec x tan x 


Exemple 1 Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) y= 5e" +x"secx ! b) f)= sect x 
y = 5e **(-3) + (x°) secx + x*(secx) HONG ON 
(sec x) = sec x tan x = -15e* +5x*secx+x’secxtanx : = 8 (sec x)’ (secx) 


= 8 sec’ x [secxtan x] 


= 8 sec xtan x 


Déterminons la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = sec f (x). 


Théorème 9.10 Si H(x) = sec f (x), où f est une fonction dérivable, alors 
H”@) = [sec f (x) tan f ()] f” CO. 


La preuve est laissée à l'élève. 
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Exemple 2| Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 
a) y= sec(e*) 
y’ = [sec(e”")tan(e”")](e") (car [sec f (x)f = [sec f (x)tan f (IF (0) 
= 2e sec(e”*)tan(e”*) 
b)_ f(x) = \/sec (sin?) 


LC) = CeC(Inee ae), 


1 : = : re ” 
— (sec (sinx?)) l/?(sec (sin x?))’ (dérivation en chaîne) 
2 


1 
7 2(sec(sinx2))? [sec (sinx?)tan (sinx?)](sinx?) (théorème 9.10) 
Sec (Sin x 


sec (sin x°) tan (sin x?) (2x cos x?) . 
= (théorème 9.2) 


2,/sec (sinx°) 
xcosx? tan (sinx?) ,/sec(sin x?) 


Dérivée de la fonction cosécante 


La représentation graphique ci-contre est une 


esquisse du graphique de f (x) = csc x, où |} 
Ii à 


dom f= IR\{kn}, où ke Z'et  : 
ima = J-c, -1] U [1, +ool. _ PUR 
C’est une fonction périodique de période 27. \ [ [\ 


De plus, les droites d’équation x = kn, où k e Z, sont les asymptotes verticales de la 
courbe de f. 


y 


D|a 


Théorème 9.11 Si H(x) = csc x, alors H”(x) = -csc x cot x. 


La preuve est laissée à l'élève. 


E DOUAEME Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) fH=cscx b) f(x) = (Inx)(cscx) 
MODELES f'(x) = (Anx) (cscx) + (In x) (cscx) 
= 7(esex)(esex) L cscx + (Inx)(-cscx cot x) 
(csc x)’ = -csc x cot x = 7(csc° x)(-csc x cot x) 
: cscx 
= -7csc? x cot x ! = — (Inx)csc x cot x 
È X 
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Déterminons la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = csc f (x). 


Théorème 9.12 Si H (> = csc f (x), où f est une fonction dérivable, alors 
H°@9 = [-csc f (X) cot f QI F” Co. 


La preuve est laissée à l'élève. 


DOUX Calculer = et = si y = csc (4 — tan x) et x(f) = 3cscr. 
IX A 


a) = = [-csc (4* — tanx) cot (4* — tanx)](4* —tanx) (théorème 9.12) 
ie 


= -(4* In4 — sec? x) csc (4* — tan x) cot (4* — tan x) 


1 , 
b) = = 3 sc) (cscer"?) (car x(r) = (cser'/2)!/3) 
1 , 
= 3 (sc 1e) técot eee (théorème 9.12) 


_ -Vcsc t cot Vf 
6/1 


EXERCICES 9.2 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 3. Calculer les dérivées suivantes. 
t ”r : = 3x 
a) Tor tan x b) g(x) = — a) f (, si f X) xX+e + tan x 
€ b) g” (x), si g (x) = sec 2x 
x+2sinx 
c) f(H)= Jcott DUR =—— 
Scotx 4. a) Déterminer l'équation de la tangente à la courbe 
2 : à 
Side * ue f) x(@)= FR pe] f@) = tan x, au point (0, f (0)). 
x b) Calculer la pente de la tangente à la courbe de 
3 5 UN 
g) f@O=(œ+cosx cscx h) f(x) = —_ + _ 1) g(x)= sec(5). au point Ce): 
4 7 2 2 \2 
: , {0 TT). 
2. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. li) x = fcotf, au point 2° x mi : 
= x —_ 7 
a) fO=tan(3+tanx bb) f=5 sec (x +1) 0 Me point[E,#[2)) 
c) g( =9 csct- csc 7 d) f @) = (@° + log x) cot x” 6 
6 
€) y= se f) f@ = tan x + tan x 5. Démontrer les théorèmes 9.7 et 9.11 : 
csC x 


: a) sif (@ = cot x, alors f’(x) = -csc? x; 
g) f (u) = cot (cot w°) h) f(x) = sec 3x cse(À) b) si f (x) = csc x, alors f’ (x) = -csc x cot x. 


i) f(@)= sec (sec V6) ) f(x)= Vsec x + sec x° 


k) f (x) = x + cot (tan x) D g(=x+cotx tan x 
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9.3 Applications de la dérivée à des fonctions 


trigonométriques 


Objectifs d'apprentissage 


A la fin de cette section, l'élève pourra résoudre divers problèmes contenant des fonc- 
tions trigonométriques. 


Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


+ _d’analyser des fonctions contenant des fonctions trigonométriques ; 
°_ de résoudre des problèmes d'optimisation contenant des fonctions trigonométriques ; 


° de résoudre des problèmes de taux de variation liés contenant des fonctions 
trigonométriques. 


IL Y A ENVIRON 200 ANS... 


Les fonctions trigonométriques sont omniprésentes en physique. Après les travaux de Joseph 
Fourier sur la représentation de fonctions par une somme infinie de fonctions sinus ou cosinus, 
elles deviennent encore plus indispensables. Par exemple, aujourd’hui, les séries trigonométriques 
sont à la base des systèmes de communication, où une même onde porteuse peut contenir 
plusieurs signaux simultanés pouvant être distingués au moment de la réception. 


Joseph Fourier 


(1768-1830) 
Certains phénomènes naturels peuvent être représentés par des courbes qui ressem- 
blent à des courbes sinusoïdales. 
Les thermostats électroniques sont plus précis. Températures moyennes observées à Dorval 
e Températures e Températures 
(30 dernières années) (de décembre 2011 à 
25 mars 2012) 
20°C 
& Thermostat &Température B Thermostat 
bimétallique de confort électronique 


= _ É = : H & 
SEFSSRSSESsS rés s 
DL ER ROTÉELERZ S ovuwE 


Dans cette section, nous utiliserons les propriétés des dérivées première et seconde 
pour faire l’analyse des courbes de fonctions contenant des fonctions trigonométri- 
ques. De plus, nous allons résoudre des problèmes d’optimisation et des problèmes de 
taux de variation liés contenant des fonctions trigonométriques. 
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Analyse de fonctions trigonométriques 


HOUUEME Analysons f (x) = x — cos x, où x e [0, 27]. 
Analysons cette fonction. 


1. Calculons f ’ (x) et déterminons les nombres critiques de f. 
f@=1+sin x, où domf”= ]0, 2x! 


fr =0, si x = 2; 
7) 
HGnexste pas son: 27 
re 3T Fe 
D'où 0, Eu et 2x sont les nombres critiques de f. 


2. Calculons f ” (x) et déterminons les nombres critiques de f’. 
f” @) = cos x 

T 3T 

7 (9 = 0, si x = — ou x = —; 

f7@ s 5 


f” @) est définie V xe 10, 2x. 
D'où : et . sont les nombres critiques de f”. 


3. Construisons le tableau de variation. 


max. 


Fe. : (27, 2x -— 1) 


TT 37 
£ 0 = — 2 
“5 2 : T 
(x) À + + + 0 + 
f'@ À 0 _ 0 + 
T 37 
-l a — À — 72 2ñr- 1 
f U : N : N T 
E. G (0, -1) (3 2) (# = Phne À 1 
.G. Le F 0 À : F (27, 27 -— 1) 
min inf. inf max. 
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Du Analysons f (x) = 8 sin x — tan x, où x € HA 


“E] tan x = +c0 1. Déterminons, si c’est possible, les asymptotes verticales de cette fonction. 
lim .@ sin x — tan x) = +co | lim 8snx=-8et lim tanx= » 


2 
(3) É 
x | — x | — 
2 2 


: , : -T ; 
Donc, la droite d’équation x = Gi est une asymptote verticale. 


-T 
x |— 


fx) = tan x 


lim _(8 sinx — tanx) = -c | lim &8sinx=8et lim tanx= " 


T T 
LE 


X—| — Xi — 
2 2 2 


ne T ; 
Donc, la droite d’équation x = 5 est une asymptote verticale. 


ne ART 2. Calculons f” (x) et déterminons les nombres critiques de f. 
. 8 cos x—1 TR T 
Et) = 8 COS x — sec? x = EE, où dom ou — El 
cos" X SU) 


= 0 six roux = DMC est définie, Vxe HA 


TT T de 
D'où me et a sont les nombres critiques de f. 


3. Calculons f ” (x) et déterminons les nombres critiques de f’. 


-2 sin x (4 cos’ x +1 
f(x) = -8 sin x — 2 sec? x tan x = sin x (4 cos” x +1) 


cos” x 


f(x) = 0, si x = 0: f”(x) est définie, V x € HA 


D'où 0 est le nombre critique de f”. 


4. Construisons le tableau de variation. 


1 7 A L 7 

2 3 3 À 
HO = + + _ 0 u À 
DMC) À sn 0 = = = À 
f Â SU -33 ?7U | 0 2n 33 sn À 
EGINA 5 Æ 33 | 3 |@0) » (£. 343 | à \ 
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Problèmes d'optimisation 


Un triangle est inscrit dans un quart de cercle dont le rayon mesure 20 cm de manière que le 
rayon du quart de cercle soit l’hypoténuse du triangle. Déterminons la valeur de l’angle 0 qui 
maximise l’aire du triangle, si 6 est l’angle formé par l’hypoténuse et un des côtés adjacents 
à l’hypoténuse, et calculons cette aire maximale. 


1. Mathématisation du problème. 


Soit x, la longueur d’un côté du triangle, et y, la longueur de l’autre côté, 
où x et y sont en centimètres. 


A(x, y) = _ doit être maximale. 
Puisque cos 0 = _ alors x = 20 cos @et, que 
sin 0 = De alors y = 20 sin 6. 
20 


De A(x, y) = _ nous avons 


20 cos 8)(20sin 0 
A@) = { se : no (car x = 20 cos 0 et y = 20 sin 0) 


= 200 cos 6sin 0 


Donc A(8) = 200 cos 6 sin 6, où dom À = Lo :| 


2. Analyse de la fonction à optimiser. 
A’ (8) = 200 (-sin? 0 + cos’ 0) 
A’ (8) = 0, si -sin? @ + cos? 0 = 0, c’est-à-dire si 


sin? 0 = cos? 0 
tan 0 =1 a SUR = ue 


tan 0 = +1 


Puisque 0 € 10. al alors 0 = n Donc, 1 est un nombre critique de A. 


A’(8) n'existe pas, si 0 = 0 ou 0 = = 


T T 2 
Donc, 0, 4° et 3 sont les nombres critiques de À. 


On peut utiliser le test de la dérivée première ou le test 2 de la dérivée seconde, 


car . est le seul nombre critique de À sur | 0, : . tel que 4’ (8) = 0. 
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(w 


TEST DE LA DÉRIVÉE PREMIÈRE : TEST 2 DE LA DÉRIVÉE SECONDE 
Construisons le tableau de variation. Calculons la dérivée seconde. 
0 0 _ : A”(0) = 200(-2 sin 8 cos 6 — 2 sin @ cos 6) 
= -800 sin @ cos 0 
A’ (6) À 4 0 = À 
= li Nous avons a(à) = Det a) = -400 < 0. 
A A(0) 7 A3) Su A2) À 4 4 
4 À ; 
min max. min 


Donc, A[z)) est le point de maximum absolu de À. 


3. Formulation de la réponse. 


T 
L’aire du triangle est maximale lorsque 0 = — 


4 
T à 
Puisque A(0) = 200 cos 6 sin 6, alors af=) = 200 cos a sin n = 100. 


D'où l’aire maximale est de 100 cm’. 


Problèmes de taux de variation liés 


DOUÉ Une échelle de 6 m de longueur est appuyée contre un mur. Le pied 
de l'échelle au sol s'éloigne du mur à la vitesse de 0,5 m/s, et le 
haut de l'échelle reste appuyé contre le mur. 


a) Déterminons la fonction donnant le taux de variation de l’angle @ par rapport 
au temps f, où 6 est l’angle représenté dans le schéma ci-dessous. 


Soit x, la distance, en mètres, entre le pied de l’échelle et le mur. 


Puisque sin 0 = = alors x = 6 sin 6. 


« 
dx _ dx d _s À 
Sachant que — = — — (notation de Leibniz) 


dt d0 dt” De 
nous avons 

dx d : d0 

— = — (6 sin0) — car x — 6sin0 

HE nr — 
= 6 cos0 8, 

dt dt 
Dec ou EE 0,5 m/s | 

dt dt 
Taux de variation D'où 49 = | à 
di dt 12cos0 
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b) Déterminons ce taux lorsque le pied de l'échelle est à 3 m du mur. 
Lorsque x = 3, sin 0 = £. Ainsi, 0 = = 


_ a 
x =3 dt 


= ne = 0,096 rad/s. 
T 


Dot PE 
Le 12 cos : 


dt 


c) Déterminons la fonction donnant le taux de variation de l’aire du triangle 
par rapport au temps f. 


Soit x, la longueur de la base et y, la hauteur du triangle, où x et y sont en mètres. 


Soit A(x, y) = _ Paire du triangle. 


: . X : 
Puisque sin 0 = —, alors x = 6 sin 6 et que y 


6m ) 
6 A 
cos @ = ?, alors y = 6 cos 0. | 
6 Re ——— 


Ainsi, A(8) = —— = 18 sin cos 6. 
Sachant que Le = Li de (notation de Leibniz) 
dt dO dt 
nous avons de = “3 (18 sin 6 cos 6) sé (car À = 18 sin0 cos 6) 
dt  dO dt 
dA 


— = (18cos° 0 — 18sin° 2 EE 
dt dt 


A 
0 lee 0) LEE. 
dt 12 cos 0 dt 12cos0 


dA __ 3(cos” 0 — sin’ 6) 


, exprimée en m’/s. 
dt 2 cos 0 


Taux de variation . D'où 
Fa 


T 
d) Calculons l’aire et le taux de variation de l’aire pour 0 = 6 


AfE)- 18 sin L cos = 18 :) V3 .D’où AE) = 3 
6 6 6 2) 2 6 2), 


2cos M 
2 
D'où A _ 3 m°/s. 
dt\ozT 2 
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EXERCICES 9.3 


1 


2. 


; : -T 
Soit f (x) = 3 + cos x, où x € al , 
Déterminer les intervalles de concavité vers le haut 
et de concavité vers le bas de f ainsi que son point 
d’inflexion. 


a) Démontrer que la fonction f, définie par f (à) = x + sin x, 
ne possède ni minimum ni maximum Ÿ x e IR. 


[() b) Représenter f (x) sur [-4x, 4x] et vérifier le résultat 


<2 
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obtenu en a). 
. à T 
Soit f (x) = tan x + cot x, où x E b. |. 


a) Déterminer le point stationnaire de f. 


b) Déterminer, s’il y a lieu, le minimum absolu et le 
maximum absolu de f. 


Pour chacune des fonctions f suivantes, construire le 
tableau de variation relatif à f” et à f” et esquisser 
le graphique correspondant. 


à fO=sint-<. où 1 €10, 2x] 


-T 3T 
b = Si —X, D xE —, — 
) f(x) = sin x— x, où x Ë = 


c) f(x) = sin x +cos x, où x e[0, 27] 


Un golfeur frappe une balle dont la vitesse initiale est 
de 40 m/s. 

En négligeant la résistance de l'air, la portée R, 

9 
v, sin 20 

en mètres, de la balle est donnée par R(8) = -———., 
où g = 9,8 m/s’, v, est la vitesse initiale exprimée en 
mètres par seconde et 8 est l’angle entre la trajectoire 
initiale de la balle et le plan horizontal. 


Déterminer l’angle 6, où 
T A 
OE |—,—| pour lequel 
É :l Ê 


la portée R est maximale. 
Calculer cette portée. 
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À l’aide d’une échelle, on veut atteindre le mur d’un 
édifice en s'appuyant sur une clôture de 2 m de hau- 
teur et située à 1 m du mur. Déterminer l’angle @ entre 
le sol et l'échelle, qui minimisera la longueur de l’échelle 
joignant le sol au mur. Évaluer la longueur minimale de 
cette échelle. 


Une boîte à fleurs est construite avec trois planches de 
1 m sur 20 cm. 


Déterminer l’angle 6, où 0€ k. à de façon que la 


capacité de la boîte soit maximale. 


20 cm 


Les planches aux extrémités de la boîte seront fixées 
seulement après que la capacité aura été déterminée 
et elles ne proviendront pas des trois planches déjà 
utilisées. 


Une caméra est posée sur le sol, à 200 m du lieu 
où s'élève verticalement un hélicoptère à la vitesse de 
90 km/h. 


200 m 


LE < D: 


Déterminer la fonction donnant le taux de variation de 
l'angle d’élévation 0 par rapport au temps fr: 


a) en fonction de l’angle 6; 
T 
b) lorsque 0 = —; 
) lorsq T 
c) lorsque la distance séparant la caméra et l’hélicop- 
tère est de 300 m. 


Une source lumineuse, située à 100 m d’un mur droit, 
effectue six tours complets chaque minute. 


a) Déterminer la fonction donnant la vitesse de dépla- 
cement du rayon lumineux sur le mur. 


b) Déterminer cette vitesse lorsque le rayon lumineux 
éclaire un point du mur situé à 400 m de cette source. 


c) Déterminer le minimum de la fonction vitesse éta- 
blie en a) et identifier le point qui est alors éclairé. 


Réseau de concepts 


FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES 


| 
| | 


Dérivée Dérivée 
de sin f(x) de cos f(x) 

Dérivée Dérivée Dérivée Dérivée 
de csc f(x) de tan f(x) de cot f(x) de sec f(x) 
Applications 
de la dérivée 


| | 


à Problèm 
Analyse Problèmes DPISURES 
2 HN de taux de 

de fonctions d'optimisation FUere 
variation liés 


Vérification des apprentissages 


Après l’étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices 


récapitulatifs et les problèmes de synthèse. EE 


Formules de dérivation des fonctions trigonométriques 


Compléter : 
(sin f @Y = (cos f X) = (tan f () = 
(sec f = (sc fQ) = (cot. f@)) = 


Vérification des apprentissages 387 


Exercices récapitulatifs 


es Biologie Æ® chimie (S) ncministration 4 Physique 


Exercices se réalisant à l’aide d'un outil technologique. 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à 
la fin du manuel. 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) f @) = sin 3x —3 sin x 
b) f(x) = In (cos 3x — cos” 2x) 
c) g(x)=sin (2"+ cos x) 
d) f(ô = tan ? +tan’t 
e) f(u)= cos (tan w°) 
f) f(@) = log (sec (3x* — 2e) 
30  cot30 
g) h(0)= or En 


DCE cot Vx + Vsec x? 
j) f)=e" sec2x 


: csc St 
j) x@= " 


k) f( = tan* 4x — sec° 7x 
1) gx) =12x" 9 sin 7x + csc (1 — x°) 


m) f (x) = sec (sin x) + sin (sec x) 


n) vO=e"$#-sinrcost 


o) f(x) = tan (x° — tan x’) 


x] 
p) f(x) = (2) 


q) v( = cos (E) 
cosf 


n) g()=e*" sin 4x 


sin X + COS X 
D LOVE 

sin x — COS x 

Sin X — XCOS X 
D) JE 


COS X + x sin X 


. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) f (&) = tan 5 - 3 sec x + sin‘ (-2x 


X 


b) f(x)= DE 
o 8(@= /x cot x 
d)_ f(x) =[x7 secvx |’ 


e) h(x) = sin” x cos* x 


f) f @) = log, (sin x) — x“ tan x” 
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g) f(0)= sin [tan (cos @)] 


h) f(x) = sec (sin x°) 


He XCos3x 

D x? +2 

: tane** 
TUE ——— 

D fo 1—cot2x 


LÉDESISEC (2) 3 cot (2) 
3 t 


DPÉDEUTT se[) 


m) f(u)= sin Vu 


n) g(x) = sin (cos x) + sin x cos x 
tan x? 

O} J)=—— 
X COS X 


p) (8) = sin? (8° + 1) + cos? (8° + 1) 
q) FX = In (cos 3x se nc 2 


1— sin @ 
1) “= | 


1+ sin @ 


s) f @) = A sin (kx — œf) + B cos (kx — œf) 
à f@=A sin (kx — œf) + B cos (kx — @f) 


. à) Sif (x) = cos x, compléter: 


Le 
 : au re) 
F7) SR er 

nt 
où k e IN*. 


b) Si g(x) = cos 2x, déterminer gx). 


c) Si H(x) = sin? 8x + cos? 8x, déterminer H° (x). 
3 


d) Si y = tan, déterminer _. 
t 


. Soit y, une fonction de x, telle que 


y = a cos x + b sin &@x, où a, bet HE IR. 
Démontrer que y” + @°y = 0. 


. Déterminer l’équation de la tangente et l'équation de la 


droite normale à la courbe de f définie par: 


a) f(x) = Es au point (3/(2)) : 
X 2 2 


ne int (© z)} 
A6) an au point [, [E 2 


ed) FPE co(à) au point (T, f (T)). 


6. Déterminer les points de maximum relatif et les points b) déterminer la pente de la tangente à la courbe de fau 


de minimum relatif de f, si: point: 
i) P(a, f (a); ii b, f (b)). 
Ra ce Æ ) P&f@);  DOSFE) 
D c) représenter graphiquement la courbe de f à l’aide du 


, 


: tableau de variation relatif à f” et à f”. 
b) f(8)= 8sin@, où 8e Lo z 


10. Une personne observe une masse attachée à un res- 


2 2 : 2 . . 
C) ro =sin(r-À) (1-2) oùre J0, rl. @) sort qui se déplace verticalement selon la fonction 
2 2 3 sin 21+ cos 21 
DOS DE TE 


7. a) Déterminer les intervalles de croissance et les inter- es T ù 
Rae € 2e où est en secondes et y, en mètres. 
valles de décroissance de f, si fest définie par À 


es : a) Représenter graphiquement la courbe de y, où 
fa) = tan SRE, où x € 1-2, 2 RCE Ca. 


te [0s,20sl]. 
b) Déterminer les intervalles de concavité vers le haut b) Déterminer la distance Se le maximum absolu et 
et les intervalles de concavité vers le bas de f, si le minimum absolu de la trajectoire de la masse. 


Er c) Déterminer à quels instants la distance entre deux 
f@) =2 sin x — sin x cos x, où x € E :| sommets consécutifs sera inférieure à 1 m pour la 
première fois ; calculer cette distance. 
8. D'une montgolfière, on laisse tomber une balle. La dis- 
tance entre la balle et le sol est donnée par 11. Dans une salle de dimension 20 m sur 60 m, on installe 
y) = 80 — 4,97, où y est en mètres et f, en secondes. une caméra de surveillance rotative au centre d’un des 
murs de 60 m dans le but de surveiller le mur opposé. 


2% = 


< 60 m > 


a) Si l'angle @ varie à une vitesse constante de 1,5 rad/min, 
déterminer la vitesse de déplacement du point S, 
en m/s, lorsque : 


P à i) @=0; ii) 0 = 45; 
iii) S est au centre entre A etB; 
L’angle d’élévation du soleil par rapport au sol est iv) S est à 1 m de B. 


de 40°. 


a) Déterminer à quelle vitesse se rapproche l’ombre P de 
la balle du point S lorsque la balle est à 


b) Si le point S se déplace à une vitesse constante de 
0,7 m/s, déterminer la vitesse de variation de 0 en 
rad/min, lorsque : 

1) 40 m du sol; 11) 20 m du sol. i) @=0°; ii) 0=45; 

b) Déterminer à quelle distance du sol se situe la balle ii) SestàS5mdeA; iv) Sestà5mdeB. 

lorsque l’ombre se déplace à une vitesse de 45 m/s. 


12. Analyser les fonctions suivantes. 


9. Soit fo) = e* cos x, où x dE | a) FO = sin? x, où x € [0,27] 
b) g = 2 cos (mx), où x € [-L, 3] 


Si le point P(a, f (a)) est le point stationnaire de f et u 
Q(b, f (b)), le point d’inflexion sur la courbe de f, c) f() = cos x + … oùxe [0, 2x]. 
a) déterminer: _. ; 
1) = Ù e 
i) tana; ii) tanb. Doro roùte [27 


e) x()=V3sinr+cost, oùre [0, x] 


f) f(@)=2 sin? 8 — cos’ 0.0 | 0, | 
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13. 


14. 


15° 


16. 


17 


©) 


18. 


390 


sinh 


Évaluer les limites suivantes sachant que lim ——=1. 
h=0 À 
in 2 
in Donne 
x—0 1-0 2tanf 
: sin 5u sin 8(0 —T) 
©) Tin ——— (Ge 
u—0 sin (-4u) 97 tan3(0—7T) 
inf à = :) 
sin (X+7T 
e) lim f) lim us) 
xT nm-2x x 0 x 


2 


Soit un triangle rectangle. 


a) La somme des longueurs de l’hypoténuse et d’un 
autre côté est 8. Déterminer l’angle entre l’hypoté- 
nuse et ce côté pour maximiser l'aire de ce triangle. 


b) Peut-on généraliser ce résultat si la somme des lon- 
gueurs de l’hypoténuse et d’un autre côté est S? 


S1 les côtés congrus d’un triangle isocèle 


a) mesurent 5 cm de longueur, déterminer l’angle entre les 
côtés congrus pour que l’aire du triangle soit maximale; 


b) mesurent a centimètres de longueur, déterminer la lon- 
gueur de la base pour que l’aire du triangle soit maximale. 


Déterminer le point sur la courbe définie par f (x) = cos x, où 
xe ]0,2nf, tel que la pente de la tangente à la courbe est 


a) maximale; b) minimale. 


Soit f (x) =sinx, où 0<x<T. 


Déterminer l’aire maximale du rectangle situé entre la 
courbe de f et l’axe des x. 


Un train T avance vers G. 


Si Lyne (L) est à 20 m de G et si le train avance à la 
vitesse de 18 km/h, déterminer : 


1 
| 


TT G 
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19. 


20. 


21. 


22. 


a) la fonction donnant le taux de variation de @ par rap- 
port au temps; 


b) le taux de variation de 6 lorsque le train est à 
1) 300 m de Lyne; 1i) 100 mde G. 


On forme un cône en enlevant d’un disque de rayon 
r centimètres un secteur circulaire d’angle 6. 
Déterminer l’angle @ pour que le cône formé ait un 
volume maximal. 


La longueur de l’hypoténuse d’un triangle 
rectangle croît à la vitesse de 4 cm/s. L 
Calculer la vitesse de variation: À 
a) de la base b du triangle lorsque 
DL = Sc = 95 Gi. 
b) de l’aire du triangle lorsque 
1) = Scie 1) Le? CG. 


Un individu I se dirige, à la vitesse 
de 2 m/s, en suivant une trajectoire 
perpendiculaire à un mur long de 
40 m, vers un point P situé au centre 
de ce mur. 


<—40 m—> 


I 


a) Déterminer le taux de variation de l’angle © par rap- 
port au temps f lorsque 
T 
i) 0=—; 
À 5 
b) Déterminer l’angle @si 


11) L'est à 10 m de P. 


i) a = 0,1 rad/s; ii) de = 0,15 rad/s. 
dt dt 


On déplace une tige métallique droite en la faisant 
glisser sur le plancher d’un corridor qui tourne à angle 
droit et dont la largeur passe de 4 m à 3 m. 


Ts 


4m 


Déterminer la longueur de la tige la plus courte qui 
touche simultanément A, P et B ainsi que l’angle @ 
correspondant. 


23. 


24. 


On doit suspendre une lampe au-dessus du centre d’une 
table carrée dont l’aire est de 4 m°. On sait que l’inten- 
sité de la lumière à un point P de la table est directe- 
ment proportionnelle au sinus de l’angle que forme le 
rayon lumineux avec la table et inversement propor- 
tionnelle au carré de la distance séparant la lampe du 
point P. Déterminer à quelle hauteur la lampe doit être 
suspendue au-dessus de la table pour que l’intensité de 
la lumière soit maximale à chacun 


a) des coins de la table; 

b) des points milieux des côtés de la table. 

Une personne P observe deux automobiles, A et B, qui 
roulent respectivement à des vitesses de 80 km/h et de 
100 km/h. Calculer le taux de variation de l’angle 0 par 


rapport au temps lorsque À est à 100 m de C, et B, à 
70 m de D. 


50m 


Problèmes de synthèse 


1. 


3. 


Calculer ce si: 
dx 


a) sin y = cos x 

b) tan (y°) = y sin (3x°) 
c) cot(x+y)= 6" + y 
d) csc x + sec y = x°y° 
e) cos y =x"y" + sin 2x 


sin x 
f) 
cos 


= In (xy) 
y 


sin x 


g) y=x 


4 
h) 2 nee | 


(2 +e*}sin° x 


. Déterminer l’équation de la tangente à la courbe définie 


par tan x + cot y = + au point fo 2) 


1 
1+x° 


; d 
Démontrer que si tan y = x, alors _ = 


25. Les ailes d’une éolienne tournent à la vitesse constante 


de 2 tours/min. 


Sachant que la longueur des ailes est de 5 m, et qu’un 
pigeon s’est perché à l'extrémité d’une de ces ailes: 


a) déterminer la hauteur et la vitesse de variation de 
la hauteur du pigeon, par rapport au temps, pour les 
valeurs de 6 suivantes : 

1) Gest ii) 8 =90° iii) 0 = 180° 

b) déterminer les valeurs de 0 de manière que la vitesse 
de variation de la hauteur du pigeon, par rapport au 
temps, soit de 0 m/min; 

c) déterminer la hauteur du pigeon lorsque la vitesse de 
variation de la hauteur, par rapport au temps, est de 
107 m/min. 


. Déterminer la valeur de k et la valeur de a pour que les 


fonctions suivantes soient continues sur IR. 


; , T 
Sin x Si X < — 
2 
à (=) 4 si x= 
2) 
( à) : T 
Car CON Si > 
2) 2 

sin 40 De 

0 
b) g(8)=4 k si 0=0 
eo 
a 0 
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5. Soit la représentation ci-dessous, où CB est tangent au 

cercle de rayon 1. 
Évaluer les limites suivantes. 
. aire du secteur AOB 
a) lim : 
80 aire AAOD 
. aire ACOB 
DD 
80 aire AAOB 
longueur arc AB 
c) lim Ces 
8—0  Jongueur AD 

6. Soit un triangle équilatéral dont les côtés mesurent 
40 cm. De chaque sommet, on découpe un quadrilatère 
tel qu’il est indiqué sur la figure ci-dessous. 
Déterminer le volume maximal de la boîte (sans cou- 
vercle) obtenue en relevant les trois côtés. 

7. Pour chacune des fonctions suivantes, construire le 
tableau de variation relatif à la dérivée première et à la 
dérivée seconde, et esquisser le graphique correspon- 
dant. Vérifier la pertinence de vos résultats à l’aide d’un 
outil technologique. 

2+sint 3T 
a) vV()=—————,oùt1e|0, — 
2—sint 2 
: : 2 -T 
b) f(x) = 2sin x+sin 2x, où xe E | 
COS x : -T 37 
C) g(x) = ———, où x E[-n, 2r]\< —, — 
1+sinx D 
sinO . 
d) f(0) = 2 , Où 0€ JO, +ol 
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9. 


e) f(x)= In (cos x), où x e FE 2 


f) f(x)=e"sinx-l,oùxel[-r,r| 


8) f)= où x [0,7] 
e 


Une personne qui avance trois fois plus vite en mar- 
chant qu’en nageant veut partir du point A et arriver 
au point C, ces points étant situés sur un diamètre du 
cercle. 


a) Déterminer la position du point B qui minimisera le 
temps nécessaire pour aller de A à C. 


b) Déterminer la valeur de l’angle 0 qui maximisera 
le temps nécessaire pour aller de À à C. 
C 


E 


A 


La position x d’un corps oscillant en mouvement har- 
monique simple sur un axe horizontal est donnée par 


1 TT 
x(t) = —cos| Tt+— |, 
= pcos( + À) 


où f est en secondes et x est en mètres. 


a) Déterminer l’amplitude et la période du mouvement 
de ce corps. 


b) Calculer la vitesse v et l'accélération a du corps. 


c) Déterminer la position, la vitesse et l’accélération 
du corpsàf=1s. 


d) Calculer la vitesse moyenne du corps sur [0 s, 1 s]. 
e) Déterminer le déplacement Ax du corps sur [0 s, 1 s]. 


f) Déterminer la distance parcourue par le corps sur 
[0 s, 1 sl]. 


Une particule qui se déplace sur un axe horizontal est en 

mouvement harmonique simple lorsque sa position x 

par rapport à la position d'équilibre varie en fonction du 

temps f selon la relation x() = A cos (œt + @), où fr est en 

secondes, x est en mètres et À, æ et @ sont des constantes. 

a) Déterminer les valeurs maximales de la vitesse v et 
de l’accélération a d’une particule en mouvement 
harmonique simple. 


b) Exprimer a en fonction de x. 


: (x 14. Soit le triangle ci-contre. 3cm x 
11. Une particule se déplace sur la courbe y = sin| — |, : : re 
6 Déterminer le taux de variation À 


où xe [0,37]. 5cm 


a) du côté x, par rapport au temps, si le taux de variation 
de l’angle @ est de 0,4 rad/min lorsque 0 = : : 


b) de l’angle 6, par rapport au temps, si le taux de varia- 
tion du côté x est de -3 cm/min lorsque x = 6 cm. 


15. Soit le triangle ci-dessous, où . = 2 cm/min. 
1 


Déterminer : 


d0 ; y x 
a) — en rad/min 
Si l’ordonnée des points de la courbe varie à une vitesse dt . 1 0 SU 
de 0,5 cm/s, calculer lorsque = 30°; 9 cm 
a) la vitesse de variation de l’abscisse lorsque b) 2 lorsque 0= 45°. 
dt 
1) fes 1) V = >>. : 
2) 16. Trois bateaux, À, B et C, partent C B 
b) la vitesse d’éloignement du point P(x, y) de la courbe ë ee on 280 SAVENT ES ESS 
Arr me illustrés ci-contre. 
par rapport à l’origine lorsque x =7; 60° 
c) la vitesse d'augmentation de l’aire du triangle OPR à À 60° À 


de 20 km/h et celle du bateau C, de 
32 km/h, calculer la vitesse à laquelle varie, après 
d) la vitesse de variation de l’angle @ lorsque x = r. 15 min, la distance séparant les bateaux : 


a) AetB b) Bet C c) AetC 


lorsque y = de, 
2° 


12. La position y d’une voiture contournant des cônes est 


Lors W T 
#7 donnée par y({) = S sin E w) où W est la largeur de 17. Soit f(x) = Vx—4 et la droite D joignant l’origine à 
2 L un point P quelconque de f. Déterminer le point P qui 
la voiture, v est la vitesse de la voiture, constante pour maximise l’angle 0, où 0 est l’angle entre D et l’axe 
un essai, L est la distance en mètres entre les cônes, et des x. Évaluer cet angle maximal. 


test en secondes. 


18. a) Déterminer l’angle 0 entre la hauteur et l’apothème 
du cône circulaire droit de volume maximal inscrit 
dans une sphère de rayon r. 


y) = Fi sin( vr) b) Déterminer le volume maximal. 


a) Déterminer, en fonction du temps, la vitesse latérale 19. Soit deux automobiles, A et B, se dirigeant vers le nord 


v, de la voiture. #3 à des vitesses respectives de 13 m/s et de 25 m/s. 
b) Déterminer, en fonction du temps, l'accélération 


latérale a, de la voiture. 


13. a) Une jardinière veut transplanter des fleurs dans un 

parterre dont la forme est un secteur de cercle. Si Dal 
l’on estime qu'il faut une superficie de 97 m° pour US 
transplanter ces fleurs, déterminer le rayon r et <—— 600 m—+> 
l'angle @ du secteur, en radians et en degrés, pour = 800 m = 
que son périmètre soit minimal. 

: : : : ; ; n CP k 

b) Répondre aux questions posées en a), si la superficie Déterminer Fri après : 
ÿ; 


est de À mètres carrés. 
a) 165; b) 325. 
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20. La figure ci-dessous représente un système de mani- Supposons qu’un rayon lumineux doive se propager de 


Lee velle, où la distance d'entre M et P est constante. Soit x, P à Q, P étant dans le milieu 1 et Q, dans le milieu 2. 
ii la distance entre O et P. Les points P et Q sont respectivement aux distances a 


et b de la surface de séparation. La vitesse de la lumière 
est v, dans le milieu 1 et v,, dans le milieu 2. 


a) Exprimer PR et QR en fonction de a, b, d'et x. 


b) Soit T,, le temps pour passer de P à R, et T,, le temps 
pour passer de R à Q. Exprimer T, et T, en fonction 
a) Exprimer l’abscisse du point P en fonction de 6. de PR, QR, v. et v.. 


b) Exprimer dx en fonction de de c) Exprimer 7, où T =T, +T, en fonction de la variable 
di x et des constantes a, b, d, v, et v.. 


d) Démontrer qu’en posant . = (, nous pouvons obte- 


21. Selon le principe de Fermat énoncé par Pierre de x 


ù Fermat, le trajet d’un rayon lumineux entre deux points 2 
quelconques P et Q est le parcours qui prend le moins nir la Loi de Snell, c’est-à-dire ——=—. 
de temps. sing, 


e) Utiliser le test de la dérivée seconde pour démontrer 


PEER . aT 
qu’il existe un minimum lorsque en = (. 


22. Au numéro précédent, on a démontré qu’un rayon lumi- 
neux traversant deux milieux différents obéit à la loi 


suivante : 

sin® y, : . à 

——— = — (Loi de Snell), où — est le rapport entre la 
sin, y, V 


vitesse de la lumière dans les deux milieux respectifs. 


Nous allons voir comment utiliser le principe de 
Fermat pour établir la loi de la réfraction, appelée «Loi 
de Snell», attribuée à Willebrord Snell (1580-1626). 


Milieu 2 


: Da ; d@ 

a) Si l’angle d’incidence @ varie au taux de 7 
t 

déterminer la fonction donnant le taux de variation 


de l’angle 6, par rapport à . 


b) Dans le cas d’un rayon lumineux passant de l’air 


(milieu 1) à l’eau (milieu 2), = 1,33 Déterminer 
Lo 


le taux de variation de l’angle 6,, si l’angle @, croît 


au taux de 0,2 rad/s lorsque 8, = = 
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Fonctions trigonométriques 
inverses 


fonctions trigonométriques réciproques, communément ap- 

pelées «fonctions trigonométriques inverses». À la fin de 

ce chapitre, nous serons en mesure d'analyser quelques fonctions 

RE ; contenant des fonctions trigonométriques inverses, et de résoudre 

10.2 Dérivée des fonctions d bIè d'ontnisid Éd d ation Bé t 

Arc tangente et es problèmes d'optimisation et de taux de variation liés en rappOT 

Arc cotangente 403 avec des fonctions trigonométriques inverses. En particulier, l'élève 
pourra résoudre le problème suivant. 


Perspective historique e présent chapitre est consacré au calcul de la dérivée des 
Exercices préliminaires 


10.1 Dérivée des fonctions 
Arc sinus et Arc cosinus 


10.3 Dérivée des fonctions 
Arc sécante et 
Arc cosécante Dans un parc d'attractions, il y a une grande roue dont le rayon 
est égal à 20 m et dont le centre est à 22 m au-dessus du sol. 


Sachant que l’angle au centre de la grande roue varie au rythme 


10.4 Applications de la dérivée 
à des fonctions 
trigonométriques inverses d T di d 

Réseautde con nt e 1 radian par seconde : 

a) exprimer la hauteur, par rapport au sol, du siège S en fonction 


de l’angle 0; 


Vérification des apprentissages 
Exercices récapitulatifs 


Problèmes de synthèse b) déterminer la fonction v, donnant la vitesse verticale du siège 


en fonction du temps ; 
c) déterminer la fonction v, donnant la vitesse horizontale du 
siège en fonction du temps ; 


d) déterminer les valeurs de 0 lorsque la vitesse horizontale est 
nulle ; 


e) démontrer que v° + v? = C, où C est une constante, et évaluer 
cette constante ; 


f) évaluer v, et v, lorsque le siège est à 30 m au-dessus du sol. 


(Voir le problème de synthèse n° 6, page 420) 


10 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Les fonctions trigonométriques inverses 


istoriquement, l’idée de fonctions trigonomé- 

triques inverses apparaît dès qu’on commence à 

utiliser les tables de cordes (voir la perspective 
historique du chapitre 9). Dans son célèbre traité A/magest, 
l’astronome grec Ptolémée (vers 100-178 apr. J.-C.) calcule 
à plusieurs reprises la mesure inconnue d’un angle au centre 
d’un cercle connu à partir d'informations sur la corde déter- 
minée par cet angle. Il y arrive, après quelques transforma- 
tions, en utilisant sa table de cordes qui, pour chaque angle 
au centre dans un cercle de rayon 60, donne la longueur 
de la corde correspondante. En regardant dans la table 
l’angle correspondant à cette longueur de corde, il trouve 
la mesure cherchée de l’angle. Il a donc utilisé la table en la 
lisant «à l’envers », non pas de l’angle vers la corde, mais 
plutôt de la corde vers l’angle correspondant. Ptolémée a 
donc utilisé ce que nous pourrions appeler «la fonction Arc 
corde », l’ancêtre direct de l’Arc sinus. 


Même si cette lecture «à l’envers » d’une table de cordes, 
ou de sinus, se retrouve très souvent dans les travaux des 
astronomes, il faut attendre le xnr° siècle pour trouver une 
table donnant directement la valeur d’un arc de cercle en 
fonction de la corde qu’elle sous-tend. Cette table est plu- 
tôt rudimentaire. Les cordes vont simplement de 1 à 28, le 
rayon du cercle étant de 14 unités. Le mathématicien juif 
Abraham bar Hiyya (vers 1065-1145) a calculé cette table 
et l’a incluse dans son Livre de la surface et des mesures, 
rédigé en hébreu en 1116, pour aider ses coreligionnaires, 
français aussi bien qu’espagnols, à mesurer leurs champs. 
Né en Andalousie alors sous domination arabe, il a puisé 
au riche héritage scientifique du monde arabo-musulman, 
héritage dont il a fait profiter la Barcelone chrétienne où il 
s’est installé. Traduit en latin, ce livre connaîtra une large 
diffusion en Europe. 


Jusqu'au xvr siècle, on conçoit toujours les fonctions tri- 
gonométriques comme des segments dans un cercle de 
rayon donné. La révolution astronomique déclenchée par 
Copernic et Kepler et les discussions relatives à la réforme 
du calendrier julien entreprise par le pape Grégoire XIII 
incitent à obtenir une précision des tables de l’ordre de 10”7. 
Comme il n'existe pas alors de notations vraiment efficaces 
pour les calculs impliquant les fractions, les mathémati- 
ciens évitent celles-ci et basent leurs calculs sur des cercles 
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de rayon de 107 unités. Au début du xvir siècle, Napier, 
dans sa table de logarithmes, part d’un segment mesurant 
aussi 107 unités. L’usage des fractions décimales se répand 
progressivement par la suite et permet de se rendre compte 
des avantages à calculer les tables trigonométriques à partir 
d’un cercle unitaire. Cependant, on ne parle pas encore de 
fonctions trigonométriques inverses. Elles feront vraiment 
leur entrée sur la scène mathématique au moyen des séries 
infinies. 


Von 


Kepler à l'œuvre 


En Europe, l'intérêt pour les fonctions trigonométriques 
inverses se manifeste beaucoup plus tardivement. En 
décembre 1670, James Gregory (1638-1675) fait parvenir 
une lettre à la Royal Society de Londres dans laquelle il 
propose, entre autres, une série permettant de calculer Arc 
sinus. Un mois plus tard, dans une autre lettre, il propose 
une série correspondant à Arc tangente, en fait la même 
qu’un astronome indien, Madhava (1350-1425), avait trou- 
vée deux siècles auparavant, mais clairement sans avoir eu 
connaissance des travaux de celui-ci. Plusieurs autres séries 
de la sorte seront ensuite trouvées, entre autres par Newton 
(1642-1727). Au milieu du xvui° siècle, le Bâlois Leonhard 
Euler (1707-1783) présente les fonctions trigonométriques 
et les fonctions trigonométriques inverses sous la forme que 
nous connaissons maintenant. Le cercle de rayon 1 devient 
alors fondamental et le restera jusqu’à nos jours. 


1. Déterminer l’ensemble des valeurs de @ tel que: 


a) sin 0=1I 


b) cos 0=0 
Chant 
d) sec 0=-1 


2. Évaluer, si c’est possible, les expressions suivantes sans 
utiliser une calculatrice. 


a) Arc sin 0,5 


b) Arc sn = 


c) Arc sin 2 
d) Arc cos (-I1) 
e) Arc cos V2 


f) Arc c[=2) 


g) Arc tan | 


h) Arccot 


à Ame( cl) 


j) Arc cot (-1) 


k) Arc un(e) 


1) Arc cot (-V3) 
m) Arc sec 2 
n) Arc sec (-0,5) 


Exercices préliminaires 


o) Arc sec (-1) 
p) Arccsc I 
q) Arc csc (-1) 
r) Arc csc O 


. Exprimer: 


a) sin x en fonction de cos x; 
b) cos y en fonction de sin y; 
c) tan @en fonction de sec 6; 


d) cot x en fonction de csc x; 


e) sin (5) en fonction de cos 6. 


. Simplifier les expressions suivantes. 


a) sin (Arc sin x) 
b) sin (Arc cos u) 
c) cos (Arc cos f) 
d) cos (Arc sin x) 
e) tan (Arc tan u) 


f) sec? (Arc tan f) 


. Compléter les égalités suivantes. 


a) [sin f @)] = 
b) [cos f "= 
c) [tan f @)]’ = 
d) [cot f = 
e) [sec fQ]" = 
f) [esc f = 
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10.1 Dérivée des fonctions Arc sinus et Arc cosinus 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions contenant des fonctions Arc sin f (x) et 


Arc cos f (x). 

Plus précisément, l'élève sera en mesure : (Arcsin f(x)) = ue 

+ _de démontrer la règle de dérivation pour la fonction Arc sin x; V1-LfGOP 

* de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme -f'(x) 
Arc sin f (): SE  — 


V1-LfGOF 


+ de démontrer la règle de dérivation pour la fonction Arc cos x; 
* de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme Arc cos f (x). 


Dans cette section, nous allons démontrer des formules permettant de calculer la déri- 
vée de fonctions contenant des fonctions Arc sinus et Arc cosinus. 


Dérivée de la fonction Arc sinus 


LADE IL Y A ENVIRON 200 ANS... 


Daniel Bernoulli fut le premier, en 1726, à utiliser un symbole, en 
l'occurrence A.S$., pour désigner la fonction Arc sinus. En 1774, on 
trouve une première fois la notation actuelle, Arc sin, chez Lagrange 
(1736-1813). Son usage se répand surtout sur le continent européen. 
Les Anglais et, à leur suite, les Américains utilisent plutôt la notation 


a sin ! proposée en 1813 par l’astronome britannique John Herschel 
Daniel Bernoulli (1792-1871). 
(1700-1782) 


Nous avons vu au chapitre 1 (définition 1.21) que 


. . . . -T T 
y= Arc sin x si et seulement si x = sin y, pour xe [-1,1]Jetye ES 2] 


La représentation ci-contre est une esquisse 
du graphique de f (x) = Arc sin x, où 


fQ) = Arc sin x 
dom (Arc sin) = [-1, 1] et 


y 
5 
2 


ima (Arc sin) = IE.2] 
2 2 


Remarque Les formules des dérivées des fonctions trigonométriques inverses ne sont 
valables que pour des angles mesurés en radians. C’est pourquoi, à moins d'indication 
contraire, la mesure des angles est en radians. 
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Théorème 10.1 


cos? y+sin?y=1 


IL Y A ENVIRON 250 ANS... 


L'utilisation du radian comme unité de mesure d’angle est relativement récente. En 1748, 
Euler écrit déjà sin (27) pour le sinus de 360°. Toutefois, ce n’est pas avant le milieu des 
années 1870, alors que les fonctions trigonométriques deviennent fondamentales en élec- 
tromagnétisme, que les physiciens verront un avantage à introduire une nouvelle unité de 
mesure d’angle. En effet, en définissant les fonctions trigonométriques pour des angles 
mesurés en radians plutôt que des angles mesurés en degrés, les formules de dérivation de 
ces fonctions se simplifient. Certains facteurs multiplicatifs, lourds lorsque les angles sont 
exprimés en degrés, deviennent égaux à un lorsqu'ils sont mesurés en radians. De plus, le 
radian allège les calculs en optique, dans le design des engrenages et dans l'étude de l’accé- 
lération d’un objet se déplaçant sur une trajectoire curviligne. 


Si y = Arc sin x, alors a = 
dx 


Preuve 
Soit y = Arcsinxoùxef-l,Iletye IE. 2] Ainsi, 
2°? 
Sin y = x (définition 1.21) 


CI d . 
7 (sin y) = Te (x) (en dérivant les deux membres de l’équation) 
x 


: d 
“à (sin y) 2 =] aérvaton implicite et —(x) = ) 
dy dx dx 
COS a 1 s (sin y) 
= Car — (Sin = COS 
Se Ro y 
Puisque nous cherchons la dérivée de Arc sin x, c’est-à-dire _. nous avons 
x 
D 
dx cosy 
1 . TT ms 
= | puisque y € | —, —|,cos y > 0, donc cos y = J1-—sin° y 
J1-sin y 2 2 
1 


= ———— (car x = sin y) 


D'où a (Arcsin x) = 
dx 


1 
——— (car y = Arcsinx) 
N1 = x? 
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y = Arc sin x 
dy = Il 


dx \l= 3 


Théorème 10.2 


H(x) = Arc sin f(x) 


Il 
HD =| —— |) 
7 [FGF | 


DOUAEME Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si f(x) = ——————, alors b) Si g(t) = ,/Arc sinf, alors 


ATC sin 
(x) sin x — x (Arc sinx) 
(Arc sin x)” 


FO = 


1 : : 
g’(#) = 7 Arc sinf) ?(Arc sint) 


ATC Sin x — x oo 
: V1- x° ” 1 1 
(Arc sinx) - 2VArcsint | J1-# 
V1- x? Arc sinx—x 1 


: (Arc sin x)” V1 — x° 7 JArc sin V1-— 1° 


Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = Arc sin f(x). 
S1 H(x) = Arc sin f (x), où f est une fonction dérivable, alors 


_— cr | Fe EC 
J1-[fGP V1-LfGF 


Preuve 


Soit H (x) = y = Arc sin u, où u = f (x). 


dy = dy du (notation de Leibniz) 
dx du dx 
(HG) = (Are sin) (760) 
1 
HEC (x) (théorème 10.1) 
Real 


D'où [Arc sin f(x)Ï = 


re (car u = f(x) 


DOUX Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si f (x) = Arc sin (x° + 7x), alors b) Si g(u) = Arc + Nu, alors 
1 7 —= , 
 — Ro ) UE) 
I le Le LKR 


ii 
= 3x° +7 : — | | 
= +7) VI u (2u 
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Théorème 10.3 


y= Arc cos x 


dy _  -1 


Œù jl-% 


Théorème 10.4 


Dérivée de la fonction Arc cosinus 
Nous avons vu au chapitre 1 (définition 1.22) que 
y = Arc cos x si et seulement si x = cos y, pour x € [-1, 1] et y € [0, x]. 


La représentation ci-contre est une esquisse / fs disc à 
du graphique de f (x) = Arc cos x, où 


dom (Arc cos) = [-1, 1] et 
ima (Arc cos) = [0, t]. 


: -] 
Si y = Arc cos x, alors a = 


bc 1 


La preuve est laissée à l'élève. 


HOUUME Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si y = (cos x) (Arc cos x), alors 


d 
F- = (cosx) (Arc cos x) + cos x (Arc cos x) 
x 


= (-sin x) (Arc co (eo = -) 


— X 
b) Si f (x) = (Arc cos x)”, alors 
f'(x) = 5(Arc cos x) (Arc cos x) 
= 5(Arc cos | . | 


(exe 


__-5(Arc cos x) 


\1- x° 
Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = Arc cos f (x). 
S1 H(x) = Arc cos f (x), où f est une fonction dérivable, alors 


, = =f0) 


-1 
Et RUES 
: — l " -ror 


La preuve est laissée à l'élève. 


10.1 Dérivée des fonctions Arc sinus et Arc cosinus 


401 


H(x) = Arc cos f(x) 


à 
H'() = fr 
V1 LOF 


Exemple 2 | Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si g(x) = Arc cos 3x, alors 


8" (x) = Ne ns = 


Gr = 


V1-— 9x? 


b) Si ko) = (x? Arc cos x°)?, alors 
k/(x) = 12(x7Arc cos x°}!! (x? Arc cos x°} 


(théorème 10.4) 


= 12(x?Arc cos x°)!! [(x?) Arc cos x° + x?(Arc cos x°}] 


= wie cu rh 2 ATC COS X° + 


x" (D 


El en Cain 


a (théorème 10.4) 


3 4 
— PO eus 0e E ATC COS X° — _— 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 


a) f(x) = Vx Arcsin x 
b) gx) = Arc sin (x? — 3x) 


c) y= Arc sinx" 


Arcsin 5f 
DO — 
X 
2 10 ar cos x 


f) v@ = Arc cos (f? — 3 + 1) 

g) g(u) = u* Arc cos w° 

h) y = Arc cos (cos x — Arc cos x°) 

i) Av) = (Arc sin v} + Arc cos e" 

j) x@ =In (Arc sin f) — Arc cos (In *) 

k) fo) = Arc sin (tan x) + 5 cos (Arc cos x) 
AIC COS x” 


l x) = 
) 8) Arc sin x° 
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1— x 


EXERCICES 10.1 


2. Soit g(x) = Arc sin x, k(x) = Arc cos x et 


f@) = Arc sin x + Arc cos x. 


a) Déterminer dom f et calculer f (x). 


b) Représenter graphiquement, dans un même système 
d’axes, les courbes des fonctions f, g et k. 


. Soit f (x) = Arc sin 3x. 


a) Déterminer dom f et esquisser la courbe de f. 


b) Déterminer l'équation de la tangente à la courbe de f 


au point r(e,(2) 


c) Déterminer les points de la courbe de f tels que la 
tangente en ces points ait une pente de 5. 


. Démontrer que 


a) si y = Arc cos x, alors de = 


dx \1-x° 


b) si H(x) = Arc cos f (x) où f est une fonction dérivable, 
-] 


V1-LFG b . 


alors H’(x) = | 


10.2 Dérivée des fonctions Arc tangente 


et Arc cotangente 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions conte- 


nant des fonctions Arc tan f (x) et Arc cot f (x. (Arc tan f(x)) = fo _ 

Plus précisément, l'élève sera en mesure: 1+[f()] 

* de démontrer la règle de dérivation pour la fonction Arc tan x; (Arc cot f(x)) = -f'G@) _ 

* de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme 1+[f(x)] 
Arc tan f (x); 


° de démontrer la règle de dérivation pour la fonction Arc cot x; 
+ de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme Arc cot f (x). 


Dans cette section, nous allons démontrer des formules permettant de calculer la déri- 
vée de fonctions contenant des fonctions Arc tangente et Arc cotangente. 


Dérivée de la fonction Arc tangente 


Nous avons déjà vu au chapitre 1 (définition 1.23) que 
. : -T T 
y= Arc tan x si et seulement si x=tan y, pour xelRetye FA. 


La représentation ci-contre est une esquisse du 
graphique de f (x) = Arc tan x, où 


dom (Arc tan) = IR et 


ima (Arc tan) = Ei 
2 2 


Puisque lim Arc tan x = … 


X — -00 


nn. -T 
alors la droite d’équation y = a est une asymptote horizontale lorsque x — -ce, 


Puisque lim Arc tan x = 


X — +0 


D T . 
alors la droite d’équation y = - est une asymptote horizontale lorsque x — +ce. 
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Théorème 10.5 Si y = Arc tan x, alors dy _ L ; 
dx li 


Preuve 
: : TH TA . 
Soit y= Arctanx,oùxe Retye Fe 2 Ainsi, 
tan y = x (définition 1.23) 


d d 
—(tan y) =—(x) (en dérivant les deux membres de l’équation) 
dx dx 


ie (tan y) ‘iè =] [sain implicite et Le Ge ) 
dy dx dx 
sec” ee =] car Le (tan y) = sec? y 
dx dy 
Puisque nous cherchons la dérivée de Arc tan x, c’est-à-dire 2. nous avons 
x 
Dee 
dx sec’ y 
1 ; 2 
Same (carsec” y = 1+ tan y) 
1+tan y 
l ( tan y) 
= Car x — lan y 
1+ x? : 


1 
D'où ue tan X) = — (car y = Arc tan x) 
dx 1+ 


x2 


HOUR Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si f (x) = (tan x) (Arc tan x), alors b) Si y = In (Arc tan u), alors 
; - d 1 . 
y = Arc tan x f'(x) = (tan x) (Arctan x) + (tanx) (Arctan x) : LE = = — (Arctanu) 
: du  Arctanu 
TUE = sec? x Arc tan x + Li = ù 
1+x (Arctanu)(1+u?) 
Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H(x) = Arc tan f (x. 
Théorème 10.6 Si H(x) = Arc tan f (x), où f est une fonction dérivable, alors 
, 1 ; (x) 
HD = rl Ce 
1+[f(1 1+[f()] 


La preuve est laissée à l'élève. 
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y = Arc tan f(x) 


de, 1. lé 
dx or lo 


Théorème 10.7 


y= Arc cotx 


dy _ -1 
dx 1+rx 


Exemple 2 Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si f (x) = Arc tan (x? + 4), alors b) Si y = [Arc tan (3x)}°, alors 
: dy 
PE il 2 2Y : — = 5[Arc tan (3x)]J* (Arc tan (3x)) 
= — 4ÿ) : 
J'Q@) ele +4)ÿ) dx : 
. + =) = S[Arc tan (3x)/° 1+Gx) 
LC _ 15[Arctan (3x) 
: 1+9x? 


Dérivée de la fonction Arc cotangente 


Nous avons vu au chapitre 1 (définition 1.24) que 
y = Arc cot x si et seulement si x = cot y, pour x e IR etye JO, rl. 


La représentation ci-contre est une esquisse 
du graphique de f(x) = Arc cot x, où 


dom (Arc cot) = IR et y 


Y=T 


ima (Arc cot) = ]0, t|. fs distels 


Puisque lim Arccotx =, 


X — -œ 


alors la droite d’équation y = x est une asymptote horizontale lorsque x — -ce, 


Puisque lim Arccotx = 0, 
x + 


— +00 


alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale lorsque x — +co. 


: d -] 
Si y = Arc cot x, alors = 
@ëe + 


La preuve est laissée à l'élève. 


DS OUUEME Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si y = YArccot x, alors b) Si y = e*Arc cot x, alors 
dy 1 ÿ dy 
= Arc cot x : — = (e*) Arc cot x + e*(Arc cot x) 
dx  24Arccotx ( ) : dx E 


1 à | 
= : = e* Arc cot x +e” 
== (=) 


-] 


” 2A+x/)}VArccotx 


1 
= Arc cot x — | 
1+ x? 
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Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H(x) = Arc cot f (x). 


Théorème 10.8 Si H(x) = Arc cot f (x), où f est une fonction dérivable, alors 
; fo 
H = - 
Ce er [FGF fr rer 


La preuve est laissée à l’élève. 


D'ŒUNEBA Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si g(x) = Arc cot (x° + 7x), alors b) Si y = Arc cot (In x), alors 
y = Arc cot f(x) e ; 

, , EE E , 
dy [1 g = er +72) — mn 
dx LE re ) IEEE) dx 1+(Inx) 

_ -Gx?+7) = il 
| 1+G +7) x(1+ In° x) 


EXERCICES 10.2 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 2. Soit f (x) = Arc tan x et g(x) = Arc cot (x? — 3). 
a) f = Arc tan (x? + sin x) Déterminer l’équation de la tangente à la courbe définie 
b) g(x) = (tan x + 3x) Arc tan x a) par faux points : 


c) y=4/Arctan (x7 1) D on. 
d) g( = [Arc tan (sin 1+ r°)]2 ; ue a. Î … _ 
e) f = (sin x — 3) Arc tan (tan x?) EEE » 8L). 


f) g(u) = Arc cot (u? — tan u) 3. Démontrer que 
: dy -1 
= 3 2 a) si y = Arc cot x, alors — = J 
g) 0 = /Arc cotx y à 11% 


LL 2 3 
DORE RReOr) b) si H(x) = Arc tan f (x), où f est une fonction dérivable, 


1) g(v) = (Arc tan v)(Arc cot y) 1 
rs Arc tan x° alors H(x) = er lo 
Arc cot 2x 


k) f @) = In (Arc tan e”) 
1) f(0)= Arc tan[Arc tan (sin @)] 
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10.3 Dérivée des fonctions Arc sécante 


et Arc cosécante 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra calculer la dérivée de fonctions 


contenant des fonctions Arc sec f (x) et Arc csc f (x). (Arc sec f(x))’ = 1 
Plus précisément, l'élève sera en mesure: ONF GP -1 
° de démontrer la règle de dérivation pour la fonction Arc sec x; (Arc csc f(x)) = -f'@) 

+ de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la FONLFO -1 


forme Arc sec f (x); 
° de démontrer la règle de dérivation pour la fonction Arc csc x; 
* de calculer la dérivée de fonctions contenant des expressions de la forme Arc csc f (x. 


Dans cette section, nous allons démontrer des formules permettant de calculer la déri- 
vée de fonctions contenant des fonctions Arc sécante et Arc cosécante. 


Dérivée de la fonction Arc sécante 


Nous avons vu au chapitre 1 (définition 1.25) que 


y= Arc sec x si et seulement si x = sec y, 


pour x € J-c, -1] U [1, +ce[ et y € Lo. Æ} U EE 


La représentation ci-contre est une esquisse 
du graphique de f (x) = Arc sec x, où 


dom (Arc sec) = ]-c, -1] U [1, +co[ et 


ima (Arc sec) “Lo | U Ê cp 
2 2 


Puisque lim Arc sec x = _. 


X — -00 


3: . 37 ; 
alors la droite d’équation y = .. est une asymptote horizontale lorsque x — -ce, 


X — +00 


| ñ 
Puisque lim Arc sec x = 2° 


D T : 
alors la droite d’équation y = : est une asymptote horizontale lorsque x — +ce. 
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Théorème 10.9 Si y = Arc sec x, alors ci = - 


de ali 
Preuve 


Soit y = Arc sec x, où xE]-,-1] U [I,+o,[ et ye 10. ï U Ir a. Ainsi, 


sec y = X (définition 1.25) 

d d te 

— (sec y) = — (x) (en dérivant les deux membres de l’équation) 

dx dx 
(sec y) cs =] [avation implicite et (Ci= ) 
dy dx dx 
eo) A 

dx dy 


: … a. À 
Puisque nous cherchons la dérivée de Arc sec x, c’est-à-dire _ nous avons 
x 
dy _ 1 
dx secytany 


1 3 5 
1+tan? y=sec? y = ——— |}ye 10. fx un y > 0,donc tan y = sec” y —1 
sec y./sec°? y—1 2 2 


1 


= — (carsec y = x) 


Ave | 


D'où A. sec x) = _ (car y = Arc sec x) 
dx xVx? -1 


È : . : d 1 
Si on avait choisi y € 10 4 U Ë x nous aurions obtenu v. 


dx x 1 


HOUR Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


Ar a . 
a) Si FC) = LT alors  b) Six = e“**", alors 
y= Arc sec x f'@) = (Arcsecx) sin CAE secx)(sinx) dx = 
dy__ 1 (sin” x) dt 


dx xx? -1 sin x (A ) ; 
nn —— TC SECX) COS X : 
= Ne l : 0 | 1 | 


sin? x t\t2 —1 
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Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H(x) = Arc sec f (x). 


Théorème 10.10 Si H (x) = Arc sec f (x), où f est une fonction dérivable, alors 


> FO 


1 
H') = f'@ = 
l = |  FONT@T 1 


La preuve est laissée à l'élève. 


Exemple 2 Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


ve _— 
y= Arc sec f (x) a) Si y = Arc sec (x° — sin x), alors 


dy 


l : dy _ l a 
= — |f" (x) = (x” —sinx) 
dx | FOSOP-1 dx |(x-sinx)/(x° - sinx)° 1 


: 3x? — cosx 
(x° — sinx)4/(x* — sin x} —1 
b) Si y = Arc sec4/x, alors 


dy _ 1 en 
dx x f(x) -1 VxVx-1(24x ] 2xVx-1 


Dérivée de la fonction Arc cosécante 
Nous avons vu au chapitre 1 (définition 1.26) que 


y = Arc csc x si et seulement si x = csc y, 


pour x € ]-, -1] U [1, +oo[ et YE L. = U ke | 


La représentation ci-contre est une esquisse 


du graphique de f (x) = Arc csc x, où y 
10 =AdtX 
3n 


dom (Arc csc) = |-c, -1] U [1, +co[ et 


ima (Arc CSC) = p= U FE] / 
2 2 


Puisque lim Arccscx =", 
X — -c0 


alors la droite d’équation y = x est une asymptote horizontale lorsque x — -ce, 


Puisque lim Arccescx = 0, 
X — +00 


alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale lorsque x — +co. 
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Théorème 10.11 


y = Arc csc x 


CRE 
dx xyx?-1 


Théorème 10.12 


y = Arc csc f(x) 


dy _ 


<i 
— |f) 
Een | 
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; d -] 
Si y = Arc csc x, alors = 


dx ae 21 


La preuve est laissée à l’élève. 
dy -] 


dx DPF 


Si on avait choisi y € Es 0 | U | on} nous aurions obtenu 


DŒOuTERXE Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


Sr 0i= tr Arc csc + alors b) Si y = (Arc csc x)’, alors 


g'(x) = (x?) Arcescx + x/(Arccesc x) : … = 5(Arc csc x)*(Arc csc x) 
k X 


= 2x AIC CSC x + #[ = S(Arc csc x» 
X 


-] 
|| 


“| 
xx? - 1 
= 2x AIcC CSC x — en 

x? -1 


__-5(Arccscx) 


x 21 
Calculons la dérivée de fonctions composées de la forme H (x) = Arc csc f (x). 


S1 H (x) = Arc csc f (x), où f est une fonction dérivable, alors 


: - f(x) | 
FOSC -1 


œil 
H) = 0) 
Ê si b : 


La preuve est laissée à l'élève. 


DOUUEES Calculons la dérivée de la fonction suivante. 
Si y() = [Arcesci/r}, alors 


. = 3[Arccsc 4/fP[Arccsc ÿ/t} 
a 


_] ; 
= are | (4/5) 
-] 1 
= 3[Arccsc M) PE 
- -[Are csc /r 
es 1 
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EXERCICES 10.3 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. j) f(@) = Arc sec (sec u + u°) 
) Arc sec x k) f @) = (Arc sec 2x*)(Arc csc 4*) 
à) = ——— 
. . 1) v(8)= In (Arc csc (csc 8) 
b) f (8) = Arc sec (2 + sin 6) 
c) f(x) = Arc sec (3 — Arc sec x) 2. Déterminer l'équation de la tangente à la courbe définie 
d) go = (Arc sec x par les fonctions suivantes. 
e) f (@) = Gr? — cot x) Arc csc x a) g(1) = Arcsec/r au point (4, g(4)) 
f) f@ = Arc csc (É — 1) b) f ) = Arc csc x au point (2, f (2)) 


g) h(G9 = Arc csc (x c csC x) 3. Démontrer que 


L 3 : 
h) f(x) = Are csc (x° — sin x) 1 D 
i) y = (Arc sec x? — sec x°)’ dx xÿx?-1 


10.4 Applications de la dérivée à des fonctions 


trigonométriques inverses 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'élève pourra résoudre divers problèmes 
contenant des fonctions trigonométriques inverses. 


X 
g(x) = Arc tan x —- — 
2 
Plus précisément, l'élève sera en mesure : 


+ d’analyser des fonctions contenant des fonctions trigonomé- 
triques inverses ; 


+ de résoudre des problèmes d'optimisation contenant des 
fonctions trigonométriques inverses ; 


° de résoudre des problèmes de taux de variation liés contenant 
des fonctions trigonométriques inverses. 


Dans cette section, nous utiliserons les propriétés des dérivées première et seconde 
pour faire l'analyse des courbes de fonctions contenant des fonctions trigonométriques 
inverses. 


De plus, nous allons résoudre des problèmes d'optimisation et des problèmes de taux 
de variation liés impliquant des fonctions trigonométriques inverses. 


Analyse de fonctions trigonométriques inverses 


HOUUEME Analysons la fonction jf, définie par f (x) = 2x + Arc sin (1 — x). 


1. Déterminons le domaine de f. 
-1< (-x) <1 


-l=1<(—-x)=-1<1-1 
-2< -x £<0 
DE x 20 (en multipliant chaque membre de l’inéquation par -l) 


D'où dom f= [0, 2]. 


(w) 
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2. Calculons f (x) et déterminons les nombres critiques de f. 


Aüinsi, (1 


= 
# = 2 NS 
FO =2+ id 


1 


F'G) = 0 si 2 = > =0 


3 


X) = 


1-(- x) 


1 


2/1-4-x) =1 
A—(1- x})=1 


(le 


3 


3 
4 


; ou (1— x) = - 


,doncx=1- 


f'(@ n'existe pas pour x = 0 ou x = 2. 


D'où 0, | 


ne 
5) 


1+ Ê et 2 sont les nombres critiques de f. 


, où domf”= ]0, 21. 


1-(- x) 


(en élevant au carré les deux membres de l’équation) 


V3 


V3 


oux=1+—. 


3. Calculons f ”(®) et déterminons les nombres critiques de f”’. 


= 


F"G) = 0 si 


l= 


X 


dette 


( pe (1 ge *)) 7 


in 


1— x 


f”@ est définie, V x € ]0, 21. 


D'où 1 est le nombre critique de f”. 


4, Construisons le tableau de variation. 


0 donc" 
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56 0 1-8 1 14 3 2 
2 À) 
Fe]. à = 0 Fe + 0 » Â 
GO ui + . 0 : à = À 
T 
MNT VU NE AU À re) 26. Te re 
T T 
IE (GE (2 Y (OMS PENSE) # (122) À (1,86... ; 2,68...) Fi 
max. min. inf. max. min 


(y) 


5. Esquissons le graphique de f. 


Exemple 2 Analysons la fonction g définie par g(x) = Arc tan x — > sur IR. 


1. Déterminons les équations des asymptotes. 


a) Asymptotes verticales 
Puisque dom g = IR, il n’y a aucune asymptote verticale. 


b) Asymptotes horizontales 


lim farunx-à |++ er lim Arctanx = © et in =) 


XX >-0 X—Y-00 


: x 

lim | Arctanx © |=-c [car lim Arctanx = et lim == + 

X — +0 G) X — +0 5} x +0 9 
D'où il n’y a aucune asymptote horizontale. 

c) Asymptote oblique 


Puisque go = % 74 [ arctanx + À) où lim arctnx + À) H+ 520. 
2 ?) 2 22) 


2) X — -00 


D T 
La droite d’équation y = _ > est une asymptote oblique lorsque x — -ce. 


Puisque g(x) = Le (ar tan x — =) où lim (ar tan x — 2) SLR 0. 
DA, 2 2) 22 


X — +o 


Re =Xx : 
La droite d’équation y = 5 dr 5 est une asymptote oblique lorsque x — +ce. 


2. Calculons g/(x) et déterminons les nombres critiques de g. 
1 1 1 x° 
(se = où dom g” = IR. 
Mn nues - 


2) 


1— x 
1 = De = 
g() Le 2(1+ x°) 


g’@) est définie, V xe IR. 


0 doncx— louxe "1 


D'où -1 et 1 sont les nombres critiques de g. 
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3. Calculons g”(x) et déterminons les nombres critiques de £’. 


-2x 
DE cu dome IR 
OT y 


” . -2x 
g”(x) = 0si TES 2e donc x 0: 


g”Q est définie, V x e IR. 


D'où 0 est le nombre critique de g’. 


4, Construisons le tableau de variation. 


x me ‘ 0 1 nn 
g@) _ 0 + + + 0 _ 
46) + + + 0 _ _ _ 
+ : er 7 0 zn ee sn 
É “ 2 4 È 4 2 ; 
EC CO NO 
AO. AO 
— x OT min. inf. max. = x ,T 
ne ic 


g(x) = Arc tan x — = 


Problèmes d'optimisation 


HOUEME À l'extrémité du pont mesurant 40 m de long d’un bateau de 
croisière, le bas d’un écran de cinéma de 12 m de haut arrive à 6 m 
au-dessus des yeux d’une spectatrice. 


Si l’on obtient la meilleure vision lorsque l’ouverture d’angle 8 rapportée à l'écran 
est maximale, déterminer à quelle distance d du bas de l'écran la spectatrice S 
doit se trouver pour avoir la meilleure vision et calculer l’angle 0 correspondant. 


(wi 
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1. Mathématisation du problème. 
Soit d la distance entre la spectatrice S et H 
le bas de l'écran B, x la distance entre S 
et À et 0 = &— B, où d et x sont en mètres. 


12m 
18 18 
De tan G=—, nous avons œ= Arctan| — |et 
x x 


6 6 
de tan = —, nous avons B= Arc tan È) 
x ù 


Puisque 0= &-— B, nous obtenons 
18 6 

0 (x) = Arc tan rs — Arc tan fs) qui doit être maximale, 
if x 


où dom 0 = ]0 m, 40 ml. 


2. Analyse de la fonction à optimiser. 


d0 ; ee 
Calculons ve et déterminons les nombres critiques correspondants. 
x 


d0 -18 6 12(108 — x°) 


— + = 
dx x°+324 x°+36  (x°+324)(x° + 36) 


. = 0, si 108 — x? = 0, donc x = 108 ou x = -V/108 (à rejeter) 
6e 


d’où 108 est le nombre critique de 6. 


Construisons le tableau de variation. 


x 0 V108 40 
d0 
Fa À de 0 > À 
0 Â 7 8(V108) ÿ 3 
max. 


3. Formulation de la réponse. 
Nous obtenons la meilleure vision lorsque x = 108. 
Ainsi, de & = x? + 62, 
nous obtenons d = 108 + 36 = 144, donc d = 12 (-12 à rejeter). 


D'où, pour obtenir la meilleure vision, la spectatrice doit se trouver à 12 m 
du bas de l'écran. 


L’angle 0 correspondant est obtenu en calculant 


18 6 
O(V108)= Arc tan | | — Arc tan = 
V108 V108 


d’où 6 = 30°. 


Problèmes de taux de variation liés 


DOUAERE Du haut d’un pont situé à 50 m au-dessus d’un point P situé au 
niveau de l’eau, une personne observe un navire qui se dirige 


vers P. 
© 
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a) Exprimons 6, l'angle d’élévation entre la partie avant du navire située au 
niveau de l’eau N et l'observateur O, en fonction de x, où x est la distance en 


mètres entre N et P. 


Puisque tan0 = DU alors 0 = Arc an?) 
x : 


b) Exprimons ae en fonction de x et de Le 
dt dt 


dt. (= + 2500 


-50 ) dx 


dt 


50m 


P 2e N 
(notation de Leibniz) 


(ca 0 = Arc an(®)) 
dt 5 


(théorème 10.6) 


c) Déterminons la vitesse de l’angle d’élévation @ lorsque le navire est à une dis- 
tance de 40 m du pont, si le navire se dirige vers le point P à la vitesse de 2 m/s. 


En posant 2 = 
dt 


EXERCICES 10.4 


1. Analyser les fonctions suivantes et donner, s’il y a lieu, 


l'équation des asymptotes. 


a) f (x) = Arc sin x — 3 Arc cos x 


b Ar : 
) g(x) = cunf 3 | 


c) vf = Arc cot 


. Soit le segment de droite joignant le point O(O, 0) et un 


point quelconque de la courbe définie par f(x) = 4x — 1. 


Déterminer le point P qui maximise l’angle 0 formé par 
l'axe des x et le segment de droite. 


PGx, y) 
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-2 et x = 40, nous obtenons si 


3. 


5. 


-50 
2 
tl,_4om (40? + 2500 


= 0,024... rad/s. 


Sur la courbe définie par f (x) = Arc sin x, déterminer 
le point où la pente de la tangente à cette courbe est 
minimale, calculer la valeur de cette pente minimale et 
représenter graphiquement la courbe de f et la tangente 
correspondante. 


Soit y = Arc tan x, où x = g(f). 
= 18, évaluer # 


SO =bee 
d lo 


t=2 


#P 


Jean-François tient un cerf- 
volant à l’aide d’une ficelle 
tendue de 60 m de longueur. 
Le cerf-volant s'élève à la vitesse 
constante de 5 m/s. Déterminer 
à quelle vitesse varie l'angle 
d’élévation @ lorsque le cerf- 
volant est à 20 m au-dessus du 
sol. 


Réseau de concepts 


FONCTIONS 
TRIGONOMÉTRIQUES 
INVERSES 


| 


Arc sinus 


| 


Dérivée 
de Arc sin f (x) 


| 


Arc cosinus 


| 


Dérivée 
de Arc cos f (x)) 


| | 


Arc tangente Arc cotangente 


| | 


Dérivée 
de Arc cot f (x) 


Dérivée 
de Arc tan f (x) 


| | 


Arc sécante Arc cosécante 


| | 


Dérivée 
de Arc csc f(x) 


Dérivée 
de Arc sec f (x) 


| 


Applications 

de la dérivée 
Analyse Problèmes Roperee 
à RE ENS de taux de 
de fonctions d'optimisation EC NE 
variation liés 


Vérification des apprentissages 


Après l'étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices récapitulatifs 
et les problèmes de synthèse. 


Formules de dérivation 
(Arc sin f (x)) = 


(Arc tan f (x) = 7 


(Arc sec f (x)) = 


(Arc cos f (x)) = 


(Arc cot f (x)) = 
(Arc csc f (x)) = 
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Exercices récapitulatifs 


S 


à Biologie Æ® crimie ( naministraton Le Physique 


© Exercices se réalisant à l'aide d'un outil technologique. 


"Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à la 
fin du manuel. 


1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) f (@) = Arc sin (x° — 3x) 
b) gx) = [x — Arc tan 2xf 
c) y = Arc sec (sin x — X) 
d) f (u) = u Arc sin w° 
x? cos x 


= 
Di, ATC sin X 


f) fGD= An cos| x. 
1=x 
g) z=sinxVArc tan x 


h) f @) = Arc csc (2x — 1) + Arc sec x* 
i) gx) = In (Arc cot (e‘)) 

j) f@ = [Arc sec (Arc tan x)]* 

Arc sin f 

AIC COS f 

1) v@ = — sin f Arc cot 31 


k) x(1)= 


m) f(x) = Arc cos (x? + sin x) 


in) me GP /\re Ginsr 


2. Déterminer l’équation de la tangente à la courbe au 
point donné ainsi que l’équation de la droite normale 
au même point. 


a) f @) = 3x + Arc sin (1 — x) au point (1, f (1) 
b) g(x) = Arc tan (e”) au point (0, g (0) 
c) f(@ = Arc cot x? au point (1, f (1)) 


3. La courbe Arc sec x admet une tangente de la forme 


3 ? 
y= 5 x+ b. Déterminer la valeur de b. 


4. Soit f (u) = Arc tan (u° — 12u). 
a) Déterminer les intervalles de croissance, les inter- 
valles de décroissance, le point de maximum relatif 
et le point de minimum relatif de f. 


b) Déterminer les équations des asymptotes de la courbe 
précédente. 


@) c) Représenter la courbe de la fonction f. 
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Vérifier, à l’aide de la dérivée appropriée, que la fonc- 
tion f (x) = Arc sec x est 


a) croissante sur [1, +col ; 
b) concave vers le bas sur ]-co, -1[ U ]1, +. 


Soit g(x) = 3 — Arc tan (x — 4). 
a) Déterminer le point stationnaire de g. 
b) Déterminer les points d’inflexion de g. 


c) Déterminer l'équation de l’asymptote horizontale et 
représenter graphiquement la courbe de g. 


Analyser les fonctions suivantes. 
a) f(x)= x Arc sin x+V1- a 


D) &(0)=5 + Are tan (8 x) 
c) x(f)= Arc sn % NE. 


d) f@=S- 2 Arc tan x 


1 
e) f(x)= Arctanx+ Arc tan( =) 

je 

1 
f) g(x)= Arctanx-— Arc tan) 

n 
Sur la courbe définie par 


a) f(x) = 2 Arc tan x?, déterminer, si c’est possible, le 
point où la pente de la tangente à cette courbe est: 
1) minimale et calculer la valeur de cette pente 
minimale ; 
ii) maximale et calculer la valeur de cette pente 
maximale. 


b) g(x) = 3x — Arc cot x, déterminer le point où la 
pente de la tangente à cette courbe est maximale et 
calculer la valeur de cette pente maximale. 


Du haut d’une falaise de 75 m, une personne observe un 
navire. 


à 


75 m 


Navire x Rive 


Problèmes de synthèse 


1. 


Ce navire se dirige perpendiculairement vers la rive à 
une vitesse constante. 


a) Exprimer @ en fonction de x. 
b) Exprimer de en fonction de de endex 
dt dt 


c) Si la vitesse du navire est de 25 m/min, déterminer la 
vitesse de variation de l’angle 0 lorsque le navire est: 


i) à 100 m du pied de la falaise; 
ii) à 100 m de la personne. 
d) À quelle distance de la rive le navire se trouve-t-il 


lorsque _ =-0,3 rad/min? 
t 


Écrire les expressions suivantes sous une forme qui ne 
contient aucune fonction trigonométrique ni aucune 
fonction trigonométrique inverse. 


a) sin (Arc tan 6) 
b) sin (2 Arc sin x) 
c) cos (2 Arc cos f) 
d) sin! Arc cosa) 


e) sin (Arc sin x + Arc cos x) 
f) cos (Arc sin # — Arc cos uw?) 


Calculer dy dans les cas suivants. 


a) x? Arc tan y =4 

b) Arc tan (xy) =3 Arc sin x 
c) x+y° = Arc sec y 

d) frein» = xs 


Soit la courbe définie par 2 Arc sin x + Arc tan (3y) = xy. 
Déterminer l’équation de la tangente et de la droite nor- 
male à la courbe précédente au point O(0, 0). 


Soit f (x) = x° et g (x) = x° — 2x +4. 


a) Déterminer, en degrés, l’angle 0 aigu formé par 
les tangentes aux courbes de f et de g à leur point 
d’intersection. 


b) Représenter graphiquement le résultat. 


10. Le centre du cadran d’une horloge, 


placée en haut d’une tour, est à 30 m 
au-dessus des yeux d’un observateur. 
Sachant que le diamètre du cadran est 
de 4 m, déterminer à quelle distance 
du pied de la tour cet observateur voit 
le diamètre vertical du cadran sous 
l'angle le plus grand. 


Sur le flanc d’une montagne, un randonneur observe un 
parapente qui, à un instant donné, est à 150 m de lui 
lorsque l’angle de dépression est de 30°. 


Si le parapente s'élève verticalement à une vitesse 
constante de 2 m/s: 


a) déterminer le taux de variation, par rapport au 
temps, de l’angle d'observation 6 lorsque 


1) l'angle de dépression est de 10°; 
1) l'angle d’élévation est de 25°; 
b) déterminer le taux de variation, par rapport au 


temps, de la distance x séparant l’observateur et le 
parapente lorsque 


i) l'angle de dépression est de 15°; 
ii) l’angle d’élévation est de 45°; 
c) déterminer la distance x séparant le randonneur et le 


arapente lorsque — = 0. 
parap q 
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6. Dans un parc d’attractions, il y a une grande roue dont 


le rayon est égal à 20 m et dont le centre est à 22 m 
au-dessus du sol. 


Sachant que l’angle au centre de la grande roue varie au 


rythme de ee radian par seconde: 


a) exprimer la hauteur, par rapport au sol, du siège S en 
fonction de l’angle 6; 


b) déterminer la fonction v, donnant la vitesse verticale 
du siège en fonction du temps; 

c) déterminer la fonction v, donnant la vitesse horizon- 
tale du siège en fonction du temps ; 


d) déterminer les valeurs de 6 lorsque la vitesse hori- 
zontale est nulle; 

e) démontrer que v° + Ua = C, où C'est une constante, et 
évaluer cette constante ; 

f) évaluer v, et v, lorsque le siège est à 30 m au-dessus 
du sol. 


7. Soit le terrain de soccer suivant. 


1m 
< 105 m > 


a) Déterminer à quelle distance du coin A le joueur 
J doit être pour avoir un tir au but avec un angle 0 
maximal, et évaluer 6. 


@) b) Représenter graphiquement la courbe @ en fonction 


de la distance entre A et J. 


CHAPITRE 10 Fonctions trigonométriques inverses 


8. 


GE 


10. 


11. 


12. 


©) 


Calculer l’aire À du triangle formé par les axes et la tan- 


PE 


gente à la courbe de g au point Je 
V2 
g(@) = Arc cos F°. 


Analyser les fonctions suivantes. 


a) f(x) = tx Arcian x 


b) f(x) =7-2x +4 Arc tan x 
c) f@) = In (x? + 1) — 2x Arc tan x, sur [-1, 1[ 


2x 
d) f(x) = Arc cos[ 2) 


On peut démontrer que si f (x = g’@, V x € Ja, bl, 
alors f (0) = g(x) +k, où kEIR, Vxe [a, b]. 
Déterminer les valeurs de k,, de a, de b et de c, et écrire 
l'équation correspondante après avoir démontré que : 


arcun( dt) si xe ]-c, al 
a) Arctanx= . 

areun()+k si xe Ja,+ol 

2 Arctanx+Kk, si x E ]-c, b 

b) avetan] 2} 2 Arctanx+k, si x e Jb,c 

LL 2 Arctanx+k, si x e J]c+ol 


Représenter graphiquement les courbes suivantes et 
esquisser le graphique de leur dérivée. Donner éga- 
lement le domaine et l’image des fonctions et de leur 
dérivée. 

a) f(x) = Arc cos (cos x) 

b) g(x) = Arc tan (tan x) 


c) h(x) = Arc sec (sec x) 


Exprimer les fonctions suivantes à l’aide d’une fonc- 
tion définie par parties qui ne contient aucune fonction 
trigonométrique ni aucune fonction trigonométrique 
inverse. 


a) f(x) = Arc sin (sin X) 

b) g(x) = Arc sin (sin x°) 

c) h(x) = Arc tan (tan x°) 

Vérifier la pertinence du résultat trouvé à l’aide d’un 


outil technologique en représentant la courbe de chaque 
fonction. 


CORRIGÉ 


Chapitre 1 
Exercices 
Exercices 1.1 (page 4) 


1. Forme ensembliste met femme — Droite numérique 25 A) EX A b) 13,5] c) IR 
d) R\{3,5} e) IR DAS 
{x e Rx > -1} ]-1, +oo[ Dons À ei ( Là à À 
Exercices 1.2 (page 7) 
3 Di 1 Su 4 
IS ee 5) = d) E) —— f 
* ù Ÿ10° 24x° +1 15$/ax+b 
3 2(6x—1) 
) 2Gx-7)72 d) 3Gx°-x+4)7 4. a) 5? b) 3° e) 2e 
6 12 42714 2 
2.9 D 2 er 5 a) & b) 4 (5 
c 
De e) 4 f) 25 
1 1 (-4) a 4 
d) est €) 3x2 p bic 
< ; 4 1 6 a) 07/50 b) a:1/30 C) 1 
65/24 L 73/105 
8) y h) RUE i) 17/18 b 
7 27 b) 815 c) 332 d) 245 
À) 
3. a) V5 b) V8° ©) 2 
Exercices 1.3 (page 11) 
1. à) 8x +20 L) ae 3. a) Vx + 3 b) 2{N2(x 4h) F1 + V2x +1) 
c) x—3x— 28 d) 2x +545 : : 
€) 5x 20x27 24x 16) x" 4x2] 1, &) De b) 2—3V/x+—— 
5x VE 
2. 2) dx 20x +25 b) x+3x2y + 3xy2 + y? rex +r-1 d) 2:-x 
c) x} — 3x°y + 3xy° — y d) 6xh+3h°-2h CES th #42 
9 … à u 2 5. a) a+b b) x?— xy + y? 
g) 8x + De c) x—y d) x+y 
e) x+y f) 9x? + 6xy + 4y° 
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Exercices 1.4 (page 15) 


1. a) xGx +4) b) 3xfy2(6x2y2 — 5 + 7xy°) 6. a) (5- x) = (V5 — V5 + x) 
(5 — 2x) (5x — 3) d) G— 3) (5a? — 7c° (x — 3Ÿ 
. Du DSC sn b) d'a +arese (1-4 ES) six#0 
X X X 
2. a) (a+b)a+0 b) (2x — 3a)(3x + 2b) RS 
c) (ax + 2y)(2a — 3x) d) G-DO?+1) c) 4x°—5x+ 3x (À + )sx0 
3. a) (x -2)x- 1) b) (x = 3)(x + 2) À TENTE D +-0 
c) (x+4)(x +3) d) &-—3} x 
e) (3—x(x+ 10) CT. n 
f) aucun facteur, car (b? — 4ac) = -3 <0 T. à) = à x #3 b) Par six # 6 
g) (x + 5)x + 12) h) (x 20)(x + 3) ne 
DS) 12) j) G-06&+20) D CR ER 
3(x—1)x +1? 
4. a) (2x+3)x +1) b) (2x 1)(x + 3) x—2 
c) (2x + 1x3) d) x-3)x- 1) 3(x? +1) 
e) (By -4)6 - ») f) x2(2x + 9)(3x — 4) 
ge) + DO +4) h) @— 1x + 1)(x — 2)(x + 2) 8. Les vérifications sont laissées à l’élève. 
LA 5y° —-10y-2 
5.) G-par) b) (a 3)a +3) 9. à six #0 D 
c) x 5) +5) d) (10 - yXY10 + » 2 : : 
e) c(12a — 8b)(12a + 8b) ©) —,six#0 d) es 
1) (5-35 +355 +95) ï 00 
g) x4(x — 2)(x2 + 2x + 4) : -nx""! h 165x°(x° —2)° 
h) a°(3 — a)(9 + 3a + a?) (x"—1} (2x° +7)° 
i) (4x +2y)(16x° — 8xy + 4y?) 
j) &@+1» 10. ee 
(x — 2)(x + 4) 
Exercices 1.5 (page 18) 
nr) D) x, six#8 D 
1— 5x 3 — x 
2(3 — 13x) x(23x — 1) b) 2 ,sih #0 
(4x +0 2x) (4 = x)Gx + D (EE 6 PSP ES 
3j — 702 : “15h o = ik #0 
(3x — (3 — 2x) (3x + 3h + D(3x + D) CES 
2 
d) ,SihZ40 
De 2x — 23 x? +llx 35 V2x+12x+2h+1(/2x+1 + V2x+2h+0 
"7 @x+5x-4)3-2x) ° (7-22G3x+Dx+D 
: 8x+11 y? -9y—12 1) oo 
(x + 1)(x + 4)(x — 3) 5) +2)(> —3) … 
b) six €IR\ (41,4) 
Exercices 1.6 (page 23) 
1 DRE b) x=7 g) * = joux = 1 h) y=7,y=<ouy=4 
c)x—-l'oux—3 Dee 0 à i) x=Toux=l D_x-2 x—0'oux-2 


e) x=-4 ou x = 3 f) x=-3,x=0oux=4 
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Il 
US 


2. a) domaine = IR\ {0}; 
1 


b) domaine = IR\ C 
{ 


2 
c) domaine = IR\ {3}; y = 6 
d) domaine = IR\{-6}; u = -1 


e) domaine = IR\ Epra = Aou x = — 


f) domaine = IR\ {-2, -3, -7}; y 2 ou y=3 


Le) E +] b) Ë. +0] 
c) ]-, -2[ d) Le, 5 
€) ]-co, -2] U [2, +cof f) 13,31 
g) ]-LAI h)_]-co, -3] U [-1, +ee[ 


1) J-2, O[ U J1, +cef j) Ie, 0JU {5} 

oaubS 0 AU 
. a) domaine = [2 +; = = 

b) domaine = ]-c, 4]; x =-12 

c) domaine = Lee, * aucune solution 


d) domaine = ]-c, 4[; x =-12 
e) domaine = J-c, -1] U [1, +c[; aucune solution 
f) domaine =[-1, 1]; x = = 
-6V5 
5 
h) domaine = ]-4, 4[: x = -2/2 ou x = 2V2 


g) domaine = IR; x = 


Exercices 1.7 (page 35) 


1. a) fest une fonction ; dom f= [-4, 3[; ima f= [-2, 3]. 
b) fn'’est pas une fonction. 
c) fn'’est pas une fonction. 
d) fest une fonction ; dom f= ]-ce, 6[ ; ima f= [1, +. 


2. a) f(1)=0; g (1) non définie; (1) = : 
b) f(-2)= 15; g(-2) = V5; À (-2) non définie 
3. a) f(x) = 10; dom f = IR; ima f= {10} 


b) f()=5; dom f =IR; imaf= {5} 
c) f@ = -4; dom f = IR ; ima f = {-4} 


« =. ARS _-1l 
4. a) a =1;a,=0; a; non définie; a, =— 


b) D,:y=x+1 DES 
D,:x=2 D:y= 5x +4 
Sa) y 7x+ 17 b) y=2x+°l 
É 7 7 
=: La 
cy—-3x +6 d) y= ie 


Les représentations graphiques sont laissées à l'élève. 


6. a) ÿ 
fQ) = -x2 + 104x — 430 


S(52, 2274) 


dom f = [0, 105] 


1500 ima f = [-535, 2274] 
1000 A(4,31...: 0) 
B(99,68.. ; 0) 


X 


k (x) = x2-8x +5 
5 AG 11,0) 
B(4+ 11, 0) 


dom k = IR 
ima k=[-11,+o 
S(4, -11) 


. a) dom f = IR\{?, 2}; zéros: T et à 
3 5 2 


b) dom g = IR ; zéros: -1, 0 et 1 

c) dom À = IR\{0,3,5}; zéro: 4 

d) dom = ]5, +cel ; zéro: 6 

e) domf= J-c, 4[; zéro: 2 

f) dom k= ]-ce, -1] U [2, +co[ : zéros : -1 et 2 
g) dom d = IR; zéros: -1 et 2 

h) dom f = IR; zéros : -2, 0, 2 et 3 

i) dom g = IR\{2}; zéros: -5 et Ü 

j) dom h = ©; zéro: aucun 

k) dom a= ]-c, -3[ U ]3, +col ; zéro: 4 
D D domv=}]-1,+c[ \ {2}; zéro: aucun 
m) dom f = ]3,3 ; 3,5]; zéro: 3,5 

n) dom g = ]-0,3 ; 4 U[5, +col ; zéro: 5 


. à) (fo g)(x) = 4— 5x +1; dom(f o g) = [-1, +ol 


b) (go f(x) = V5 — 5x; dom(g o f) =]-c0, 1] 


. a) domh=]-3,7]\{4} 


b) dom g= ]-c, 0] U ]2, 4[ U J4, +co[ 
c) dom s = [4,6[ 
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loge 
d'où x= _ 
Dos) =" d'ou) 
h) x=0 


3. a) log, 15 = log, 3(5) = log, 3 + log, 5 = 1,392 


b) log, 0,75= log, 2= log, 3— log, 4=-0,147 
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10. a) domf=T[-2, +c[ \{7} ze  weû 
; Sr e c) h(x) = ; 
b) i) f(-S)non définie ü) f(-1) = V3 x si x>0 
HSiQes VAE dom h =IR et ima h =[0, +ce[ 
v) f(7) non définie vi) f (10) =-295 
2 ne Æ 13. a) f(2)=2 b) ftC2=-2 
11. a) dom f = IR\{-1};x = 4etx = 4 “0e 2 = 
b) ÿ h\(2)=0 h(2)=0 
y=f@) COMÉDIES BACS O)EEE 
g (5,9) =-6 g(-5,9)=5 
h (5,9) = 0,9 h (5,9) = 0.1 
14. à) a= =, Ainsi, C = ?g+b 
250 — 100 2 2 
En remplaçant q par 100 et C par 900, nous obtenons 
900 = (100) + b, donc b = 750. 
D'où C = q + 750. 
b) Sig=150,C= =(150) +750 = 975, donc 975$. 
©) MCE, 12%= 3q +750, donc g = 322 articles. 
dom g = IR etima g=[-2, + 2 
d) Sig=0,C=750, donc 750$. 
b) fG) 5—-(-2x-4)) si (2x —-4 <0 
= ; 
5 — (2x — 4) si (2x—-4)2>0 15. a) i) 64 000 hab. ii) Environ 73 941 hab. 
ee b) Environ 11 années. 
IR NS R<7 
rw= ft si x2>2 
dom f = IR et ima f = ]-c, 5] 
Exercices 1.8 (page 42) 
12) x—100,5 b) x=b? c) log,2= log, (4)? = so, 4=0,356 
= 5(y-2) 
re SE de _ d) log, 60 = log, 5X4) 
= log, 3+ log, 5+ log, 4= 2,104 
2) = 25, d’où x =5, car x > 0. €) log, 81 = log, 34=4 log, 3 = 2,26 
= ùx= 1 
b) 144 = 12, d'où x ==. f) log, 2= 108, © 
c) (0,01)? = x, d'où x = 0,1. =log,3+log,4— log, 5= 0,45 
d) log, x =2, d’où x=3=0. 
DE = - log, 5 
E) store "our, 8) log, 5° =2 85? 2 323 
f) log,, B=xlog,, B, ainsi log, 4 
log,, B _ log,,B 1 9 
UE = |. | — di. 
x loBn B log, B 0827 (;) h) 108, (+) log, 3° — log, 45) 


=210g,3-—(log,4+ log, 5)= -0,409 


log, : = log, 1- log, 6 
=0-—1log, 2(3) 
=-(log, 2+1log, 3) 
=-log, 4"? —1log, 3 
= Z log, 4— log, 3 
=-0,921 


In A InB 
4 a)i) log, Alog, B=— = 
na Inb 


_rAME 
nb Ina 


= log, Alog, B 
ii) de i) log, blog, c= log, blog, c 
= log, c (car log, b=1) 
ii) (log, blog, d)log, f = (log, blog, d)log, f 
= log, b(log, dlog, f) 
= log, b(log, dog, f) 


b) i) log; (5) logs 27 = log 271085 (5) 
. 
ii) log,16 log, 27 log, 


=10g,27 log, (res 16 


=3(-2)(4)=-24 
iii) 2 
iv) 4 
5? 
dom f= IR; ima f= ]0, +c| 
dom g = IR; ima g = ]0, +c| 
b) ÿ 
h (x) = log ,x 
Q(1, 0) 
k(x)=1log,,, x 
dom A = ]0, +oo[ ; ima h = IR 
dom k= ]0, + ; ima k=IR 
6. a) ©) b) D c) ©) 
9 DO n © 9) 
) © ) @ 


7. a) dom f =IR, domg=]-ce, 4[ 
b) dom f = IR, dom g= ]J-c, -1[ U ]2, +c[ 
c) dom f = IR, dom g = IR 
d) dom f = ]0, +c[ , dom g = IR 


8. a) K=2;a= b) k=-l:a=3 
c) Il n’existe aucune valeur de k et de a. 
d) k= + a=3 

9. a) a=4 b a= Cha 
d) Aucune valeur de a (car -5 & ]0, +ce[ ) 


d) (0 
h) @) 


10. a) i) pH=-log (4 x 1077) = 6,4 
ii) pH = -log (3,16 x 10%) = 2,5 
b) ÿ) 3,1=-lo8 [H‘] 
[H*] = 10 = 7,9 x 10 
ii) 4,2 = -log [H*] 
[H*] = 1042 = 6,3 x 10 


11. a) P(r) = 400 x 5/* 
b) P(5) = 559 bactéries 
c) P(48) = 10 000 bactéries 
d) 72 heures 


12. a) N(0) = 5000 hannetons 


b) : correspond au facteur de décroissance de la population 


de hannetons. 


tie) 
c) Il faut résoudre 2500 = 5000(!) 7 


De (= Lin 


2 nf 
t=1,261... can — 


N 
2) 
d) EE  ———— —<— 


| V 
13. a) V(i = 16 000 (0,8) b) f _ 16000) se 
. À = k = 
In(0,8) 
c) VO) = 10 240$ d) 1= 3,11 années 

VE 

V() = 16 000(0,8)' 
16 000 


14. à) Si le capital initial À, double, alors À = 24, 
Puisque i = 0,10, nous obtenons 
DA = A 
D CARRE 


m2=Ine" 


In2=0,101Ine=0,10r 


In 2 
D'où 1 = — = 6,93 années. 


, 


b) Nous avons À = 34, etf= 10. 
Alors, 34, = A,e"” 


i = Lo 0,109... 
10 


D'où i= 11 %. 
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Exercices 1.9 (page 55) 


1. à) jm b) LE rad c) on d) —E rad 7. a) cos 2A=1-2sin A b) cos24A=2cos A-1 
5 
2. a) Environ 171,89° b) 150° 8. a) sin he sin(? &) = de HUE 
: . 12 4 6 4 6 4 6 
c) 135 d) -15 
| V2 V3 21 V6-4V2 
3. a) ie b) ue 2 2 2 2 & 
Es v. b) cos105° = cos(135° — 30°) 
CSC d) csct = — = cos135° cos30° + sin135°sin 30° 
cost sinf 
LAN V1 64 
77 RER DR Al 4 
4. 2) Trad b) TE rad ©) rrad d) rad 
T -T 
2. . 9. a) — 6) = c) 0 
ES b) ea) 2 3 
DS 
-T T 
d) e) — DE 
©) ee d) DRE) 4 3 
513 DNS s 
2) 10. a) i) 0 ü) -1 iii) — iv) 0 
e) E(0, -1) f) ea) 6 
à à b) i) V ü) F 
Représentation des points 3m 
11. à) x = — 
y 5 
Di — a 
4 5 
12. a) i) x=24; 0=22,619..° 
ii) x= 14,142... ; 0 =45° 
b) ZB=40°; a = 7,66: b = 6,43 
13. ZA = 28,2°; /C = 99,8°; c = 25,01 
6. a) -1 b) 2 o V3 d) -V2 
Exercices récapitulatifs (page 57) 
> o 9 Die 13. à) da CP + 342c2- 5a“d°) 
: F8 b) xx 345%) 
1/3 1/4 5/2 
HA ce LL 14. a) (x+ 10)x + 3) co) &—10)&—3) 
5. à ÿr Dee e) (x— 5XAx + 3) g) xx + 3)(7 — 35) 
5 ï) 5x+17)12x—5)  k) Gx-2)x-8) 
2 DR 2 
7. a) x Os 0 1 9) EE = sel 
% (7x+5)(2x +9) 2x 
8. a) 24cm b) 48 cm à -10 nn 
(3 + 2(x + h))(G3 + 2x) 
9 à Li s g 
16. a) 1ou7 9 — ou 
10. b) -8x° + 26x — 16xy + 23y — 6y° — 20 . - 
d) -1,85x° — 11,57x + 29,52 €) 0,1 ou - g) -8, -6, 2, 10 ou 12 
f) 4h i 10! k) RE 
300 3 
11. 2e o 35+72 
23 
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17. a) [-4, O[ U J0, 2] b) ]-1,0] 32. a) i)  4637,10$ 


LL 
c) J4, +ce[ b) ii) 4645,60$ iv) 4647,30$ O 
18. a) ]-c, -1[ U ]1, +co[ ; aucun zéro ._ AT ° œ 
c) ]-, -3] U 15, +c[; 3 33. a) i) ne b) i) 45° O 
e) ]-c, -2[ U [3, +co ; 3 O 
g) ]-2, 0[; aucun zéro 34. à (1 8) sin(#) , , cos( 2) L L 
i) J-0, -8[ U [-7, 7[ U [8, +co[ ; -0,75 2° 9 5 2 3) 2 
k) IR\ {-2,2}; aucun zéro tn() 207 
3 


m) F- . (, Fe. ve aucun Zéro 


o) P(8 1) sn(Æ) = Drea(E) Ps 


o) ]-1,1]:0et1 2 5 < 
CT | 2 
20. a) 3x° + 6xh + 3h? —2x-2h +3 Plaloss 
23. à) D,:x=4 D, : y=-3 
D,: y=2x 31 :y=5 35. à À défini défini 
NE = Dye-7 à) 2 c) non définie e) O0 g) non définie 
D;:y=-2x+5 36. a) f(x) = sin x, g ( = Arc sin x 
25. .c).y— 21x57 b) r(2, 1} of. =). R(T, ë 1} s =) 
2 2 2 À 
28. a) 3 c) 4 e) 12 
31. à) i) Environ 564 b) i) Environ 7,7 jours so 
Chapitre 2 
Exercices préliminaires (page 63) 
1. a) 0,000 2;0 C2 (4x) (08% r x) 
b) 0,000 07; 0,000 000 15 d) (+) 2x = h(3x° + 3xh + h?) 
c) 3 000; 8 000 000 8 2) 1R b) R\ (5, 3] 
d) -200 000; -70 000 000 000 : L 
2. a) A +B est positif et infiniment grand. CRC É, E- ie, 
b) À — B est impossible à déterminer. €) ]J-c,5] D [0,+e[\{1} 
c) AB est positif et infiniment grand. g) IR\{0,-V7, V7} h) [2,51 
d) æ est impossible à déterminer. DARNESS, DANELE1 ; 
ë k) R D Fa +en f] 
À 2 
e) = est négatif et infiniment grand. 
re et à 9 a) i) f(0)=0 ii) f(1) est non définie. 
) — À = A(B — 1), donc positif et infiniment grand. ii) (1,5) = 2,25 OA 
3 ad b) 2x(x +2) à 1 : v) f(G)est non définie. vi) f(4)=-1 
bc (x = 3) b) y 
Îl 
d + Dee DCS) dom f= IR\ {1, 3} 


Aa) Nr rm NTLete Vx TNT 
b) V3x-5+4/3x+4 et-V3x-5-/3x+4 


5. a) (Vx-5(Vx+5)=x-25 
b) (x +V5)(x -V5)= 1-5 


c) (Vx-V3x-5)(Vx+V3x-5)=5-2x 10. a) i) f(-5) est non définie. 
d) (Va+b+Vc-dXVa+b-Vc-d)=a+b-c+d ii) (D) est non définie. 
11) RQ) = 1 
2 3 
6. a) x +1 b) x'+x-2 b) [-4,+oe \ {-3, -1, 0, 2, 5} 
7. a) &-b=(a-b)(a+b) TL Divers Dsys sx+1 


b) x -8=(x-2)(x+2x+4) 
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Exercices 
Exercices 2.1 (page 76) 


1. a) lim à f(x)=3 b) lim f(x)=-3 5. a) domf=IR\{1} 
x (2) x (4) 
©) lim f)= 2 Dr f@ ; fo) 
0,5 -1,230 7... LS -1,142 8... 
2. a) Plus les valeurs données à x sont près de 3 par la droite, 0,9 2125918 iil 123511 
plus les valeurs calculées pour f (x) sont aussi près que 0,99 22, 1,01 LT. 
nous le voulons de 0. 0,999 | -1,2501... 1,001 -1,249 8. 
b) Plus les valeurs données à x sont près de -5, plus les 0.9999 -1250 0... 1.000 1 | -12499... 
valeurs calculées pour g(x) sont aussi près que nous le d ; À : j È { : 
voulons de 8. l. L j 1 
3 ——— ——— — —— —— [F -1,25 TE -1,25 
+ à) t 0,9 090 10099 DCPOO Los 
e Il semble donc que Il semble donc que 
i(P) 19 LED | (CCE 1,9999 | ...—2 s k 
lim f(x)=-1,25. lim f(x)=-1,25. 
Il semble donc que lim i(#) = 2. EF Fi 
De D'où lim f(x) =-1,25. 
t LA 1,01 1,001 1,000 1 |... 1* 
CA RP NE EC Goom) 
I. , donc lim f(x) = -2. 
Il semble donc que lim i(t)= 2. lim _f(x)= 2 AA 
11 nu. du 
Puisque Jus i(t)= Eu i(t)=2, Jimi() 2 b) im f(x) = 2 
» , donc lim f(x) n’existe pas. 
b) EC) NL 
c) lim f(x)=0 
iD=t+1,sit#l an donc lim f(x) = 0. 
lim f(x) = 0 FT 
+40 


7. a) f(-5) est non définie. b) f(-2)=2 


L : : c) f(2)=1 d) f (4) est non définie. 
4 e) lim f(x)=-2 f) lim f(x)=-2 
NEO RONREN MoN EeS LE 37 
f@ | 05 | 09 | 099 | 0999 | 1 MARS EE, De OS 
Il semble donc que lim f@)=1. i) lim f(x)=2 n) lim f(x) = 0 
ax k) lim f(x) =3 1) lim f(x) n’existe pas. 
DRAP MEME Pour Lu “ 
CORIROS 0,1 0,01 0,001 200 Ù 8. 2) limS=5 (th.2.1 a) b) limy=3 (h21b)) 
Il semble donc que lim f(x)= 0. x? (2)! | 
sed c) DUC NEO ee (th. 2.4) 


c) Puisque lim FX) # lim, fQ@), lim f(x) n’existe pas. 5 
1 Ga éd d) dim (Gr 43) =[ lim(s 2 +32°)) (th.2.5 a)) 


d) À f@=x-[xloùxe [0,4] =(6-(-1)* +3(-1))  (th.24) 
= 32 


e) lim (51° +3)ÿ/31-2 


= ( lim (5? + 3) ( lim NET :) (th. 2.2 d)) 


= (5(-2)° + 3)a]Tim (3 2) (th. 2.4 et 2.5 b)) 
= 233/3(2)-2 (th. 2.4) 


= -46 (car 3-8 = -2) 
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D) 


8) 


h) 


b) 


Calculons d’abord la limite du dénominateur. 


S 
Jim (4+x°) =(ime+s) (th. 2.5 a) 
=(4+(-1)°) (th.2.4) 
DE) 
lim x 
Ainsi, lim - = en al 2 20) 
’x1(4+ x) | limG+x y 
ail 
= (th.2.4)) 


_” 


dom{x/x°—1]=]-c,-1]U[1, + cf 


lim [x he —1] ve 1] ={im a im 1 )(n.220) 
=? [lim (x — 1) (th. 2.1 b)et 2.5.b)) 


=24V2? -1 (th. 2.4) 
=243 
dom [V4-x?]=[-2,2] 


: 2 : ; Die 
limV4-— x" n'existe pas. (car lim, V4-—x" n'existe pas) 
x—2 x 2 


lim [f()-g(@)1= lim f(x)—limg(x)  (th.2.20) 
=9-—(-8)=17 
lim [2809 (x) —5 A0] 
= lim [2g(x)f(0]- lim [5A(x)] (th. 2.2 c)) 
=? lim [g@x) f(x)]— 5] tm ns)| (th. 2.2 b)) 
= 2] tin g0 | 1im r&|-50) (th. 2.2 d)) 


= 2(-8)(9) = -144 


c) Calculons d’abord la limite du dénominateur. 


lim V Go) = fiim f@)  (th.2.5b) 


= V9 =3 40 
Ainsi, 
j 3 
- 3fe(x) - lim ÿ/g(x) 
im = (th. 2.2e)) 
154 TC lim 7@ 
3/lim g(x) 
= NT 25b 
3 ( )) 
or 
-. 


d) Calculons d’abord la limite du dénominateur. 


lim[g()—g(@)1= limfe(x)—4] 


= lim g(x)— lim 4 (th.2.20c)) 


(car g(a)=4) 


=-8-4 
=-12240 


(th. 2.1 a)) 


Ainsi, 


lim [ f(x) — 3] 
im [80 -4] 


FO) = f(@) _ 
lim 
ra gx) g(a) 


x—a 


lim 1 f(x) — lim 3 
—— (th. 2.2 0c)) 
-12 


SE (th. 2.1 a)) 


10. a) Jim(x? —6x+13)=4 et Jim(-x° + 6x — 5) =4 
D'où lim g(x)=4 (th. 2.6) 


b) lim(x° 6x +13)=5 et lim(-x° +6x—5)=3 


D'où on ne peut pas évaluer lim g(x). 
x—4 


11. a) lim f(x)= Jim x° =ûl 


(th 22%)et7(a) 5) 


(th. 2.4) 


(th. 2.4) 


re donclim f(x) n’existe pas. 
lim f(x)= IE =? x—2 f P 
x—- D x—- a 


f@) 


bi) lim f()= lim (5-x)=5 


x—0 


lim fG@X)= De À (x? —5)=-5| n'existe pas. 


x0* 
ïi) Jim f(x)= lim (x? —5)=4 
SR SET 


lim f(x)= lim (2x-2)=4 
as x3t 


FD 
S—-x si 
x 5 si 
-5 si 
2x-2 si 
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donc lim f(x)=4. 


x 0 
DÉERES 
x=3 
RS) 
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Exercices 2.2 (page 82) 


© 3x 
1. c),d)ete) = lim Re 
x? +3x = lim : factorisant 
2. a) lim 2 ina o) | x 0 x(4— x) (en FarIonsant) 
Four à (ae 
Lin 2649) en Sr ns 
= lim 5x (en factorisant) x=0 x(4— x) 
= lim == = lim = (car x #0) 
5 : 
di . 7 : 
= lim & 5 2 (en simplifiant, car x Z 0) 4 (en évaluant la limite) 
3 x?-1 0 
—— (en évaluant la limite) 8) lim inde 
5) sil l = 1 0 
x 
b) lim ind à > 
(Rosie û = lim (en effectuant) 
(u+5) . 1 1x 
= lim (en factorisant) 
u—-S (u+5)u —5) 
.. X(x°-1) 
ne | cs 
u—-5 (u+SYy(u —5) x AN 
.… Xœ—-1)(x+1) _—. 
’ 1 re = in (en factorisant) 
= lim 5 (en simplifiant, car (u + 5) Z 0) x -(x—1) 
u—-5 y — 
.. xxx +1) 
_— (en évaluant la limite) = lim 
= 10 x 1 AY 
=. à = lim -x(x +1) (car (x—1) 4 0) 
c) lim indie 
x9 x—9 0 =? (en évaluant la limite) 
= lus F ] (Conueué) Te ina 2 
ne x—9 3+Vx no ‘0 
9 x 2 
= lim (en effectuant) . (x—2)(@ +2x+4 ns 
229 (x—9)(3+Vx) = lim DE DCE (en factorisant) 
= lim RE Lim 2720 +2x +4) 
x se + x) SE x2(x ne 2) 
=lim — 


(car (x—9) 40) : (x? +2x+4) 
im 


(car (x —-2) 40) 
x 2 (x +2) 


-] 2 PRE 
2% (en évaluant la limite) = 3 (en évaluant la limite) 
D D b (x+h) x f. 0 
d) lim —;——=0 (en évaluant la limite) Pan ñ do 
1-1 _ 
… x°+3x/h+3xh?+h° x" 
: 0 = lim 
e) lim (na 1 h=0 h 
xl x— 
2 rare) 
__ a@-D@+DG +). Sn ue et 
= lim (en factorisant) h—0 h 
xl X— 
2 2 
ie Xe )(x +1) (x? +1) = lim ÈS ) (mise en évidence) 
h—0 
x! (eo) 
: . H(3x° +3xh+h°?) 
= lim x(x+1)(x° +1) (car (x-1D #0) jun x 
=4 (en évaluant la limite) = lim (3x? +3xh+h°) (car À 0) 
on 3x ina ! = 3x? (en évaluant la limite) 
30 4=(2-x) "0 


. 3x 
= in ——— 
20 4—(4—4x+x) 
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= ji Vx+Ax x \f Vx+Ax + Vx Re 
De ke mes me (conjugué) 


ra) 
A0 Ax(Vx+Ax + Vx) 
= lim Es 
2 De 


= lim 


Ax— 0 a Ax + VAx) 


(car Ax Z 0) 


= D ————— 
A0 x + Ax + 


1 
= (en évaluant la limite) 


2x 


Lun EVER 

D ue 

_ dE Vx es) Cons 

hVx+hVx | Vrx+Vx+th 

. x—(x+h) 

n50 hÿJx+hVx(Vx+Vx+h) 
-h 

h—0 hVx+hVx(Vx Vx h) 


-h 
h=0 Hx+hVx(Vx+Vx+h) 
= lim = (car AZ 0) 
h=0 x+hVx(Vx+Vx+h) 
-] 


ï 2xVx 


(en effectuant) 


(en évaluant la limite) 


352 
Fo x 2/7 + 23/x +4) 


3 
2) 
= lim 
8 QD +23/x +4) 
ER — — (car (Ÿ/x —2) 0) 


8 (x? +24/x +4) 


1 & ne 
= (en évaluant la limite) 


Pr) ; 0 
m) lim ind. 
x>2 -x° —2x?+10x—4 0 


D D bi = =) 


= x—2 Res 
D 2 lo 
x—2 


; x +x+l < Re 
= lim ——— (en effectuant les divisions) 
x22 -x —4x+2 
-19 3 Fe 
To (en évaluant la limite) 
.. 5x+h) -7(x+h)-5x?+7x |. 0 
n) lim ind. 
h=0 h 
… S(x?+2xh+h?)-7x-7h—5x? +7x 
= lim 
h=0 h 
.. 5x°+10xh+5h° —7h-—5x? 
= lim 
h=0 h 
… 10xh+5h°-7h 
= lim 
h=0 h 
.  h(10x+5h-7) 1 ; 
= lim (en factorisant) 
h=0 h 
.…. H(A0x+5h-7) 
= lim 
h=0 H 
= lim (10x+5h-—7) (car À Z 0) 
h=0 
=10x-7 (en évaluant la limite) 
2 + 
a) lim le ina À 
h=0 0 
. Vn?+4-2 \{ Vh?+4+2 a. 
= conjugué 
EU h Vh°+4+2 sd 
lim RÉUE (en effectuant) 
= ———— (en effectuan: 
0 p(ÿh? +4 +2) 
p2 


0 h(Vh?+4+92) 

lim L | Te 1 
= == — puisque À h =h 

150 Jr+4+2 » 


=0 (en évaluant la limite) 

Joue 

le 0 

b) lim = ind. — 
ler 

dE =i 
Af 
= lt re (en effectuant) 


si (1— x)(x +3) 


Vx-1 Vx + ) rer 
PTT =) ei (conjugué) 


: GE=i) 

S nu Yxa- x)(x +3)(Vx +1) 
” CD) 

21 4x (1#5(x + 3)(Vx +1) 
-] 

PA VGA + D 


{car (1=x) 20) 


= (en évaluant la limite) 
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2 ES Vr Lim C=00 +172) 


m 
9 im 721 ind 2] 192 (2-aN VII x +3) 
CE, - (2=2(2+Vx+2) 
Eee a =AVI1- x +3) 
ji WE 27 
Fer = 4 Ne LE 
Hs (car (2— x) z 0) 
81-r DAT 1—x+3 
= lin —— ffectuant 
=. DRE — 3) ee = à (en évaluant la limite) 
81-r° V1+3 are 
— conjugue 
19! | 2711 3 | Vr+3 ie _. 
Lin P=DO+ PE +3) D 
19 271N1(1—9) b) lim (= lim 2x=6 
=; (-D(-29)(9 + tt +3) ui : 
159 271112) on nyCE ln (in di 
… (0+)(Vr +3) 002 
= lim M 0 (car (t—9) 4 0) = Ji Ce = : ) (en factorisant) 
_# , Le D 
= (en évaluant la limite) = Ge 2)(x + 2) 
LS 2 
D im CES fa ©) en. 
Pre Vx+2 0 =4 
; V11-x-3 | V11-x+3 ee lim f(x)= lim 2x=4, 
= lim (conjugué) LD x—2t 
x 2—/x+2 V11- x +3 < 
d’où lim f(x) = 4 
2—x Û d 1 x—2 
ind. 
CD: 49) 0 


ne (2- x) | 2+Vx+ 
so @-Vx+2)V11- x +3) | 2+Vx+2 


(conjugué) 
Exercices 2.3 (page 100) 
1. a) … lim f(x)=-c ou Lu f(x) = + 4. à) domf=IR\{3} 
: sr ; 9 y 
ou le f(x)=-> ou im, f(x) = +0 Re Gœ=3ÿ =+ | forme 0° 
b) … lim f(x)=b ou lim f(x)=b : 3x 9 
a Lite lim = +00 liome _ 
x3t (x—3) 
5, 1) À ii) +oo iii) +co iv) -00 La droite d’équation x = 3 
V) +oo vi) O vii) -00 viii) -2 est une asymptote verticale. 
152) à X) -co 
b) domf=|]-3, +c| 
b) Asymptotes verticales : x =-6,x=-2etx=0 
Asymptote horizontale : y = -3 | ire 63 
im = —00 f _—…. 
x-3t Vx+3 ( eus ) 


3. Le graphique ci-dessous n’est évidemment pas le seul qui 
répond aux six conditions. 


La droite d’équation x = -3 
est une asymptote verticale. 


c) domf=IR\{-3,-1} 


2 — 
Pour 223, He TES: (na. ?) 
+3 x +4x+3 


Levons cette indétermination. 
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d) 


e) 


, x?+x-6 (x+3)x—2) se 
GT > = = (en factorisant) 
x3 X°+4X+3 x:-3 (x+3)x +1) 
- Jim 2490-2 
x3 (x+3)(x +1) 
ne (car (x + 3) # 0) 
x +30 (x CE 1) 
= 
m2 


2 
. x +x-6 5 
Démême Mo — 
LS KA AXE AN 2 


La droite d’équation x = -3 n’est pas une asymptote 
verticale. 
Pour=C ll 
Cote 
x 17 (x+3)(x+1) 
im Ce) = -00 iome s) 
xt (x+3)(x +1) ï 


La droite d’équation x = -1 
est une asymptote verticale. 


dom f=IR\{-3, 1} 


Pour x = -3, 
: -X 3 
TOO ——— = forme — 
x37 (x—1)"(x+3) 0 
; -X 3 
lim PRESS = +00 forme mn 
x-3t (x—1) (x+3) 
Pourtile 
: -X : “il 
DS S forme — 
x (x—1) (x+3) 0 
: -X . “ 
lim DR Re = -Co forme = 
xsit (x—1) (x+3) 0 


Les droites d’équation x = -3 et x = 1 sont des asymptotes 
verticales. 


dom f=IR\{0, 1,2} 
Pour x = 0, 


2 
, 4x Û ! 
UE ind. — 
im [——) 0 


Levons cette indétermination. 


| + ] : | ; ] 
En | ——— | = im | ———— 
x 07 (x(x—1)(x — 2) x07 À x(x—1)(x-2) 


4 2) 
ES in | = (car 

x=0-((x-1)(x-2)) *#0) 
=äl 


a) 


b) 


c) 


d) lim (Vx?+4+x*)=+00 (non indéterminée) 


4x - 
De même, lim | —————— | =4 
x 0% Kx(x—1)(x— 2) 


La droite d’équation x = 0 n’est pas une asymptote 


verticale. 
Pourx1t 


2 
: 4x 3 16 

lim = +00 forme — 

x1 À x(x—1)(x — 2) 0 


2 
; 4x : 6 
lim = +00 forme — 
xt x(x — (x -2) 0° 


1 


) 


La droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale. 


Pour x = 2, de façon analogue, 


2 


; | 4x | 
Him | ———— | =+e 
x27 | x(x — 1)(x — 2) y 


: 4x : 
ES 
x—2t | x(x — 1)(x — 2) 
La droite d’équation x = 2 
est une asymptote verticale. 
dom f= [-2, + \ {1} 
Pour rit 


: Vx+2 | 
Tim = 
x21 (x+4)(x-1) 
Vx+2 


Lim. = 
x=1 (x+4)(x-1) 


La droite d’équation x = 1 
est une asymptote verticale. 


lim (7# —4f? +7t-1)=-c (non indéterminée) 
1— -00 


Indétermination de la forme (+ — ce) : 
lim (7-41 +71-1) = 

1 +00 

1 


1 +o 


Indétermination de la forme (+ — co) : 


lim (/x?+4+x°)= in Jos 1 + ) 
X — -00 X— -00 X 


= lim Ke pi) 
X—-0œ 56 


, 4 7 
hrn (1- dr) = +co (forme (+co)(7)) 
t ÊÛ 


= lim È Se] {mines co =«) 
X—-00 x 


(F3) 


= lim x° +1 


X—-00 X 


= -00 (forme (-c)(1)) 


X — + 
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6. a) lim sa =7 et lim | 7— : = 
FR xl Dee x+1 


La droite d’équation y = 7 est une asymptote horizontale. 


1 
: 5-2) 


; 2 = , co 
b) lim _ = lim a ind F | 
1m Sx+4x+] 1 #(s+h) +0 
JR 
1 
= 2 
= lim ä | 1,car +0) 
ee 4 1! Bo 
77 5+-+— \* 
LC 
= î (en évaluant les limites) 
3x? 1 3 


c) 


434 
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x+e 5x +4x+1 S 


La droite d’équation y = : est une asymptote horizontale. 


. 4x° : -c0 
lim 5 In 
x 7x" +] +00 


4x° 


à 4x x° 
= — = X, Car x #0 
X— -00 7+ 1 Sa 
+2 


= -00 (en évaluant les limites) 


B 


Donc, f n’a pas d’asymptote horizontale lorsque x — -co. 
3 


De plus, lim = +00 


240 7x7 +1 
Donc, f n’a pas d’asymptote horizontale lorsque x — +cs. 


Cl É _ | 
im = ind, — 
X—-0 x? +9 +00 


L +1) 
= lim = (puisque x <0, Je =) 


NS 


É —-| cars o] 
” 


=-À (en évaluant la limite) 


La droite d’équation y = -4 est une asymptote horizontale 
lorsque x — -co. 
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. à) li 


b) 


c) 


on 
Ë (: =), car x 40) 
#1 


= 4 (en évaluant la limite) 


La droite d’équation y = 4 est une asymptote horizontale 
lorsque x — +co, 


il 
= Lara #0) 


2 
De même, lim Si z=0 
A TO Ni — 
La droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale. 
» 
ss = 
x 
t— 1 co 
dom v=[l,+c[ et lim | : +) (ina =) 
1— +00 t eo 
re 
Vt-1 ; t 
lim ;——3|= lim 5 —3 
1— +0 t 1— + t 
es 
= lim 
1— +00 t 
= -3 
La droite d’équation 


y =-3 est une asymptote 
horizontale. 


dom À = IR et lim 


X— -00 


ind. — 


-00 


Due 


X 


Je lait 
ie 


Vax? + 
lim He = lim|5- 
=? -060 Bd Her -00 F4 
(-x),/4 + K 
= liml5 (puisque EU ee 
X— -00 x 
9 Îl (-x) 
= lim |5+,j4+— = hr 520) 
et X Da 
27 


La droite d’équation y = 7 est une asymptote horizontale 
lorsque x — -co, 


4x? +1 - 
(ET) (u 
Poe) x -09 
1 
ARR 
4x° +1 2 
lim És- EE | Los 
— +oo x X — +00 + 
JE Lee 
— fin |. (puisque x > 0, Vx°= x) 
X— +00 x 
1 5 
= lim |5-,/4+— — =], car x Z 0 
rc) tea 55 


La droite d’équation y = 3 est une asymptote horizontale 
lorsque x — +co, 


7 
d) domk=}]-c, 5[ et lim 
) I-, Set Jim — 


La droite d’équation y = 0 est 
une asymptote horizontale 
lorsque x — -co. 


u 5 +u +00 
e) dom f =[0,+c et lim (ind =) 


u— +0 A+ y +00 
1 
7 de u UE) +1 
lim = En ——— 
u— +ce 4+u u— + 3/4 4 
u 
pe mi) u 1/4 
173 =}, 
. u 3/4 à 
= in ———— |, 
u — + 4 
(Hu) car u # Ü 
4 
U 
= +00 


f n’a aucune asymptote horizontale. 


f) dom / =IR \ {5} et lim ISx| (ina . 
2] 5e 5272 +00 
lim I5xl = lim ee (puisque x < 0,|x| =-x) 
x—-e 3—Dx x (2) 
x 
= lim eus È — |l'Car x20) 
en ( 
x 
> 
_2 


. à) dom f=R\{S, s) 


La droite d’équation y = : est une asymptote horizontale 


lorsque x — -co, 


x |5x| ( = 
lim ——— ind. 
RE SR -c0 


lim | | = lim 3) SR 
x + 397% X — +0 3 re (00 
| ==? ==? 
X X 


5 , 
= (en évaluant la limite) 


La droite d’équation y = = est une asymptote horizontale 


lorsque x — +ce. 


g) dom k= [2, + et 


lim (3-6 -—V/31+2) (ind. +co — co) 
lim (V31-6-—/31+2) 
(V31-6+4V31+2) 


CRE 


-8 
= D ——— 
140 316 +V/31+2 
=0 (iome _ 
+00 y 


La droite d’équation y = 0 
est une asymptote 
horizontale lorsque  — +0. 


-5 


Si ne 2x2 +1] 
Pourr— 


lim oo 
3 x-(537 (X—5X5+3x) 


: 2x° +1 ( . “| 
Lim =. | forme —— 
x=(-5/37 (x—55+3x) 0 


: 5) 
= +00 liome e 


La droite d’équation x = à est une asymptote verticale. 


. hu 2x? +1 É 3 
FX = — = -00 orme — 
Pare ess 0 
: Dre auil | à 
nn — = + forme — 
:15+ (x —5)(5+ 3x) 0 


La droite d’équation x = 5 est une asymptote verticale. 
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LL 
= 
œ 
œ 
[®) 
O 


2x°+1 ( =| 
mn TC 
x (x—5)(5+3x) +o0 
x? +) 
= lim à 
Ts) 
PAU 
Cr 
= lim 3 - (near 20) 
ne fi 33) : 
35 ASE 
2 
3 


: 2x? +1 2 
De même, lim — -=-— 
xDte (x—5)5+3x) 3 


La droite d’équation y = à est une asymptote horizontale. 


b) dom g=IR\{-1,1} 


Pourx=-1, lim 


x (-1) 1—x 
. 2x°—-2x+7 . 7j 
Him, —]—=+> | forme — 
cl. 1—x 0 


La droite d’équation x = -1 est une asymptote verticale. 


3 
Pour x= 1, lim 2 21. me = 
x 1—x 
2x°—2x+7 7 
M —; —=- forme — 
RE 1-x° 0 


La droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale. 


lim = 
x 0 1—x" 
2) 
= lim . % (na =| 
x — -00 2 +00 
er) 


Il n’y a pas d’asymptote horizontale lorsque x — -co. 
2x° 4x -2x+7 
Î=3 


Il n’y à pas d’asymptote horizontale lorsque x — +ce. 


De façon analogue, lim 
X — + 


9. a) Il faut que dom f = IR\ {-1}, c’est-à-dire que le dénomi- 


nateur de f soit égal à 0, lorsque x = -1. 
Ainsi, en posant 3(-1) + k= 0, on obtient k = 3. 


De plus, puisque lim 5x°+4 Li : ) 
: = -00 OTME — 
RER 0 


alors la droite d’équation x = -1 est une asymptote verticale 
pour k=3 et il n’y a pas d’asymptote verticale si k 4 3. 


b 


SE 


Il faut que dom g = IR\ {-4, 4}, c’est-à-dire que le déno- 
minateur de g soit égal à O, lorsque x = -4 ou lorsque x = 4. 
Ainsi, en posant (+4)? + k= 0, on obtient & = -16. 


; ; -5x +7 : 27 
De plus, puisque Me mere +c | forme ra 


. -5x+7 s -13 

etque lim — = +00, | forme — 
x47 x° —16 0 

alors les droites d’équations x=-4 et x=4 sont des asymp- 

totes verticales pour k = -16 et il n’y a pas d’asymptote 

verticale si k Z -16. 


1 
kx+1 te +00 
c) lim = lim 2 (ina | 
rte 3x4 x (3-1) se 
x 
ne 
= lim Æ É 1 car à #0) 
X— + 4 3È 
x 
=* 
n: 


k 
En posant 3 = 8, on obtient k = 24. 


Exercices 2.4 (page 107) 


Bose EAU 
| f est continue. EN RES VA RES DE 
La 1° condition est satisfaite. | F|V|IVIVIV 
La 2° condition est satisfaite. | V|'V VIF | EF 
La 3° condition est satisfaite. H|JF|VIFIE 


b) Discontinuité essentielle en x =3 eten x =6; 
discontinuité non essentielle en x = -5 et en x = -2, 
car on peut définir f (-5) =lim f(x) et f(-2) = lim f(x), 
x—-5 x—- 


de manière à rendre f continue en x = -5 et en x = -2. 
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2 a) il) fO)=A 
2) lim f(x)= lim(3x° —4)=-4 


3) lim (x) # / (0) 
D'où f est discontinue en x = 0. 


0) 


b) 1) f(-1)=3 
2) lim f(x)= lim (x+6)=5 
21 x -17 
d li =6, 
lim, f(x)= lim, 5x°=5 onc lim f(x)= 5 


x—-1 x—-1l 


3) lim fG)# CD 


D'où f est discontinue en x = -1. 


FQ@) 


c) 1) g(-2)=-2 
: : 2(x +2 
2) im g@)= im =. ne 
x (-2) x (2) -(x+2) onc lim g(x) 
lim g(x)= lim ACL) n'existe pas. 
x (2) x—(2) (x+2) 


D'où g est discontinue en -2. 


409) 


d) i) Enx=0 
1) Puisque 0 £ dom f, est discontinue en x = 0. 
M) Eine 


1) f()=2 
D 
2) lim f(x)= lim +122 | donc 
xl xl 
lim 0) =2. 


lim f(x)= lim (3x?2-1)=2| +1 
+ 1 x it 


3) lim f()= /(D 


D'où f est continue en x= 1. 


. a) Puisque f est une fonction polynomiale, f est continue 
sur IR. (théorème 2.7) 


b) dom g=1R 1] _ 3} 


d’où g est discontinue en x = -3, x = 5 etx=3. 


c) domf=IR 
Vérifions si f est continue en x = -1. 
1) FED=< 
2) lim f(x)= lim (2x+6)=4 
x=-1 x -1 


donclim f(x) = 4. 
lim f(x)= lim (x? +3)=4 ele ) 
ln 


+. 


3)_lim S()= f(-D) 


D'où f est continue en x =-1. 
Vérifions si f est continue en x = 2. 
1) fC)=7 


2) lim f(x)= lim (x?+3)=7 
x 27 22 


x—2 donc lim f(x) 
lim, f@X)= lim, (7—-3x)=1| n'existe pas. 
2 x 2 


D'où f est discontinue en x = 2. 


d 


= 


dom £=IR \ {0,2}, d’où kest discontinue enx=0 etx=2. 
Vérifions si k est continue en x = -2. 
1) K2)= 7 


De lin ind ! 
x—2 x—-2 x(x—2)(x +2) 0 


= lim 
x 2 x(x—2) 


1 


8 
3) lim A(0) # &(-2) 


D'où k est discontinue en x = -2. 

e) dom g = IR 
Vérifions si g est continue en x = 3. 
il) ge 


2) lim g(x)= lim Ÿ/1-3x=-2 
x—3 x—3 


lim g(x)= lim 
x3t 


1 ( . 
—— = +00 forme — 
x=3t 4/x? 9 Gi 


donc lim g(x) n’existe pas. 
x—3 


D'où g est discontinue en x = 3. 
f) dom v=IR\{-4,4}, 
d’où v est discontinue en x=-4etx=4. 


UE b) V c) V 
d) F e) V f F 
g) V h) V i) F 

.a)i) F ü) V 
b) i) V ii) V 
ci F ii) V 


. Puisque f est une fonction polynomiale, f est continue sur 


[-2, 2]. En évaluant f à -2, -1, 0, 1 et 2, nous avons 


f (2) = 32 fCD=-3 f(0)= 10 
f()=23 f (2) = 84 

a) Puisque f (1) < 60 < f (2), il existe au moins un c € ]1, 2] 
tel que f (c) = 60. (th. 2.8) 


D'où, l'intervalle cherché est [1, 2]. 
b) Puisque f (-2) et f (-1) sont de signes contraires, il existe 
au moins un c, € J-2,-1[ tel que f(c,) = 0. 
(corollaire, th. 2.8) 
Puisque f (-1) et f(0) sont de signes contraires, il existe au 
moins un c, € J-1, O[ tel quef(c;)=0. (corollaire, th. 2.8) 
D'où les intervalles cherchés sont [-2, -1] et [-1, 0]. 
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LLI 
= 
œ 
œ 
[®) 
O 


7. a) i)  Q(6324) = 6324(0,15) = 948,60, donc 948,60 $ 
ii) @Q(50 000) = (50 000 — 41 544) (0,22) + 6232,00 
= 8092,32, donc 8092,32 $ 
iii) @Q(93 088) = (93 088 — 83 088)(0,26) + 15 371,00, 
= 17 971,00 $, donc 17 971 $ 
b) Q est susceptible d’être discontinue en r = 41 544, 
r = 83 088 et r = 128 800. 
C) 


05 si 
0,22(r—41 544)+6232 si 
0,26(r—83 088)+15 371 si 
0,29(r —128 800) + 27 256 si 


O<r<41544 
41 544 < r < 83 088 
83 088 < r < 128 800 
r >128 800 


Q(r) = 


Vérifions si Q est continue en r = 41 544 
1) Q(41 544) = 6231,60 


2) lim Q(r)= lim (0,15) =6231,60 


r— 41 5447 r— 41 5447 
lim Q@(r)= lim O0,22(r-41 544)+6232 
r—41 544T r—41 544Ÿ 
= 6232 


donc lim Q@(r) n’existe pas, 
r— 41 544 


d’où Q est discontinue en r = 41 544. 


De façon analogue, nous avons que Q est discontinue en 
r = 83 088 et r = 128 800. 


UE 10) 
6233 


6232 


41540 41544 41548 ? 


Exercices récapitulatifs (page 111) 


1. a) 0,75 c) 1 9. a) + C) + €) se 
4 i k) -c 
2. a) 32 b) -8 c) 12 8) De ) 
; Le 11. à) AV.:x=-3,x=3; AH:y=s5 
3. a) i) 34 iii) -4 
b) AV.:x=-2; AH: y = 
v) 64 vii) 64a — @ ) : =? 
: 1 12. a) i) Non définie iii) 5 
4. à) 51 c) Tue e) 2:;-œ 8) AVS; +o0 b) i) +;0 iii) 6; 4; n'existe pas. 
a 15. a) ü) 10;0 
5. a) 2 d) = e) ; Ji) 
x 
: : ; 23. a) i) fest discontinue en x =-1. 
Ga) DS 11) N’existe pas. 4 ; 
 — “ li) fest continue en x = 2. 
on î CONEDE D de b) g est continue en x = 4. 
E) D = W) = 
16 16 
24. a) fest continue en x= 1, si k=3. 
7. a) i 1 li) -c v) 3 vil), +co b) fest discontinue en x = -2, pour tout k € IR. 
c) fest continue en 1=5, sik=2. 
Problèmes de synthèse (page 116) 
2 €) b) O0 c) 4 10. a) gest discontinue, VBE IR. 
2 1 k ji _ _-8 
4. à) = b) C) a d) : 11. à) = et k; = = 
b) a=ieb=S 
5. a) N'existe pas; -1 C) +co; 1 
e) N’existe pas; -co ) ail 13. a) fest continue sur]-ce, -3]. 
14. à) 5) 0 ii) +co 
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Ra ne 
a) i) a=4et Re EEt 7 
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Chapitre 3 
Exercices préliminaires (page 121) 


1. a) (a—b)(a+b) 
b) (a—b)(a? + ab + b?) 
c) (a—b)(a+b)(a? + b?) 
d) (aie bin) aus +b!"2) 
€) (a'° —b'#y(a"" +b!"3) 
f) (a"?=B"?)(a+a"?b"?+p) 
g) (a'3 hi) aus La2pl5 +b?5) 


2. a) f(a—b)=3-4(a-b)=3-4a+4b 
4-—(b-2a) _ 4-b°+4ab-4a° 


b 2a)= 

ne b—2a b—2a 
cd) ne 12e The T2 

d) g&+h)=5 


e) s(2+h)=(2+h}-4(2+h)-5=h2-9 
f) f(C3+Ax)=(-3+ Ax) —2(-3+ Ax) 
= (Ax)° — 9(Ax)? +25Ax—21 


ge) gx +Ax)= 43-20 +Ax) = V3-2x-2Ax 


à — t+ Ar 5 Lt+TIAT+15 
2(1+ Ar)+3 21+2A1+3 
3. (x+Ax) x? _ x? +2xAx +(Ax) — x? 
x E Ax 
_ 2x Ax+(Ax) 
à Ax 
__Ax(2x + Ax) 
Ar 
=2x+Ax (si Ax 4 0) 
1 1 x?-(x?+2xh+h?) 
b CDS x? (x+h} 
h h 
- -2xh-h°? 
x 2(x+h)h 
__-K@2x+h) 
x 2(x+ A) 
DC (si hZ0) 
Ka CEA) 
4. à) a=-2 b) a=,cary=x-3 
3 3 
2 -2 
_3 ie 
c) d= d) a= 5 3 Ds 
4 
SC DRIORE" 
7-(-2) 9 
5. 2) + HOMO" 
2-(-1) 
b) ATOS 
4] 


2 


CORRIGE 


c) ÿ 


(-4, f(-4)) 


2 
6. a) lim 2xAx + (An) (ind. 3 
Ax = 0 Ax 0 
0 
= lim ——————— 


Ax = 0 Ax 
= lim (2x+Ax) (car Axz£0) 
Ax = 0 


= 25; 


à 3 

D ë 
(ina. ©) 

xX—a X—4 0 


. (x-a)(x+a) 
m 


x—a X—-a 
= lim(x+a) (car (x—-a)40) 
+4 


= 2) 


. Vx+h- x \  Vxth+Vx 
h—0 h Vx+th+Vx 


10 h(Vx+h+Vx) 


(car h Z 0) 


1 
TE 
hO0NVx+h+1V/x 


din er (ind :) 
h 0 
x—(x+h) 
. x(x+h) 
| x50 h 
, -h 
= lim ——— 
h—0hx(x+h) 


= Jim — (car À 0) 
h=0 x(x+h) 
-1 


2) 
X 
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LL : 
Oo Exercices 
œ Exercices 3.1 (page 133) 1 1 
é 1 a) TM sin = D'MINM tar Nr 
b) …… la sécante à la courbe de f passant par les points x Vx+Ax 
P(x, f @) et Q(x + A, f (x + h)) NRA 
DU L. 
Vx xt Ax | Vx+Vxt+Ax 
| Vx+AxVx (ES 
Ax 
- x—(x+Ax) 1 
NERSNN EE +/x+Ax) Ax 
> -Ax 1 
3 Ne Ar Va (Vx + x + Ar) Ax 


2, a) Ay=f(5)-f(1)=18-(6)=24 
b) Ay=f(3-f(2)=V2-V7 
) A=f(5)-f(2)=7-7=0 


-] 
Vx+AxVx(Vx +/x+Ax) 


(car Ax Z0) 


Q 


d) Ay=f(ti+h)- ft 1 Ay _ f(x+Ax)- f(x) 
=[(C1+h) -3(-1+h)]-4 Ax Ax 
os ne _ [2x + Ax)° 7x + Ax) +4] [2x7 —7x+4] 
ne Ax 
Si =4x+2Ax-—7 (car Ax #0) 
e) Ay=f(x+h)- f(x) 
_ 1 1x-(x+h)  -h b) Ax _ x(+ At) x(f) 
Uox+h x  (x+hx (x+hx At At 
t+At - [A 
1—3(4+Ar) 1-3 
3) f(e il (E = 
3. à) TVM: = OO) SIC) = _ 
-3—(-5) 2 : 
jte Pier = (car At Z 0) 
Fe A MDEMEN SEE, TEEN 
1—(-1) 2 
C) TM eau = ED = 0 (car Ax #0) 5. a) i) TM = LEO IO 
5 5 _(@+h) -1-(8-1 
AG+AD-1 4-1 h 
d) TVM = 
d nr, At __8+12h+6h°+h°-1-7 
_ 5(4t-1)-5{4(5+ Ar) —1] 1 s h 
[4(G+An-1](4t-1) Ar = h(h° +6h+12) 
_ 20r—5-205-20A1+5 EC 
[4(+ Ar) —1](4r — 1) Ar =h? +6h+12 (car À z 0) 
= ir ii) En remplaçant h par 3, nous obtenons 
Do done TVMu = (3)? +6(3)+12= 39. 
= = (car At # 0) : 
[4(+ Ar)—1](4r —1) b) ÿ TVM, = 1 f(0) 
î (A 
Ô TM nn = ESA ESE _V3-A- 3 
At 
5(x + h) —3 — V5x-3 5(x + h) — 3 + 5x —3 
=| Sa +R) V V3-Ar-V3{V/3- Ar +43 
h SG +h)-3+4V5x-3 = 
__ [Sx+h)-31- (6x3) A V3- Ar +3 
h(JSGx + h)—3 + V5x 3) Re 
- 5 (Carte 0) At(V3= Ar +3) 
5x + h)—3 +4V5x-3 Enr. ve 
JENAESE 
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ii) En remplaçant Af par 2, nous obtenons 
_ -1 _—! 
DA V3-24+93 1+43 


1 — f( 
O1) nm, ee) 


TVM 


Ax 

_ 134+Ax)-(1+Ax)]-(3-1) 

fi Ax 

__3+3Ax-—1-2Ax-(Ax)" -2 
Ax 

_ Ax(1- Ax) 

7 Ax 

=] Ax (car ÀAx Z 0) 


1) Mec cp. = LVMhi,37> OÙ TVM 14 ag = 1 AX 


=1-—2 (en remplaçant Ax par 2) 


=-1 
x+h)-— f(x 
6 à TM un = ETS 
_ [IG +) —3(x+h)-4]-[x7 -3x-4] 
_ h 
=2x-3+h (car h # 0) 
b) i) En remplaçant x par -2, TVM,, DM -1+h. 
ii) En remplaçant x par -2 et h par 3, TVME = ce 
iii) En remplaçant x par 5 et h par 2, ININTES 
iv) En remplaçant x par : et À par D: 
-55 
TVM-, à = —. 
Es 
D D) oo 1IVM = 
ii) TS TVM, = 9 
ii) fx)=x?—-3x-4 sec (R, S) 
S(7, f(7)) 


7. a) Sachant que V(x) = x° 


i) TVM LORD 
Im,2m Di 
D NENN = 13 mm 
DIM Te = 19mŸm 
iv) IN OP) 
‘ b-a 
ba 
: b-a 


=(b?+ba+a)m/m (car azb) 


b) 


b) 


b) 


c) 


d) 


€) 


f) 


10. a) 


b) 


c) 


11. à 


Sachant que A(x) = 6x? 
D TM = RO 
; b-a 
. 6b° — 6a° 
| b-a 


=6(b+a)m/m (carazb) 


En utilisant le résultat obtenu en i), nous obtenons 
ü) TVM = 6(2 + 1)= 18 m?/m 
ii) TVM = 6(3 + 1) = 24 m°/m 
iv) TVM = 6(3 + 2) = 30 m°/m 


[1m, 2m] 
[1m, 3m] 
[2m, 3m] 
Lorsque À = 12 cm, W(r) = 12m, 
V(6)-V(5) 
6-5 
Lorsque r =12cm, V(h)=144xh, 
V(6)—V(5) 


[5em,6cm] = 6 = 5 


TVMisem, 6em] = =132r cm/cm 


TVM = 1447 cmŸcm 


Environ 12 580 — 12 500 = 80 unités 
TVM E0 =40u/h 


10h,12h] EI 


Environ 12 510 — 12 570 = -60 unités 


NM D 215 u/h 


Environ 12 600 — 12 570 = 30 unités 


30 


TVM 9h, 16h] © re 4,28...u/h 


Environ 12 080 — 11 580 = 500 unités 


TVM — = 250 u/jour 


mardi, jeudi] D 
Environ 12 250 — 12 250 = 0 unité 


TVM — = 0 u/mois 


juill., oct.] Es 


12 500—-12 570 
10—-9 
_12100—11 720 


mercr., jeudi] 1 


TVM on on © =-70 u/h 


TVM = 380 u/jour 


20-10 
2010 — 2005 ” 


d’où environ 2 milliards $/année. 


TVM5005, 2010, des ventes = 


20-13 
2011-2009” 
d’où environ 3,5 milliards $/année. 

93 000 — 52 000 
TVM d lois = ——, 
2003, 20111 GES EMPIOIS 20112003 


d’où environ 5125 emplois/année. 


TVM000 20111 des exportations = 


5 km —-0 km 


——— =] km/min. 
5 min — 0 min 


Pente,s 51 = 
De façon analogue, 
Pente,s 15, = 0,3 km/min; 
Pente,,s 49, = 0 km/min ; 
Pente 45. 50, = “0,5 km/min ; 
Pente,s 60, = 0,3 km/min. 
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5 km —0 km 


——— =] km/min. 
5 min — 0 min 


b) Viomin, Smin] — 
De façon analogue, 
Vis min, 15min] — 0,3 Kkm/min ; 
Vii5min, 40min] © 0 km/min ; 
Via min, 50min] = “0,5 km/min ; 
Visomin, 60min] = “0,3 km/min. 


c) Elles sont identiques. 


12. Illustration 


oc Ho Mo Fee 
HE 50 m Du 
F5 Ses. __ 
Se . ne ne 
X —X 
2) Vaoy 2004 = 2 =0, donc Om/s 
XX 
Vnoy 208 © 50.58 — donc Om/s 
100 
b) Pal moy 2008 © 51,95 791 donc 1,951...m/s 
100 
De =——=1,977..., donc 1,977...m/s 
scal moy 2008 50, 58 
2)—x(0) 44,1-24,5 
13. a) vw, Fu mette =9,8 m/s 
; 2=0 2 
4)— 24,5 —-24 
D vga = AO) SAS Go 
oi 4-0 4 
4)—x(2) 24,5-—44,1 
c) vs = EC Ps =-9,8 m/s 
| 4-2 2 
Exercices 3.2 (page 148) 
1. Les droites tangentes sont D,, D, et D.. 
2 +) à) (0) im D) 
h—0 h 
2 — (— 
2, CE) (ina?) 
h—0 h 0 
2 
= lim — 
h=0 h 
= lim (carh #0) 
h—0 
=0 


La pente de la tangente à la courbe de f au point 
A(0, -4) est égale à 0. 


442 CORRIGÉ DU CHAPITRE 3 Exercices 3.2 


14. à) 


b) 


c) 


d) 


(m) x (9) = 4,98 + 20,61 + 24,5 
a) 


_ 46-26) _21-6 _ 


Vis, 6s &= ae = 3 Sm/s 
625 
——+5—6 
ne = = >—=3.36m4 
256 
+5-6 
Vis, 4s 2 É : =2,16m/s 
— 6,4641—-6 
Ba re Q- 3 = 1$47mA 
x (?) F4 
(m) x) = ie 5 
25 
a) 
20 
15 b) 


ü)  TVIsen = f/@) 
(CC) 
h—0 h 


.… [G+h) -4]-(5) 
= in ——— 


h—0 h 


9+6h+h° -9 
de AA nn 


h—0 h 
_. h(6+h) 
h—0 h 


= lim (6+h) 


(carhZ0) 


=6 
La pente de la tangente à la courbe de f au point 
B(3, 5) est égale à 6. 


iii) 0) = lim f(O+ , — f(0) 
3 
= lim CHEN (ina e) 


h=0 h 


= Jim h? (car hZ0) 


A(0, -4) 


b) D  TVL2,20-2» = 8 (2) 
L jim 62440802) 
Ax = 0 Ax 
[4—2(-2+Ax)]-8 ( ’) 
m ind. 


foO=x+1 


= lim (-2) (car Ax 0) 
Ax = 0 


=? ; h)— 
Do gG+h)- 80) 
1 de g(3+Ax) — g(3) h=0 h 
4-2(3+Ax)]- (22) ne 
hr (ina. 
Ax = 0 Ax 0 À 0 
= lim — 
mn 2NX h-0h 
= lim —— à 
D es, = lim 0 (2-0 car+0) 
= lim (-2) (car Axz0) h—0 h 
Ax = 0 2 
> 


iii) Les tangentes sont confondues avec la droite. 


ro ne 


0 h 
», F2) 
h=0 h 
: ne. fci+h)- ft se D 
90 OR h h=0h 
- [C1+h) +1]-0 6 =limO  (carh#0) 
= UN ——— in, — 
h=0 0 =0 
. -1+3h-3h?+h$ +1 
= lim 
h=0 h 
. 3h-3h°+h 
= in ——— 
h=0 h 
… h(3-3h+h?) 
= lim 
h=0 h 


= lim(3—3h+h°) (car h 40) 


=3 
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4. 2) Mian(2,f (2) — C2) 


n LE (2) 


| 0 


2. V2+h-V2 F ( 2) 


h=0 h 


= NDETRENDA) EN PE TREN D 
Se. h V2+h+4V2 


Pie 
0 h(V2+h + V2) 


= En ————— 
h—0 h(V2+h +42) 
1 
= in (car AÆ0) 
h+0/2+h +42 
_ 
22 
Équation de la tangente 


ne 


22 
En remplaçant x par -2 et y par 2, 
1 3 
2=——(-2)+b, donc b=——. 
V2 7e ) ns 


D'où y = est l'équation de la tangente au 


"* 7 
point P(-2, V2). 


Équation de la droite normale 


x-(2 FC 
DES or 
LE 2) 


y=-24V2(x+2)+4V2 
D'où y = -22x - 342 est l'équation de la droite nor- 
male au point P(-2,V2). 


Fe An A) 
— 


tan (2, g(2) — Han h 


. [@+h) -62+h)+131-5 [. _o 
= lim (ina. 


h=0 h 


b) m 


4+4h+h?-12-6h+13-5 


h=0 h 


h=0 h 
. h(2+h) 
= lim ————— 
h—0 h 
= Jim (2 + h) (car h40) 


=-2 


Équation de la tangente 


30) = g’(2) [eu ie ] 
x—2 XX 


=-2 


x—2 
y=-2(x-2)+5 
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5. a) h’(5)= lim 


D'où y = -2x + 9 est l'équation de la tangente au 
point Q(2, 5). 


Équation de la droite normale 


1 | | ! 
y=—-x+b CA 
D A), 2 


En remplaçant x par 2 et y pars, 


= 2+b donc b=4. 


1 ; : 
D'où y= Fan est l'équation de la droite normale au 


point Q(2, 5). 


h(x)-A(5) 
ESS x—5 
> Ces) ( À 
im nie 


Hs) 5 


HSS 5 


_. SE) 
x25|[ x-5 J(Vx+vs 
(x=S5) 


= ue 


= ——— (car x #5) 


Dur 


RUE k(x)— k(-1) 
DISGDE Lu 71 


4 4 
ie D (ina. 
x-1 Xx+] 0 


Il 
E 


(x D(x+ D(x? +1) 
x—-1 (x + 1) 
= Jim (x — D +1) (car x#-1) 
=-4 
© TVIe, 50» = (2) 
fG) - fO) 
ce 
SA) re? 


il il 


0 
Hu 
TEE 
= im | V5- fP2x+1 ES) 
(x=2)J2x+1V5 | V5 + 2x1 
5-(2x+1) 
PTE D 2x +155 + 2x +0 


-2(x — 2) 
ab 2),/2x +1V5(V5 + V2x+1) 
2 
li De 
202 2x 105 (05 + f2x + D oies 
SEL 
5 
re Q re 


6. a) i) Par définition, f’(2) = lim 


x—2 


, Si cette limite 
existe. 


Puisque f est définie par parties, il faut calculer la 
limite à gauche et la limite à droite. 


lorsque 27 ere 
= 2 
lim f@-FQ) _ lim À = (ina 2) 
ST | 7) xs 0 0 
sn (x—2)(x+2) 
x) 25 (x—2) 
= lim (x+2) (car x #2) 


x 2 
= 4 
Lorsque x > 2, f(x) = 4x -4, 


a) 


x—2t De T2 X | 0 
, A(x—2) 
x2t (x—2) 
= lim 4 (car x #2) 
RS Di 
=4 
— f2 
0) 
ST) 5e?) 


D'où f’(2) = 4, qui correspond à la pente de la tan- 
gente à la courbe de f au point P(2, 4). 


= SIN X< 
IE se SR 


ii) 


D à Par détiiton 4 = lun = 


sil X— 


, Si cette limite 
existe. 


Calculons la limite à gauche et la limite à droite. 


Lorsque x < 1, A(x) = x’, 


h(x)-h(1 321 
lim Coin) = lim : (ina.®) 
x1 L— x—1 x—1 0 


= lim (x?+x+1) (carx #1) 


x 1 
= 
Lorsque x > 1, A(x) = 2 — x?, 


… hG@)-h(D_ . (@-x)-1 0 
lim = lim ind. 
He LÉ SET x-1 0 

152 

= lim “ 
xit x—1l 

- (—-x)(+x) 
xmit -(1—x) 
= Ile -(1+ x) (car x #1) 
x 1 

=-2 

Ainsi, lim Het, n'existe pas. 
x— X— 


D'où A(1) est non définie. 
Ainsi, h n’est pas dérivable en x = 1 et la courbe de À n’a 
pas de tangente au point Q(1, A(1)). 


Q(1, 1) est appelé un point anguleux. 


7. Laissé à l'élève. 


a) f(-D<0 b) f'tD>0 
c) f (0) n'existe pas d) f’(0) n’existe pas 
e) fD>0 f) f'(D=0 
8) f2)>0 h) f’(2)<0 
1) f(3)=0 j) f/(G) n'existe pas 
a) SiAf=15, V3 = ONE) 
3—2 
__ 65,9 —-60,4 
re 
= 5,5 m/s 
SiAr= 0,15, Vosrig = —— 
__61,391—60,4 
non) 
=9,91 m/s 
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x(2,01)- x(2) 
0e 
__ 60,503 51—60,4 
h 0,01 
Si Ar = 0,001 5, von = 10,395 1 m/s 
Si Ar=0,000 15, vs2o00s = 10,399 51 m/s 


Si A= 0,015, Vos os) = 


=10,351 m/s 


Lorsque At — 0*, il semble que 
Vo s, (2+ A) s] — 10,4 m/s 

L'élève peut vérifier que nous obtenons le même résultat 
lorsque Af — 07. 


D'où il semble que v,_,, = 10,4 m/s. 


.. X(2+Af)—x(2) 
EE À 


b) 1) v,_,,= Jim re 
vi 
=. [-4,9C2 + Ar)°+30(2+ Ar)+20]-60,4 (in 0 
At 0 PAY 
2. -4,9(4 + 4At + (Ar)°)+60+30A1+20 — 60,4 
a. At 
. -19,6Ar-4,9(Ar) +30A7 
= lim 
A0 At 
.  At(10,4—4,9Ar) 
= in —— 
At 0 At 


= lim (10,4—-4,9Ar) (car ArZ0) 
A0 
=10,4 m/s 


ii) v,_,,=-9,2 m/s, par un calcul analogue au calcul de i) 


c) 


x (f) = -4,98 + 30f + 20 


. a) i) v,_,, > 0, car la pente de la tangente à la courbe au 


point P(3, x(3)) est positive. 
ü) v,_,, = 0, car la pente de la tangente à la courbe au 
point Q(6, x(6)) est nulle. 


iii) v,_,n < 0, Car la pente de la tangente à la courbe au 
point R(9, x(9)) est négative. 


b) v (1) 
(km/h) 


Exercices 3.3 (page 155) 


1. a) i FE im FO 


} 
dues fine.) 
h=0 h 0 
= Ace 
h=0h 
= liml (car hZO) 
h—0 
=il 
D'où f(x = 1. 
ii) f(0)=0 et f'O)=1 
ii) f(-1)=-1 et ftD=1 


D D F2 Jim FDA 


=, 


2 ; 2 
Lu LE +0) +2(x+h)-3|- (4° +2x-3) (ina. 2) 
h=0 h 0 
. X?+2xh+h?+2x+2h-3-x7-2x+3 
= lim F 
h—0 
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. h(2x+h+2) 
= lim —— 
h= 0 h 
= lim (2x+h+2) 


h—0 


=2x+2 
D'où f’() = 2x + 2. 
ii) f(0)=-3 et f(0)=2 
ii) fCD=-4 et f(CD=0 


fG+h)- f(x) 
h 


(car h #0) 


o) i) fR= lim 


0 


EN ( 2) 
EE ——_———————— ind 


= li 


h=0 h 


_ Vx+h+1-Vx+t f Vx+h+1+ xt 
TE50 h Jx+h+1+Vx+1 


… (x+h+1)-(x+1) 
h 0 h(Vx h+1+4Vx+1) 
= lim k 

hS 0 h(Vx+h+1+Vx+1) 


dx 


1 
PONT RElE VAE 
- 1 
 Vxti+Vri 
: 1 
| 2Vx+1 
1 

D'où f’(x) = ———. 

F0) 24/x+1 
AU 


2 


(car h 4 0) 


ü) f(0)=1 


iii) fCD=0 et f-1 n'existe pas 


a) 
dx A0 Ax 
im = 
= 
Ax = 0 Ax 
Dre re 
= lim 0 (car Ax 0) 
Ax = 0 
=0 
d 
EM 
dx x=-l 
b) dy _ lim ZE + A0 7 f(x) 
dx A0 Ax 
… [3&+Ax)-2]-(3x-2) £ i 
= lim ind. 
Ax = 0 Ax 0 
; 3x+3Ax-2—3x+2 
D 0 Ax 
.. 3Ax 
= lim — 
Ax=0 Ax 
= lim 3 (car Ax #0) 
Ax = 0 
=3 
d 
=; 
dx x =] 
c) 
…. f+Ax)- f(x) 
= ———— 
Ax = 0 Ax 
… [+ Ax) —2(x+ Ax)]-(x° - 2x) | : 
= lim ind. — 
Ax = 0 Ax 0 
_. x° + 3x7 Ax + 3x(Ax)° + (Ax)Ÿ — 2x — 2Ax — x° +2x 
Fe Ax 
.… Ax(3x? +3xAx + (Ax}? —2) 
= lim 
Ax = 0 Ax 
= Jim (3x° + 3xAx + (Ax}° — 2) (car Ax # 0) 
= 3x? 2 
BA 
dx x=-l 
a) g/G)= lim g@)— 80) 


HT 


; FA : 
. Puisque lim DE Jim 
Ax = 0 Ax 


3x—3t 
1x 


= lim 
ENS fit 


.  3(x-t) 
= lim 
tx {x(t— X) 


hi 
Due 
sn 


2 


(cart #x) 
[x 
DT & DE , Dane 
D'où g’(x) = —, g(0) n'existe pas et g (0) n'existe pas. 
x 


FO) 
EX 


1/3 1/3 
DU nf : 0 
 — (ua) 


_ Here) 
= lim 1/3 1/3\ /,2/3 EPS 2/3 
ERA TOM RE ae ) 
1 


= lim 
ae (2 DPLEPUE veu) 


b) g’(x)= lim 


(cart x) 


2/3 
3x 


D'où g’(x) = ue g(0) = 0 et g’(0) n'existe pas. 


32" 


Con g@)— 8x) 


tx T—xX 


… (C=D=G" =) ( +) 
= 10 -—— ind. — 
tx TX 0 
4 4 
he k 
CR € 
…_ G=x)(t+x)(2 + x?) 
= lim 
Gas L—Xx 
2 À) 
= lim tres) (cart #x) 
1x 1 
oO) 
=4x° 


D'où g(x) = 4x, g(0) = -1 et g(0) = 0. 


4. Puisque le taux de variation instantané est égal à la dérivée 


de la fonction, nous obtenons, par un procédé analogue à 
celui utilisé aux numéros 1, 2 et 3: 


a) TVI 0 b) TVI 


(£, x(r)) = 
-14 
©) TV, guy = Qu 


2 
PQ) S 


d) TVI 6x? — 16x 


@&,fQ) — 


, en calculant, 


f(x +Ax)- f(x) 
Ax = 0 Ax 


nous obtenons, par un procédé analogue aux numéros 1, 2et3: 


: -1 Re 
= ar | = f'(x 
a) J (x) 2 (ca Fe z ni 0) 


b) y=ax+b 


y=-4x+b (card = 1e = 4) 
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D'oùD,:y=-4x+3. 


——]1=0, donc ie 
3 4 


LU En remplaçant x par : et y par f() =? Dore 0 
= 2= 47) + b, donc b=3 Et 
Œ = - 3) , donc b=3. 

À 4x 
œ 
O 
O 


c) 


D'où le point LES f(2)). c’est-à-dire P(, 2) est 
29 9 (a 4 8 


x _. F7 ( à) le point recherché. 
1) Mançe.fexy 279 
ÿ=2 _ I He É 
ur (car/(3)=2e7(3)-4) fO)=-5 
# 4x 


d) > with(plots): 
> c:=plot(1/x(1/2),x=0..3,y=0..3,color=orange): 


——1=-5, donc x=-3 
3 


D'où le point Q(-3, f (-3)), c’est-à-dire Q(-3, 6) est le 


point recherché. 


> p:=plot([[1/4,2]],style=point,symbol=cirele,color= orange): 1) Manor) == 
> d1 :=plot(-4#*x+3,x=-1..3,color=blue) : : 
> d2 :=plot((1/4)*x+31/16,x=-1..3,color=green) ; FGŸ= = 
> display(c,p.d1,d2,scaling=constrained) ; 
4x 1 
——1=-, donc x=— 
3 3 10 
DS : 9 9 , S A4: 9 -84 
D'où le point R(S (5) c’est-à-dire R(? 


. a) Par un procédé analogue à celui utilisé aux numéros 1, 2 


et 3, nous obtenons 


4x 
fi = —— | 
FX) = 


est le point recherché. 
c) i) fcoupe l’axe des y lorsque x = 0. 
T1 eo = FO =eil 
ii) En posant = x—3=0, 
nous trouvons x = _ OU X— 3: 


3 , 
Man (-3/2,f(-3/2) ÿ (2) =-3et Man (3. G) — f"G)=3 


. a) 100 m/min 


Exercices récapitulatifs (page 158) 


c) -120 m/min 


. b) üi) Environ 24,5 heures 


. a) Environ -0,45 %/km 


1. di) 0 b) i-3 © i) 32-3xh—h2-2x-h 10. 2) V4 =-0,375 m/s 
Din “60+H =. ” c) i) v.,=-1m/s ü) v_,,=-0,125 m/s 
(A + 2h) x + Ax + Vx 


13. à) y=>x-24 d) x+7y+54=0 
15. a) i) A(x = 10x°? + 6x, exprimé en cm° 
ii) V@) = 2x° + 2x?, exprimé en cm° 
b) i) A(8) — A(5) = 408 cm? 
ii) V(8) — V(5) = 852 cm° 


; de c) i) 96cm/cm ii) 156 cm°/cm 
. a f(3=29 b) s(à) =8 oO =47 
flizis 16. a) Variation de À = 967 cm° 

) i) f=-3 b) i) g@=2x-1 DONS none 

Me ES ni c) TVM on, 4 em = 0% CM?/CM 
=il d 
Do e-n di = | ; +. 
dt t t 17. a) f'(1) = 4; f"(2) est non définie ; f (3) = -10. 
dB 3 . 
DD Dre OVER 
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Problèmes de synthèse (page 162) 


PA) Lu =2at+b et ce =3a+b 9 a) fest continue en A(1, f (1)); 
dfless fest dérivable en A(1, f (1)) et f(1) = 2. 
dy x dy NP) b) fest continue en B(2, f (2)); 
b) = et = Aie 2 
dx  x?+1 des 2 fest dérivable en B(2, f (2)) et f”(2) = 0. 
, 2 _ 2 , 
©) CRE et g()=0 14. a=ietb=7 
’ = 1 [1 _—_ 
QUE re (1)=4 15. à) (@) b) f'@) 0) 2) 
16. FH =f(x 
6. à) f@O)=1 D af O)=17 To. 
c) f(gC2)=1 d) g( (2) = 2,5 
e) f(&{D) = 2,3 f) gG() = 0,5 
Chapitre 4 
Te 13! _13(2)1DJ8t 
Exercices préliminaires (page 169) CT ne 
1. a) x”? b) x? 9 474 d 70! _ CON _., 
d) x 7 o x? f) x 2 69! 691 
: 83! _83(@2)8D801 _ 286 
2. à) Jr b) 80! 
Ve à LU rie ni 
1 202! 202(201)200! 40 602 
C) NF d) ge 
5, H’ b) g’ 
SDS) EME TE PTE ENS LE EN? 
b) 26 +4)+3=2x +11 6. … pente de la tangente à la courbe d’équation y=f{x) au 


c) +4) +4=xt+ 8x? + 20 

d) (V3x-1)+4=3x+3 

D VENE TEEN 

f) (2V3x-1+3) +4=12x+12/3x-1+9 


4. a) O!=1 
b) 6! = 6(5)(4)(3)(2)(1) = 720 


Na) lim [k f(x)]1=Ek lim f(x) 


point (a, f (a)). 
(th. 2.2 b)) 
b) lim [fo +8Q)]= lim f(x)+ lim g(x) 


c) lim [f(x)g(x)]= ( lim 1} lim gtx) (th. 2.2 d)) 


(th. 2.2 a) et c)) 


Exercices 
Exercices 41 (page 176) 


1. a) 0 D) se Î One me 
2. a) f'(x)=0  (th.4:1) b) H'(x)=1 

©) To (th. 4.1) d) SGD=1 

e) L=1 (th. 4.2) f) L (= 0 
3. a) y =9%8 b) F2" 


(th. 4.2) 


(th. 4.2) 


(th. 4.1) 


Dh ti = 
X 


df1 d'\_y2, -l 3n -] 
d = t = t = 
) | | PA ) ; > 


dt \ ft 
V2 


, = -V2-1 
e) v’()=-V21 >. 


il il 


f) g'x)=mx" 


î 
h) f'()= _ 


g) k'(x)= ex 


: b 4 
1) h’(x)= en 
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4. à) PE 2 2 SE 
b) = (y =" =. _. 
PONT eg 


3 
€) g'(x)=(x2x"2) = (x°2y = a = ae 


u"3 4 1 : 
f) rw-[r) GR) = ue 


5. a) f'(x)=0, d’où Mantes» = F (V3)= 0 et 


Mana,» = C1) =0 

b) 8 @)=L d'où  Munçio,gcroy = 8 -10)=1 et 
Man. g8» = 8 (8)= 1 

À HO=GX, d'où muçancm = #(3)=-1488 et 
1: = H(0)=110S 


, ne -5 
d) k'(x)= d'OÙ My, k) = k Os et 


-5 
DE 


A( il 
Man (2, kQ72y = À G) =-20/2 


Exercices 4.2 (page 187) 


1. a) f(x =0 b) v’()=1 
c) g'(x)=(5x°) =5(x°) =5(3x°)=15x? 
d È ) Er re 


= 1)= 1) = 
dt \ 4 non 10 4 
€) ro=(ext) 
5 
= y -2(2 ne 9 
0 Er a 7 20x74 


f) rw={iut) ay =i tu) À 


d) 


f'(x) = 8(x°) + (0x) — (1) = 40x* +9 


NE 


8 


d 1/2 d #2 d 
D) —| ——55 "7 [=] —|-5—( 7?) 
ASP) dt\ 2 dt 


ne LT _1+10 
4 DAT 


—3 , 
i) g(x)= fat ss à 


NA 2 
ay sy+[e) (5) 


413 OS il 
_ 4 40x? 1__-8x 240x —3 


3 De 6x* 


1 A 
j) x'@= G at +vot+Xs ) 


1 di 
= G ar) + (mt) +(X) =at+v, 


2. a) y =(3x+1)(2-5x°)+(3x+1)(2-5x°) 
=3(2-5x°)+(3x+1)(C-15x?) 
=6—60x°—15x° 
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3, à) f= 


b) x'@)= (12 5) (48 — 28 +5)+ (4/2 — nd - 26 +5) 


= G taue 1 Jr 28° +5)+(1/? —1)(12r° —4r) 
NE SR 6 
2Vf 


co) g't)=()(5 -4)3-1")+r (512 —4) (3-1 )+ 
(51 -4)(3-1") 
= 3 (55-43-15 )+1 (10r)(3—1" )+ 
1° (51? —4)(-4r°) 
=-451° +281 +751 — 361? 
=1?(-451° +281 +751? —36) 
d) f’(x)= (3x? —3x+5)(4—3x?)+(3x? —3x+5)(4—3x°) 
= (6x—3)4—3x")+(3x° —3x+5)(-6x) 
= -36x° +27x° -6x-—12 
e) g@)=[@x" -x}2x° -x)] 
= (2x° =x) (2x =x)+(2x° =x)(0x" x) 
= (10x*—D(2x° — x)+(2x° —x)(10x* —1) 
=2(2x° —x)(10x* —1) 
f) f@=IG-x )1- xx) 
=(1-x/)(- x) x7)+ 
GA=x/)A=x 7) (= x7)+(=x 1x7) x?) 
=3(—x ) (x) 
=3(—x) (7x )=-21x° (1 x) 


(2x) (x+1)-2x(x +1) 
(x+1) 
_2(x+1)-2x. 2 
(x+1)? (x+1) 


LG? +1+2)t- (6 +1+2)0)" 


b) g'() 


1? 
_ @t+Df-( +1+2)0) 


(x=4x?) 2x° -(x—4x?)(2x°) 


c) f'(x)= 


Gr) 


_ (1-8x)2x" -(x-4x?)6x° 


4x 
= il 


à 
X 


2x“) (2x +1—2x"(2x" +1) 


Ho Qx° +1) 


8x (2x +1)—-2x*8x° 
g 2x +1) 

8x° 
"@xt +1) 
(41?-5)(5-4r)- (41° 


55-45) 


e) d'()= (5-4FY 


_ 8(5-4r)-(41 —-5)(-12r) 


(5-4) 
_ 4t(4r —-151+10) 
ET. 
(x) (x) - xx) 


D) ee 


(x) vx (10 


(- x) 
1+x 


"2x 


1 
= 2x 


4. a) 1" façon: f’(x)=(4x°) 


= 4(x°)’ 
=4(5x*) 
=20x° 
2° façon: f(x) = (4) x° +4(x°) 
= (0)x° +4(5x*) 
= 20x* 
’ a) 
b) 1'° façon: x'(f)= (à) 
= 54? y 
=) 
-10 
7 
(5yr° æ 5) 
ŒY 
_ (0x? —5(2r) 
nr 


2° façon: x’(t) = 


(théorème 4.5) 


(théorème 4.7) 


(théorème 4.5) 


(théorème 4.4) 


(théorème 4.8) 


c) 1° façon: ((1—2x*)x) = (1 2x)" + (1-22) 


=-8x°(x°)+(1—2x*)(3x?) 


=3x? 14% 


2° façon: (A-2x*)x° j. =(x° -2x!) 
=3x? 14% 


d) 1°f : 
) açon | x° (x) 


CSG) 


1, Ê (1= 2x4 )x° = (1 2x" )(x° y 


6 


= -3x° -2 
-3 
i— ET — o) 
5. a) y =8x+24 b) er 
10 
®) y’=20x° +6x-— 
3x? 
d) y =8(3x° +5)—12x 
A 
e) = 4x = 2) 
f) V2 OX 4x -4)+ Rx +) 
_10x°+21x-4 
ET 
D. 
, L[3@x+3)-2(3x+2) 35 
in) fe 7 2 = 2 
(2x+3) (2x +3) 
i) y=-5(4-5x) -5(4-5x)? -5(4-5x)? 
=-15(4-5x)° 
; 7x" 2% 
1) ÿ 


Drome 
( L Je e Hi) 


 e 2x 2x 
Û (x+Vx) 
_ 
a+) 
1 1 cl (x—7) 
Il — 3/2 = 
ne ETAUES ) 2x TX 
5 , Cm" (xt -1)-nx" x" , el 
» Hi Ciel): ne 
" n 
DVe 
X 
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CORRIGE 


LL , @+Dx"(x" +10 (x"" (ax) b) De  f'M=0 
(à) °) ÿ = n 2 2 — 
= (x" +1) 3x°— 6x =0 
œ Lx" (n+1+x") 3x(x — 2) = 0, nous obtenons x = 0 ou x = 2. 
e) _ (x" + 1) D'où les points A(0, f (0)) et B(2, f (2)), c’est-à-dire 
O A A(O, 0) et B(2, -4). 
D y (=) (54e) C) De f(x) = -3 (car m,, =-3) 
la es Va 2 ca 
_ ©Q'G+1) en nn, 3x°—6x=-3 
CD | D ci 
= SEE + } = }= e ose 3(x-— 1) = 0,nous obtenons x = 1. 
(x+1) x x x”(x+1) 


D'où le point P(1, f(1)), c’est-à-dire P(1, - 2). 


dy _ [Vx(0-x)J (x —8)-Vx(10-x)x° 8) 


q) _ =) d) > f:=x->x13-3#x12 : a | 
fi=x— x° 3x 
LIGA G0 + VEU0 = aa 8) VrU0— 3 ne 
G° —8) > with(student) : 
Lx "#a0-0+ Ken] 8) 3x2 /x(10-x) > with(plots): 
12 > c: =plot(f(x),x=-2..4,y=-10..10,color=orange) : 
(© — 8) > t1: =plot(t(x),x=-1..3,color=blue) : 
3x — 50x° + 24x — 80 > d1 : =showtangent(f(x),x=1,x=-1..3,color=green) : 
œ 2x -8ÿ > p:=plot({[[1.-2]],style=point,symbol=cirele, 
7 MN 0) color=orange) : 
5 y=(Æ+0s) - + : }- - > display(c;t1,d1,p) ; 
3 5 3e 3% 
5 y 
11/4 7/4 ) 
En 10Ÿ f(x) = x - 3x 
dx x+1 
É 1x7 — 22% JG n 1)-(4x!"4 = Qi D) 
É (x+1) 
_ 4° (28x? +41x-7) 
_ 40) 
Le x2+4Y  2x(x+2)— (x? +41) 
‘ x+2 (x+2) 
+ x? +4x-—4 
| (x+2Ÿ 
à 4 31 = 
A UE PNR RP) Bd 1 =) e210 600] 
dx (2-3x)? (2-3x)° 
840 — x 
b) ce =si c) m = = b) RO = ap | 
dx, an(1 US) y es; 
2) 
x 
50 =280x—— ,où x e[240, 690] 
d) En posant a = (0, nous obtenons en) = 3 
dx à (3x) La courbe de R est une parabole ouverte vers le bas, et 
Donc, x = 0 ou x = 9° les coordonnées du sommet $ sont R La : 
8 -2048 “ . 
D'où les points O(0, 0) et (5. Fe) c’est-à-dire (420, R(420)), d’où le maximum de la 
fonction R est 58 800, d’où 58 800 $. 
; 2x 
7. Puisque f(x) = =, alors f”(x) = 3x? — 6x. c) R’(x) = 280 — 3. 
DD EU d) R'(x) = 0,si x = 420 unités 
= =() 
Re 840-420 , . 
x?(x—3)= 0, nous obtenons x = 0 ou x = 3. APCE eee 


D'où My, F0» = f'(0)=0 et Man (3, F9 — MO 
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S(420, 58800) 


50000 
40000 


CE NON) EE 


2 


CORRIGE 


xC’(x) - C(x) 
x? 


b) Si(Croy @)) = 0, alors xC’(x)-C(x)= 0 
xC’(x) =C(x) 
C'Gr)= Et) 
x 


D'où C’(x)= Cy (x) (car G..b)= ) 
è x 


Exercices 4.3 (page 195) 


dy = y» dy dy du 

1. —— = EN Les 

a) 7 rl QT f(x) ) PRE NET 
ICONS 
dx \ dx? dx° 


2. a) f'x)=70@" +1" +1) +415-x) 7] 
=7(x" +1) (4x°)+4 [-7(5-— x?) 1] (5x2) 
56x 
(5-x°) 
g(=610(-—51*)(1—51*)] 
= 60 (1-5r*)°(-20r°)=-12007 (1 51“ )° 


=28x (xt +1) + 


b 


= 


c) De 1e —3x+2)2(5x? -3x+2) 
Chou D) 


= Ps —3x+2) (10x—3) 


7) 


d FES ES +D 7 Hy| 


— 


5x* 


6Vx° +1 


ro) +16x 
x—1 x—1 
30 +1) (x-D-(x+D. 
@=D  G@-D 
_-6(x+1) 
(=D) 


ä 1{ mt \n0( mt F 
02) ne 
2\1+7 1+t 


_ 1  Om(+f-mt 1 [+ m 
[mt A+ 2) mt (+1) 


2 
1+7 


1 
= 172 (5x°)= 


6(x° +1) 


@ 
— 


16x 


+16x 


f 


IT 


&, &) FC)= JET x) 21 (8 | (A ne) 


5 1 sil 
= -D+2 DE 1 
18-07 ) Ge: 
-5 1 1 


ET: PERTE 


4 \6 
b) g’(x)=3(-3x+ 7x) (-3x+ 7x?) — — 


(3-5x*) 


3 - 4\6 
=) Lo OC) 


c) . = 5[(x° +2x)" + 3x [(x° +2x)* +3x]” 


= S[(x° +2x)* + 3x] [4(x° +2x)°(x° +2x)’ +3] 4 
= S[(x° +2x)* + 3x] [4(x° +2x)° (3x? +2) +3] 
d) F'O=IC +1) TAF) + +DA-F)T 
=3(8 +1) (+1) (2) + 
+14) (A-r) 
=3( +1) (29(4-1)" +(2 +D44-r) (38) 
= 61 +1) (1-6) —12r2 (6 +1) =) 
= 61 +1) (YA) 21 +1] 
= 61 +1) (1-F) (121-355) 
ë ee ce | 
dt @-r)’ 
LLC +DSTA-9" -@+D%I-0 "7 
E [I-0'F 
35 +1)" GX)" — (+710) (-D 
el =)" 
LT +D* (PUS (A-0+( +1) 
{- T) D 
LT + D (156 14 +1) 
Gr) 


f) f'G)= zu LVL + (x) 27 


= 1 1 fo 
> = 50 @) 


EE 
2Vx° +V3x 24/3x 
- 4x 3x +3 
AB? + 3x 
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\ 


LLI 
= 
œ 
œ 
[®) 
O 


4. Calculons d’abord f(x). 
f'@)=[@x-1)T(2-3x) +(4x-1)12-3x) 7 


a) 


b) 


c) 


d 


7 


5. a) 


b) 


c) 


d) 


454 


=2(4x-—1)(4)(2- 3x)? + (4x —1)°2(2 —3x)(-3) 
=2(4x-1)(2-3x)[4(2-3x)-3(4x-1)] 
=2(4x-1)(2-3x)(11-24x) 


[1 
Man (1/4, F4) — Î (1) =0; 
au point A) c’est-à-dire af À 0) 


la tangente à la courbe de f est parallèle à l’axe des x. 


[1 ue 
Man (2, QU) = (= ety=-Xx+ 


En posant f”’(x) = 0, nous Lo à 
2(4x—1) (2—3x) (11—24x) = 0. 


in 


Îl 2) 
Dur nt — te 


ET) 
c'esta-dire A[ 1, 0) (2. o]æc[u, &) 


> with(plots) : 


>c:=plot(d*x-1)2*(2-3#x)12,x=0..1,y=0..1,color=orange) : 


> t1 :=plot(-x+3/4,x=0.2..1,color=blue) : 

> p:=plot([[1/2,1/4]],style=point,symbol=circle, 
color=orange) : 

> display(c;tl,p,scaling=constrained) ; 


: f@) = (4x -1) (2 — 3x) 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
TT TT 
Le ee 
dt dt t=2 
Gal dz =il 
—= 5 et — 
dy y  dyl;=3 9 
A Gho  i 125 
D 


dt dxdt 24Vx 2x 
Lorsque f = -1, nous avons x = 6(-1) -5(-1)=11. 


0 PC AC 
DA ON TT 

ce “Raw À 1 _ À 

dx dydx y 2x 2y Vx 


1 ln _i 
Lorsque x = —,nous avons y = Ê =—, 
9 D 5 


Fe -] -27 
Ainsi, = = 5 = 2 
dX|x-1/9 ( 1 ) JE 2) 
2) ai LEE 
3 9 
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€) 


f) 


b &) 


c) 


d) 


d) 


dz_dz dy dx _-1 1 5—12r 
dt dydx dt y 2x DANS 
Lorsque f = 3,nous avons x = 6(3)? — 5(3) = 39 et 


= 39. 


(21-5)= 


Le 5—12(3) -31 
Ainsi, = = À 
dt|:=3 2(/39)24/39 7839 
Puisque z = ee one = 
y z dz 7 


1 
Lorsque y = 4, nous avons z = ni 


De 
FX) =2x à 


, En > _ à 
f'(x) = 6x : 


DMC ESS 
f(x) =7x° +6x-—1x 7? 
f(x) =42x° +6+2x* 
H()= 211026 ra 
F9 (x) = 840x° +24x° 

120 

6 


. 1 
GS 2x 
FAG)= 102 
f°(=0 
f° G@)=0 
FO)= TEEN = 720% 00 


’ J se 1 215 
tn — 
FX) 2 mn 


fŸ (x) = 2520x° — 


27 
HOT 0 nn 


-5/2 410 ss 


27 un . 
F7) = = 


208 -80 
(4) pale 27113 
f'G)= 7 


. 7 4 880 vus 735 880 
ee + 
243 32V/x°  2433/x14 


Hot 


5 
fa)= pal 
f'(x)=3x? -2x* 
f'(x)=6x+6x" 
f"()=6-24x* 
f°(x)=120x* 


=x +x? 


S -6! 
F9 (9 =-720x7 = 12 ® 


T. a) f(x) =120x b) y9=0 c) —<=9,8 


d Fa = 30 (x +1) (012$ +38x° +1) 


. dy 
d'où — = 8670 


) SP = 8. d'où f? (1)=-4 


d'y 105 d'y 35 
f = d’où = 
) dx*  16Vx dx“ |. 16 


8. à) ) f()=7(6)5X4) 3 2XD=7! 
ü) f(x) =0, car f(x) est une constante 
ainsi f Ÿ (x)= 0 pour k > 7. 
b) i) f'x)=nx"" 
f"G)=nn-Dx"* 
SO) =D 2x" 


FT G) = n(n-1)(n—2) … 3(2) x 
FC =nR-DG-2) … 32XD=n! 


9. a) La pente de la tangente à la courbe de f’au point 


ü) f(x)=0 pour &k>n 
oi) p(=a(nl) ii) p°(x)=0 pourk>n 


2 


CORRIGE 


A(1, f’(1)) est donnée par f (1). 
Puisque f(x)= x" 
f'@=4% 
f'@)=12x° 
d'où ray = J "(= 12. 


b) La pente de la tangente à la courbe g” au point B(2, g”(2)) 
est donnée par g() (2). 


Puisque g(#) = (4-3) 
g'(t)=-15(4 3)" 
g”(t)=180(4-— 3r)° 

g° (1) =-1620(4 — 3r)° 
d'Où Mn (2, g0y = 8 (2) = -6480. 


Exercices 4.4 (page 202) 


ds sd 2 
L 4ÿ°)=—(5-3 
a) moon eu) 


Ü x un À CIRE 
4y )=—(5 3 
moi ni y) 7 ) 7 x) 
0e. 
dy dx 
12 0 
dx 


dy _ -6x — 3x? ss x(24%x) 


d’où — = = 5 
dx -12y° 4y 
3 
b) = (&)- (sx? +63°) 
dx\y ) dx 
d d 
Ze at re CI d 
. a (O0 
dx dx 
32 pi 0 ee 
E “ =10x+ £ 6)? 
y dy dx 
3x? y? —2x ñ 
10:18) — 
y dx 


dy 6 dy 
3x? y? —2 =10xy" +18y° 
y D Xy Ve Fe 


6 dy 


dy 
3x2y?—10xy" =2x° +18 
ÿ y _ » Le 


(x°y+18y°) De srty 10xy* 


d’où dy _ 3x? y? —10xy* _ 2Gx— 10y°) 
ANT y+18y° 2(x° +9) 


c) Le PAS Atu?)= Le A0) 


drap 2 d } [£ He 
[Sr Du +3 (u) (4Du? 4€ QE »|= 


[ous 3 Lu | au +4 Le vale 


d 
de te ue 
dt dt 


cé (36 — Stu) = Au? — 6tu 
dt 


, du _ 4u*—6tu _ 2u(2u—3t) 
dt 30 -S8tu t(31-8u) 


Do _ 2-2)2(2)-3(D) _ -4 
dt (DG(CD-8(2) 13 
d 2 2\1/2 _d D 
d) lé +?) 157 0x 13) 
1 d d d 
De mo trie CD) 


Mr s]- 
ere +209) | 


1 dy 
2x +—(y°) 4 
2x +y | dy dx 


x 
2 = 8xVx2+ y =2x 
x 
Fo 8xVx?+y 2x x(4\x?+y° 1) 
onC ——— = : 


dx 2y y 
oo _3(443°+(-4) -1) -57 
dx (3, -4) g -4 & 4 
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\ 


LLI 
= 
œ 
œ 
[®) 
O 


2. Calculons d’abord _ 


dy 
IX 


do d 
+3y) = 5-6 
_. (x y) Fe ( x) 


À 2. à d d 
+ 3y)= 5 6x 
nr) 0 =) me 0) 
> 
dx 
duree 
dx 3 
-6—2(-1) -4 -4 
à) Mn (1, 10/3) = 3 = 3 et y=—x+2 
Pre 
dx 
= =. Donc, x = -3. 


b) 


456 


14 
D'où (3%) est le point recherché. 


Calculons d’abord Ci : 
dx 


Pers ss 4 
+ =—(-4 
x y) 0 
CD UN ASE 
—(xoy Ex =0 
| ji) E y) 


=0 


2xy° +2x°y dy +3x°y° +3x° y dy 

dx dx 

dy _-2xy* 3x5 _ yC2-3xy) _-y 

dx 2x°y+3x° y? _ x(2+3xy) [x 
2) 


D'où Mn a.-2) = ge =2ety=2x—4. 


donc 


> with(plots): 

> cl :=implicitplot(x 2#y12+x13#y13=-4,x=-4.4, 
y=-4..4,numpoints=10000,color=orange) : 

> t:= plot(2*x-4,x=0..2,color=blue) : 

> p:=plot{([[1.-2]],symbol=circle,style=point,color=orange) : 

> display(cl,t,p.view=|[-4..4.-4..41) ; 
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4, a) Soit x° + y =r?, l’équation du cercle où 
r° = (1) + (V3) =4. 


Ainsi, x? + y? = 4 est l'équation du cercle. 


Calculons oo 
d 


x 
d 2 2 
—(x° + y) = —(4 
FR ») (4) 
d 
2x+2y 2 =0 
dx 
dy -x 
d RÉ 
a 
Se __ =Ù _ 
D'où Mn CHENE) 
1 
b) Mn x: Y. y 
an TB 
d 1 
dx 43 
soi ainsi x =} 
HN 3 


En remplaçant x par =} dans x? + y =ä, 


V3 2 


y" =3 
donc y = 3 ou y=-V3 (à rejeter). 


En remplaçant y par 4/3 dans x = 22 


NÉ 
nous trouvons x = -1 
d’où Q(-1, 3 ) est le point recherché. 


c) ess = V3 CPE 


dy 

2 =. 

dx 3 

PR ainsi x =V3y 


ÿ 

En remplaçant x par V3y dans x? + y? =4, 

(V3 ») +y 4 
y =1 

donc y=-1 ou y=1. 

En remplaçant y par -1 dans x = V3y, 

nous trouvons x = -V3 

et en remplaçant y par 1 dans x =3y, 

nous trouvons x = 4/3 


d’où R(-3, - D et S(4/3, 1) sont les points recherchés. 


d 
5. Calculons _ : 


LX 


2 

AISNE 

9 24dx 
RSS 
dx  9y 


En remplaçant x par /5 dans 4x? +9y°?-36=0, 


a) i) 


ii) 


nous trouvons 4(V5 }? + 9y°—36=0 


9y° =16 
16 
779 
donc y =— ou a 
3 
où A5) _-V5 5 
D'où, Mn(45, 4739 = à cr et n=——x+3; 
(1) 
3 
AVS) _ V5 5 
Man(V5, -4/3) ; + et Do rene 
(5) 
3 
6. Gallo ee 
dx 
De 
a Y Eos 
dy d 
2 
dx dx 
2 
donc Dee 
dx 1-3y 


La tangente est horizontale si 3x? = 0, donc x= 0. 


En remplaçant x par 0, dans x + y = y 
Y=y 
y -y=0 
OADE 0 
doncy=0,y=-louy=1 
d’où les points A(0, -1), B(O, 0) et C(O, 1). 


La tangente est verticale si 1 — 3y? = 0, 


1 
—= OÙ Y= —. 
TE D QE 
En remplaçant y par —— dans x° + Ve 


V3 


o) 173 
nous obtenons x = (5) : 


donc y= 


En remplaçant y par —— dans x° + y° = y, 


V3 


1/3 
nous obtenons x = (5%) : 


“UE 3 
Des pois D] . jee + &) 


3° 3 V3°V3 


b) > implicitplot((x"3 + y 3)=y,x= -2..2,y = -2..2, 


numpoints=10000scaling=constrained.color=orange); 


OSSINIES 


dy 
7. Calculons d’abord —. 
dx 


d d 
FC») = at +xy+7) 


2 dy ; dy 
6y —=3x +(1)y+x 
Y (y Fe 


+0 


Calculons maintenant Ce : 
dy 
d 


S(2)= 0 +547) 


Gen di 2e y+x(1) +0 
dy \dy 


6y-x=(3x° eo 
dy 


d 1 
D'où De eu 


8. a) i) 


d d 
(Lew)v+r( La) =0 


EP po) =0 
dV 


6y 2_x dx 


5 = 
SRE dy) 


d d 
wo yo 
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LL 
= 
œ 
œ 
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O 


ii) Da (en isolant P) 
V 
LR 
dV dV 
d’où ee = 
dv V? 
D Er (voir a)) 
— VOIT à 
dV V 
(= 
ee (ar-£) 
V V 
2 | 
ES (voir b)) 
9. a) d ((P+8V ?}(V — 0,05)) = Le (15,2) 
: APR DE E 
Gi D jv-009 +870 
dP dP 
à À à d hû 
V —0,05—16V À V L0,8v* Eee Po Le 
dP dP  dP dP 


2 d 
(-16V ?+0,8V Ÿ+P HT =0,05-V 
dV 0,05 -V 


donc = 
dP (e- 225 
V° V: 
. « GW 0,05 -1 -0,95 -19 
d’où — Pas — — = 
dP\v=1 (8—-8+0,8) 0,8 16 


b) V=——P+b 


(CAVE TERRES) 


c) > with(plots): 
> cl:implicitplot((P+8/V12)*(V-0.05)=15.2,P=0..10, 
V=0..8,color=orange) : 
> c2 :=plot((-19/16*P+(21/2),P=5..10.V=0..5,color=blue) : 
> display(c1,c2) ; 


V 


8 


(P+ 
V 


Jw-0.05-152 


Exercices récapitulatifs (page 205) 


1 21 
D = jet b) -42(1-7x) 
3) x-2 ps 
Dee f) re 
213x+1 2x° 
ca 2 
OC. Ce 


-] 2 1 
+ 
Le 3x" 40/x* 
-x* +2x° 3x? +4x—2 
(CE 


10(2x—5) 
33/(x 1) 
196u° (1-24! )”? 


D — p ci 


c) -(b-at) d) 


. a) fÔ(x)=5l!et f?(x)=0 


ah on 
DE 0 D 0 10 
X = 


Fu 
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d’x ) 6 

c) = + et 
dt” 9-1» {(2:+1) 
dx -10 30 


AM TT D NC D 


5. 2) 8:2 b) 17280 c) non définie ; > 
2 2 
. -4x—3y b) -5 = a ? (+3x ») 
3x—2y 6y+15y° x°(-1-3xy°) 
7. a) y=2x-4 
= = 2 2 2 
8. a) y, =x et y, =-l b) (2. 2 «tP(2, 1) 
D CE 
dt dt t= —2 
dy 1 2. dy 
b =| 10 Ou” ; = 8996, 4 
Ve | ’* x)" du u = 2 
10. a) -384 


12. a) A(-5, 102) et B(1,-6) c) E(-2,48) 
-9 12 MT à 
7 


15. à) y= ——x+— b) Aiïre= u 


ANT 7 


16. a) i) y=-2x+6 ü) a+b=9 


17. P (12, 18) et P, (18, 12) 


Problèmes de synthèse (page 207) 


1. b) A=3125u? 


2. a) i) y, est tangente à la courbe de f au point A(3,-5). 
li) y, n’est pas tangente à la courbe de f. 


ire = se u’,c'’est-à-dire Aire =15,449... u” 
16 384 


4. a) x, =-3 et x, =2 


6. à) se ou D b) De et ee 
32 32 2) 2) 

7. A=1l6u 

8. a) f’(0)=10 b) f’(3)=0 c) H’(0)=9 


9 a) a=3 et b=-S 


_ : 2 = 2 
Fa [se L 64a aff 64a J 


2a 4a 2a *  4a 


13. A=2u° 


1 nr 
dP an  2an 
Dr 


18. a) p=300- . exprimé en dollars. 


2 


b) R(x) = 300x — = , exprimé en dollars. 


5) 


c) P(x) = 240x — = — 500, exprimé en dollars. 
22. d) P(Y2, V4) et Q(A, 42) 


25. a) af=£. LES CES : et 


b) y,=x et y, =-x 


26. a) A= 1 uw? 


28. a) b=a+> 
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Chapitre 5 
Exercices préliminaires (page 213) 


LL 
= 
œ 
œ 
[®) 
O 


1. a) A=x2 P =4x 7. a) V3t1+1-21+5=-20 
b) A=xy JP= rar" V3t1+1=21-25 
c) de - P=2x+2y 31—1=(2r-25) 
+ 
d) A= 7 P=x+w+y+z 412 —103r+ 624 = 0 
xh En résolvant la dernière équation, nous trouvons f = 9,75 
e) A=— P=x+y+z di 
2 ? ou 1 = 16. 
f) A=77? C=27r En remplaçant f par 9,75 dans l'équation initiale, cette 
dernière n’est pas vérifiée, donc { = 9,75 n’est pas une 
2. a) V=x A=Ge solution. 
b) V= xyz A = 2xy + 2yz + 2xz En remplaçant t par 16 dans l'équation initiale, cette der- 
: nière est vérifiée. 
c) V= au : A = 47 D'où 1 = 16 est la seule solution. 
d) V=rr"h A = 2rrh + 27° b) Re 
; AC 2/31+1 
ë) V= au h A=nrVr?+h? +7? 3 
NET 
X a Sa (7) 
3. à) —=— b) —=—  — 
y b 5 — = V3t+1 
2 
5 c) nt d) c=vVa? +b? ; ë = 
# € a+1=(% | doner= 
14 
4. a) -4,9x° +39,2x—-47,775=0, d'où D = = 
-39,2-— 2 
 E 39, 600,25 .. 
je 8. a) = HORUN exprimée en m/s 
2 39,2 V6005 e dal Dee. P 
LL b) v(r) = x’(r), exprimée en m/s 
b) 120x° —469x — 806 = 0, 
d’où 1,291 6 52) 9 ee 
Dora. be "7 dt dxdt 
h)-— d 12 21 3-21 
5. a) TVM,. so -J@+h)= fQ) b) z =| Da +) 
à h dt 5 4x" 79317 
b) TVL,, 4» = lim Lie si t= 1 alors x = V2 
dr 489 
nn Tr) 
6. a) i) HCOSE e 
dA dA 
-30 ÿ) —=12x; — = 48; 
ii +5x=33 be) î 
NN d Ares 
-30+5x (2x+1)=33 (2x +1) ; . 
si {= 3 alors x = 10, d’où — = 120 
10x° —61x—63=0 x | 25 
D'où x, =-0,9 et x, = 7. dx -200f dx 
60 D re (+1)? le ok 
D D fe +5, d'où f/(33)= FT É | 
(2x+1) 4489 si À = 96 alors x = 4 ou x =-4 (à rejeter) 
” 60 
#96) ainsi 4= 100 doncr=-V24 ou ft = /24 
(2x +1) t +1 
2 L 60 
(2x+1) = 7 
d'où x,=-1,231-".et x, 10,231. 
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. -200V24 _ -16V6 9 (y -x)= 200) 
d’où = = dx dx 
CAPE OT 25 : 
y 
dx 16/6 Ph EN 
ou — = ——— 
dt A=96 25 d'où D = 
in AA, x -2005 | _-2400xr dx y 
dt dd. Co) Ga d 
d —(x° —2xy)=—(y" +3 
si t=7 alors x =2 ) | ») 20 x) 
d dy 
7 A 336 3x°-2—(xy)=2y—+3 
De re 
CS EP PIE. 
. dy _ 20-2x dx dx ; 
dx 20-x Br -2y-3=(2+2r) 2 
D) 2 40x +160x - 44 , : 
dx (x+2)Ÿ d'où D. 3% 72773 
dx 2y+2x 
Exercices 


Exercices 5.1 (page 228) 


__x(6)-x(1) _ 102,9—78,4 


1. à) Vis.és] ei 5 = 4,9 m/s 
- OO 
[4s,6s] 6-4 2 


b) v(r) = x’) = -9,81 + 39,2 exprimée en m/s 
ai) = v'(n = -9,8, exprimée en m/s? 


c) v(0) = -9,8(0) + 39,2 = 39,2 m/s 


d) x(2) = 102,9 m, v(2) = 19,6 m/s et a(2) = -9,8 m/s? 
x(7) = 78,4 m, v(7) = -29,4 m/s et a(7) = -9,8 m/s? 
©) apssa = v(5) = v(2) _ -9,8— 19,6 


5-2 3 
f) La balle atteint sa hauteur maximale lorsque v(?) = 0, 
c’est-à-dire -9,8r + 39,2 =0, d’où r=4s. 
Hauteur maximale = x(4) = 122,5 m 


= 


Il faut résoudre x(?) = x(0). 

-4,98 + 39,21 + 44,1 = 44,1 (car x(0) = 44,1) 
-4,98 + 39,21 = 0 

Donc, {= 0 (à rejeter) ou 1=8, d’oùr=8s. 


8 


h 


— 


La balle touche le sol lorsque x(n = 0, c’est-à-dire 
-4,9r + 39,21 + 44,1 =0 

Donc, {=9 ou ft = -1 (à rejeter). 

D'où 1=9 s et v(9) = -49 m/s. 


D YA xp =-4,98 + 39,21 + 44,1 


a(t) = -9,8 
v(r) = -9,8r + 39,2 


j) d= distance de montée + distance de descente 
= (x(4) — x(0)) + x(4) 
= (122,5 — 44,1) + 122,5 
d’où d = 200,9 m. 


prix diminue. 
a) O g=500+125n et © p(n)=4,75-0,25n 


de O n= SU 
125 
er 
d =4,75-0,25 
onc p(4) (TE 


D'où la demande est p(g) = 5,75—0,002g. 
b) R(qg)= q(5,75-—0,002g), donc 

R’(g)=5,75-0,004gq 

R(450) = 2182,5, donc 2182,50$ 

R’(450) =3,95, donc 3,95$ 
c) C’(q)=-0,000 8q + 3,6 

C’(450) = 3,24, donc 3,24$ 
d) Car(450) = C(451) — C(450) 

= 3,239 6, donc environ 3,24$. 

e) P(g)=R(g)-C(a) 


. Soit g le nombre de cafés et n le nombre de fois où le 


= (5,75q — 0,002q°) — (-0,000 4q° + 3,6q + 400) 


= -0,001 6g° +2,15q— 400 
d’où P(450) = 243,5, donc 243,50 $. 
P’(g) =-0,003 2q+72,15 
d’où P’(450) = 0,71, donc 0,71$. 
f) Le profit est maximal si P/(g) = 0. 


-0,003 2q + 2,15 = 0, donc g = 671,875 


En calculant P(671) = 322,264... et P(672) = 322,265... 
D'où 671 ou 672 cafés pour un profit maximal d'environ 


322,26 $. 
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LLI 
= 
œ 
œ 
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3. a) v(t)=x"(t)= 


648 000 
(+120) 
-1 206 000 
(1+120)° ” 


— 20,exprimée en m/s 


a(t) = v'(f) = 


s 2 2 
exprimée en m/s 


b) v(0)= 25 m/s 
a(0) = -0,75 m/s° 


€ 


7 


648 000 

(1+120) 
Donc, 1 = 60 ou 1 = -300 (à rejeter). 
D'où 1 = 60 5. 


—20=0 


d) Distance parcourue = x(60) — x(0) = 600 — 0 = 600 m 


€ 


D 


Il faut résoudre  x(#) = 300, c’est-à-dire 


000 20++ 5400 = 300 
(+120) 


-648 000 
(1+120) 
20(1° —1351+1800) =0 
Donc, {= 15 ou = 120 (à rejeter). 
D'où v(15) = 15,5 m/s. 


En posant v(f) = 10 
648 000 


(t+120) 
Donc, 1 = 26,969... ou r = -266,969... (à rejeter) 


= 201-5100 


f 


Ie; 


—20=10 


D'où x(26,969...) + 451,53 m et a(26,969... s) = -0,4 m/s. 
g) > x:=t->-648000/(t+120)-20*t+5400 :v :=t->648000/ 


(tH120)12-20 :a :=t->-1296000/(t+120)43 : 
ns Ce) 
1+120 
648000 
ee 
(t+120) 
_ 1296000 
(t+120)° 


a'=t— 


> plot(x(t.t=0..60,color=orange) ; 
x(t) 
600 
500 
400 
300 
200 


Du graphique de x(f), 
x(27) = 450 m. 


=---p--h--)--- 


10 20 30 40 50 60 


> plot(v(t.t=0..60,color=orange) ; 


Du graphique de v(r): 
si v(?) = 10 m/s, 1 = 275. 


10 20 30 40 50 60 
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Le train s’immobilise lorsque v(?) = 0, c’est-à-dire 


Cr: 


> plot(a(t),t=0..60,y=-1..0.1,color=orange) ; 
a(t) 
0 


30 40 50 60 t 


Du graphique de a(t), 
a(27) = -0,4 m/s?. 


Nr 


Puisque F = ma, déterminons d’abord v(r) et a(r). 
2 


v() = x'(r) = D + _. exprimée en m/s 


1 
a(t)= v'(t) = = + 100’ exprimée en m/s 


D'où, F(t) = [E 2 5) exprimée en N. 
50 100 


b) F(0) = 0,03 N; 
En posant F(f) = 0,4 


ee 
50 100 
D'où 1 = 6,165. 


dQ 


: À 1) 


dt 
Si (300 + 25r) — 25(30 000+ VF ) 
(300 + 25r)° 


1 500 000 — 25 — 900 exprimé 
2(300 + 25r)° ” en mg/s. 

ii) Q(25) = 67,4 mg 

ü) T(50)<0,31 mg/s 


D'où T(t) = 


b) i) OQ(0)=0 mg 
c) i) T(25)=0,87 mg/s 
d) i) > with(student) : 
> with(plots) : 
> Q:=t->100-((30000+t1(3/2)))/(300+25 *+) ; 
30000 + °° 
300 + 251 
> cl:=plot(Q(t),t=0..80,Q=0..100, 
color=orange) : 
> c2 :=showtangent(Q(t),t=25,t=5..50, 
Q=0..100,color=blue) : 
> c3:=showtangent(Q(t),t=50,t=20..80, 
Q=0..100,color=blue) : 
> display(c1,c2,c3); 


Q() 
100 
80 
60 
40 


Q:=1—100 


20 40 60 80 


ü) > T:=diff(Q(t), 0; Al) | ; LL 
re c) T,(r,h)=— = ——, exprimé en cm /cm (D, 
Vr ne 30000 + °°? dh\ 3 3 = 
0 00e 5 CODE 250). d) i) T,(6,2)=12r cmm œ 
> plot(T(t),t=0..80,T=0..8,color=orange) ; üi) T,(6,3)= 127 emŸcm [e) 
T() iii) T,(6,6)= 127 cmcm O 

. 2h nr? 


e) T(r,h)=T,(r, h). Ainsi, = un d’où 2h =r. 


ce) 
E 


C, (g) = C”(q)= 6q, exprimé en $ 
b) à) C(15)=C(6)-C(15)=93$ et C,(15)=90$; 


mar m 


ii) Chu (25)=C(26)-C(25)=153$ et C,,(25)=150 $. 


mar m 


c) R,(g)= R’(g) = -2q + 200, exprimé en $ 


20 40 60 80 


Le taux de variation instantané T est toujours positif 


et décroissant sur ]0 s, 80 s[, ce qui signifie que la d) à Ryur Cor R(26) — R(25) : 149$etR, = 150$; 
quantité Q augmente de plus en plus lentement. ii) Ryur(47) = R(48)— R(47) = 105 $ et R,,(47)= 106$. 
e) P(g)= R(g)-C(q)=-4q° + 200q — 1000 
. a) A(x)=2xV2x+1+2(x+3)V2x+1+2x(x+3) f) Sachant que le profit peut être maximal lorsque 
R'(g) = Ca), c'est-à-dire -2q + 200 = 6g, on obtient 
=(4x+6)V2x+1+2x° +6x  . 


VG)= x(x+3)V2x +1 = (x +3x)V2x +1 
i) T, 09 = -L (4x + 6/27 FT + 22° +6x) 
dx 


de rm ee 


V2x+1 5 
d'où T, (x)= 12x+10+(4x+6)V2x+1 exprimé 
V2x+1 en cm'/cm. 
d 
in T,@œ)= = (6 +3x)V2x + 1) 
L ne On constate graphiquement que le profit est maximal 
26, li lorsque q = 25. 
NN D'où P,..= P(25)= 1500 $. 
re 5x° +11x +3 re 3 | 
d'où 7,, (x) = ———, exprimé en cm'/cm. 
V2x +1 9. a) N(6) — N(0) = 17 301,816... — 16 000 = 1301,816..., 
b) i)  A(3)=83,623.. cm? ii) V(d)=84 Cm d’où environ 1302 satellites. 


ïi) T,(5)= 47,105... em”’/cm N(6)-N(2) _ 17301,816...—16 196,569... 


à : b) TVM, = 
iv) T:,(6) = 69,060... cm'/cm ? 6-2 4 
_ " ” + : 270 
©) >TV :=x->(5#*x12#+11#x+3)/(2#x+1)(1/2) ; , 
en Sn es o D'où TVM,, ces 276,3 satellites /année. 
; V2x+1 ©) TH)=N'(t)=251/f + 70,exprimé en satellites/année 
>x1 :=fsolve(TV(x)=100) ; T(4) = 270 satellites/année 
+ ) 
ile 6.012602080 d) En posant T(r)= 400 
>TA :=x->(12#x+10+(4#x+6)*(2#x+1)(1/2)) 
1C*x+1) (1/2) ; 251? +70 = 400 
7 y 4 L (A y + 9 x + 
en 2 +H10+(4x+6)V2x+1 p° _ 330 
V2x +1 25 
>TA(x1) ; t= (13,2) = 5,585... années 
63.81457655 N(5,585...)=17 128,23... 
D'où 7,(8,019...)= 63,81 cm /cm. D'où environ 17 128 satellites. 
2 È 40x° + 160x — 44 — 
. a) T(r,h)= d\mrh)_2xrh ; exprimé en cmcm 10. a) T(x)= N'(x)= : , exprimé en hab./empl. 
dr\ 3 3 (x+2) 
b) i) T.(2,3)=47 en b) N(60) = 2323,29..., donc environ 2323 habitants. 


T(60) = 39,946..., donc environ 39,95 hab./empl. 
c) N(x) = 3922, d’où x = 100 emplois. Ainsi, 
T(100) = 39,980... donc environ 39,98 hab./empl. 


ü) T(5,3)=107 cmŸcm 
ii) T.(6,3)= 127 cm/cm 
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NTT 11. a) Puisque lim E(+) = 1750, on veut que E(b) = 1750 d) T(i) = E’ 
O En crane 50b° —2500b+33 000 =1750 T(= ne —2500 si O<r<25 
œ 50b° —2500b+31 250 =0 0 si 25<1<30 
O 50(b—25) =0 où T(f) est exprimé $/année. 
œ b=25 ÿ 

D'où b = 25 ans. (S) 


50r—25001+33000 si O0<r<25 


Ainsi E(f) = ; 
1750 si 25<1t<30 


b) La valeur initiale est E(0) = 33 000. 
En posant E( = 16 500 5000 
50r° — 2500 + 33 000 = 16 500 


2530 £ 


50° — 2500r+16 500 =0 T() (ans) 
50(1? — 501 +330) = 0 e) T(10) = 100(10) — 2500 = -1500 $/année 
Donc 1=7,824... ou t = 42,175... (à rejeter) f) En posant 7(r) = -1800 
D'où 1 = 7,82 années. 1007 — 2500 = -1800 
E(5)-EC D'où = 7 ans et E(7) = 17 950 $. 
c) TVM, s] = nn =-2150 $/an 


5 Exercices 5.2 (page 236) 


d -] 
1. dA > dA dr Donc, _ = —;, exprimé en cm/mois. 
dt dr dt Ai 
d à 
Dre (car A =4m°) D'où = -0,013 cm/mois. 
dr dt r=5cm 
= (8xr)(2) (ed > :) 
1 3. à A-dAdr 
d’où . =1677, exprimé en cm”/s | dt dr dt 
f d d 
= —(nr°)—(-1 +61+1) 
…  dA : dr dt 
D) pr _. = 807 cm/s = (2rr)(-21 + 6), exprimé en cm°/s 
di . b) i) Lorsque f = 2, on obtient r =9 cm. 
ii) V(r)= = 23047, ainsi r = 12 cm . dA < 
is D'où — = 367 cms. 
dA dt F— 25 
_— E 2 
sie = Ar eus ii) Lorsque {= 5, on obtient r = 6 cm. 
r=1l2cm " dA : 
dA D'où — =-48T cm /s. 
DRE 400 dt |;2ss 
pen 25 iii) Lorsque r = 7,75, on obtient { = ? OÙ — 2 
1Gn ONE OU 2 2° 
A(25) - 4r( 25 Ÿ - 2500 D'où À = 46,57 cm°/s et 
T us T T dt |:=3125 
d'où aire = 795,77 cm°. dA ee 
dt |;=ons 
t r dt ; | dt 
1. = É (eu He san | (2nr)(-21+6)=0, donc =3 s 
dr\ 3 dt at 3 Ainsi, r=10 cm. 
Her ci D'où A= 1007 cm°. 
dt 
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4. a) Mathématisation du problème. 


b) 


Sa) 


Soit x, la distance entre le bas de 
l'échelle et le mur, y, la distance entre 
le haut de l’échelle et le bas du mur, et £, 
le temps en secondes. 


Taux connu: = Sms X 
t 


d 
Taux cherché: _ lorsque x =2 m 
D 


x?+y/=25 (Pythagore) 


Dérivation et formulation de la réponse. 


d 2 2 d 
— (x +y )=—(25 
0 y) A ) 
D ne) 
dt dt 
Rte 
dt y dt 


Der (en Ÿ=1s) 
dt y 


Lorsque x = 2, y = 21. 


D'où . = -0,65 m/s. 


x=2m 


Lorsque y=3,x=4. 


D'où ci 
dt 


=-2 m/s. 


y=3m 


Mathématisation du problème. 75 cm 
Soit À la hauteur du liquide dans le 
cône, r, le rayon de la surface du 
liquide dans le cône, V, le volume 
du liquide dans le cône, et fr, le 
temps en secondes. 


Taux connu: . =-6000 cm‘/s 
t 


d 
Taux cherché: © lorsque À = 150 cm 


== so) (triangles semblables) 
F 7 75 cm 


donc h = 4r 
mr (4r) Am” 
3 03 
Dérivation et formulation de 300 cm 
la réponse. h 
dV _ dV dr 
dt dr 


3 
Zoe De | 
dr 3 dt 


Ainsi, V = 


-6000 = 4nr° ci 
dt 


dr _-1500 nee 

donc ——=———, exprimé en cm/s. 
dt Tr 

Lorsque h = 150, r =37,5. 

D 2 ee 
di h=150 cm n(37,5) 


Le rayon diminue au rythme d’environ 0,34 cm/s. 
b) h=4r 
dh _ 4 dr _ (27) : -6000 


dt dt nr? nr? 
Lorsque h = 150, r =37,5. (car r=À) 
D'où © 
dt h=150 cm n(37,5) 


La hauteur diminue au rythme d’environ 1,36 cms. 


c) Soit h, la hauteur du liquide dans le cylindre, V 
volume du liquide dans le cylindre, et r, le temps en 


secondes. 
V= (50) h = 25007h 
dv = dv dh 
dt dh dt 


6000 = À (25007) Ce 
dh dt 


6000 = 25007 
dt 
D'où ie = = = 0,763..., exprimé en cm/s. 
dt Sn 


Pour un rayon de 50 cm, la hauteur du liquide augmente 


à une vitesse constante d’environ 0,76 cm/s. 


; dV  dV dx 
D'autre part, —=—— 
dt dx dt 
d d,.; dx 
—(5SVt +34) = — —= 
Aie re 0 
5 > dx 
ne 
2/t 7 
Donc ee exprimé en cm/s 
MGR l 


Lorsque t = 36, V = 5/36+34-64. 


Ainsi, x° =64, donc x =4. 


D'où | = 0,008 7 cms. 
dt|,_x, 6(4)°V36 
b) Nous avons À = 6x°. 
dA _dA dx 
dt dx dt 
d 2 5 ; 
Le) (voir a)) 
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cyl? 


. a) D'une part, V(r)= 51 + 34 et V(x) = x° où x est l’arête. 
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a) 


b) 


4) 
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Donc, ee = us exprimé en cm?/s. 
dt x\t 
Do sn 0,416 cm°/s. 
dt |,-36 4436 


Mathématisation du problème. 
Soit (x, y) un point de l’ellipse, et f, le temps en secondes. 


Taux connu: as =2 cm/s 
dt 


Taux cherché : . 


t 


Dérivation et formulation de la réponse. 
#} 2) 
LES sd | d (D) 
GS 9 dt 
d 2 2 
=, Lu ai d 5 = 0 
dt\25}) dt\ 9 


a ( dx d Da d 
dx\25)dt dy\9 Jar 


oi (car __ 2) 
25 9 dt dt 
, . dy -18x a) 
— = , exprimé en cm/s. 
dt  25y 


6) 


2 2 
De Fo - 1, nous avons y = L25-x. (car y 20) 


i) Six=-3, alors y, = Ê. 


D'où ca =0,9 cms. 


x=-3cm 


ïi) Six=0,alors y, =3. 


D'où ci = 0 cms. 
dt x=0cm 
iii) Six=4, alors y, = £ 
Po =-1,6 cm/s. 
dt x=4cm 


Mathématisation du problème. 


Soit x, la distance entre la femme et le réverbère, y, la 
longueur de l’ombre, et f, le temps en secondes. 
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D 2. 
di 


Sa) 


b) 


d. 
Taux connu: =D 2 m/s 
t 


Taux cherché : a 


dt 
+ 
nes (triangles semblables) 
9 1.8 
Donc 4y = x 


Dérivation et formulation de la réponse. 
d d 
—(4y)=—(x 
7 ») pra ) 
dy _ dx 


d 
NE = 
Te 


L . 
=2,2+0,55 (car ee 0.) 
dt dt 


= 2,75 m/s 


Mathématisation du problème. 
Soit y, la hauteur où se situe la boîte, x, la distance hori- 
zontale parcourue par la boîte, z, la distance parcourue 
sur la rampe par la boîte, et f, le temps en secondes. 

A 


O x B 


! 

d : d 
Taux connu: = 2 m/s 1 Taux cherché: ne 
dt ! dt 


(triangles semblables) 


&_4[3. 
dt dt\8 


dx _d J55, __V55 dz 
8 dt 


D'où ce = 1,85 m/s. 
dt 


no dd 
° dt dq dt 


! a s000fs )e 
dq q ) | dt 
-25 000 
“| - je 
q 


.. dP 50000 ne 
OÙ —=——, exprimé en $/jour. 
dt q” 


D 


Exercices récapitulatifs (page 239) 


3. c) 180ind./année d) 222,2 ind./année 


e) 3600 individus 


6. a) i) 77rcm° 


c) 307 cm°/cm 


üi) 257 cm° ïüi) 113T cm° 


d) 9x cm‘/cm 


10. a) T ()= exprimé en cm/s; 0,3 cm/s. 


3 
2431+4° 
b) T, (+) = 61, exprimé en cm/s; 24 cm/s. 

c) T (= n(271 +241+3), exprimé en cm°/s ; 
environ 6587 cm‘}s. 


15. a) i) La hauteur diminue à une vitesse d’environ 
0,104 cm/s. 
üi) L'aire diminue à une vitesse de 5,95 cm?/s. 


iii) L’aire augmente à une vitesse d'environ 2,479 cm?/s. 
b) 13V2 cm 


18. 


21. 


22. 


23. 


26. 


b) Lorsque P = 50 000, g = 2,5. 
dP 50 000 


D'où — 


dt P= 50 000 @2, 5) 


= 8000 $/jour. 


pur 2 
exprimé en cm /s. 


b) Environ 1,31 m/s 


a) i) CE en exprimé en cm/cm ; 
dh = NE P , 
… dA_V3x RS 5 
ii) —=——, exprimé en cm /cm; 
dx 2) 
RE 
dt V3(4+1)° 
a) 0,75 m/s 
a) Augmentation de 2016 cm‘/s 


b) Diminution de 1512 cm°/s 


Environ 6,46 m/min 


a) 54r cm’; 12 cm. 
b) i) Environ -0,21 cm/s 
iii) Environ -0,31 cm/s 


ii) Environ -0,15 cm/s 


Problèmes de synthèse (page 243) 


1. a) i) 
b) i) 


Environ 82,49 km/h 
Environ 87,31 m 


3. a) Environ 19,23 m/s  b) Environ 4,455 


Ta) I 21m7/s 
c) Environ 6,124 m/s 


b) Environ 0,358 m/s 


8. a) 6,3 cm/min 


10. a) Environ 0,006 9 m/min 
b) Environ 0,005 m/min 


12. a) i) 3cm/cm° ii) 0,5 cm'/cm° 
b) 167 cm° 
13. à) i) Environ -0,56 cm/heure 


ii) Environ -0,14 cm/heure 
iii) Environ -0,11 cm/heure 
b) i) Environ -0,08 cm/heure 
ii) Environ -0,09 cm/heure 


15. 


18. a) 
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a) Environ 0,02 cm/s 
c) Environ 0,006 cm?/s 


b) Environ 108,95 s 


4/100 — y? 


20 — 2r? 
Y (+) si0 << VI0 
20-1 


Ee ds 2 
7 (2 x. si V10 < 1 < V20 


de _ 
dt 
DOTE 
d) i) 22cm°/min 


ii) Environ 12,26 cm?/min, si = V2 
environ -76,37 cm?/min, si { = 3V2 


iii) -16cm°/min 
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Chapitre 6 
Exercices préliminaires (page 249) 


1. a) Négative b) Négative c) Positive Sn x? —10 UE : -1 
d) Négative e) Négative FN Route ee Jon Cu, 
7 6x -co 
2) x=7 ou 44 d) lim ns (na =) 
Da x+e 2x +4x° +7 +00 
Cr D'ou? x (5-6) 
Di tout = lim = 
e) x=-1 oux=? ' rai) 
E à 
1) ses, redonne 5 
g) x=-5oux=5 : oi £ 
h)x=-2oux=1 ci 4 7 a 
i) Il n’y a aucune solution. (+i+ 1) 
Fe 
3. : À 
x -00 0 3 “ ae) 7. a) i) f&)=(Gx-2) (5x+2)=0 
x°(x-—4) À Nu 
NS ee - 0 - 0 = SX OU SIN 
G-x) in 3 5 
f'()=(Gx-2) (75x +14) =0 
-4 
4. 2) dom f=IR\ [*, 2} de Gb 
b) dom g =IR \ {-2, 0,2, 4} ES 
c) dom f =[-4, + \ {0} ii) ot ee 
d) domv=IR 397 420) 
e) domk=]-5, -2] U [2, 5! . 36x : 
RE 0 —= 0 
f) dom h=]-ce, -5[ U [-2, 2] U J5, +ce[ AS (x? +9} on 
6 5 ne x +3 , à 
Sd) = il b) Ha M do 
a 2. Sx+1 D eo -4 dom f=]-V6, V6[ d’où f n’admet aucun zéro. 
x?+1 2x —3 3(x +2) 
2 Lx) = — © —> = 0 si x=-2 
5 ee f) +1 (6— x?)V6- x? 
HP dr il 
x? 
2 . b) o=a[-2x-s)-0 
6. a) lim ina.) 3 
: Ge = DO +3) a) si x =0, si x = 3— 246 ou si x =3+2V/6 
TG DO D et G+D nn | 
six=5ousix=-l 
b) lim Er (ina. fG)=22- 4-00 2) Di 2 
x—4 x—4 0 5 
. (Vx-2)\fVx+2) (x—4) 
= lim = En — 
240 x=4 JNx+2/n 54 (x 4x +2) 
= lim nt 
Ti x +2 = 4 
Exercices 
Exercices 6.1 (page 266) 
I €) à) Per i1)NPe fu) 19, PA ETIP 2. a) ijsur[0h,1h] ü) sur[1h,8h] 
iv) P, \o} 12 vi) P, b) 3 cm’, lorsque f = 1 heure. 
b) i) J0, a] U[b, c] U[d, e] c) Approximativement lorsque fe ]0,3h;2,2 hf. 


üi) [a, b] Ufc, dJUe, f] 
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3. | x | 3 5 7 +0 
fol + 0 - Â + 0 + 
f 2 fe] » [fe f() 
max. min. 
L’esquisse est laissée à l'élève. 
4. a) Nombres critiques: -2, 0, 1 et 2 
X |-0 -2 0 | ni 
ser 
te fol 
min. max. 
on 1 2 +00 
ONF ENTUR 
. NN ONE C 
min. 
b) Nombres critiques : 2 et 3 
X |-c 0 2) 3 +00 
fo + À | + 0 | + 0 - 
ne 2e" fQ@ FO] Y 
max. 
5. a) f'(x)=3x7—12=3(x-2)(x +2) 
nombres critiques : -2 et 2 
3e co -2 À +00 
Le) + 0 - 0 + 
f 2 17 à -15 
max. min 
f est croissante sur]-c, -2] U [2, +ool ; 


f est décroissante sur [-2, 2]; 
max. rel.: 17; min. rel.: -15; 
point de max. rel.: (-2, 17); point de min. rel.: (2, -15). 


b) f'(x)= 3(x? —3x +4) (2x— 3); nombre critique : = 


2 


x | : 4e 
f'@ = 0 + 
T1Rur AN 
min 


: 3 
f est croissante sur Ë |: 


ne 3 
f est décroissante sur k-. À 


3 
min. rel. : (2) ; point de min. rel.: G 


c) f'(x)= x -20x° — 9): nombre critique : 0 


x -co 0 +00 
f@ = 0 = 
fr M 1 M 
f est décroissante sur IR. 
d) f’(x)= 20x° — 20x° = 20x°(x—1) 
nombres critiques : O et 1 
36 -00 0 1 +00 
LC) + 0 — 0 + 
f 3 M 
max. min. 
fest croissante sur ]-co, 0] U [1, +cel ; 
f est décroissante sur [0, 1]; 
max. rel. : 3; min. rel.: 2; 
point de max. rel. : (0, 3); point de min. rel. : (1, 2). 
e) f'(x)= Je ; nombre critique : Ü 
un -00 0 +00 
f'@ in À & 
f 7 
f est croissante sur IR. 
2 
f) f'(x)= nc mt 5) nombres critiques : -1 et 1 
(x° +1) 
56 00 -] 1 +00 
f@œ — 0 + 0 — 
f M -2 M 
min. max. 
f est croissante sur [-1, 1]; 
f est décroissante sur ]-ce, -1] U [1, +cel; 
max. rel. : 2; min. rel.: -2; 
point de max. rel. : (1, 2); point de min. rel. : (-1, -2). 
PE. bres critiques : -2, 0 et 3 
g) ) Ge +9Y : nombres critiques : -2, 0 e 
5 -2 3 
fo À . + À 
f . S “| 2 0 
max. min. max. 


est croissante sur [0, 3]; 
f est décroissante sur [-2, 0]; 


5 


max. rel. : — et 0; min. rel.: -1; 
12 


point de max rel.: (2, a) et (3, 0); 


point de min. rel.: (0, -1). 
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h) Fer 12 = 12% il) 


LL es 
Ë 0 48 
O nombres critiques : -1, 0 et 1 
œ " =: 0 1 es DE) À = 0 # À 
œ - 
O fo] À - 0 - 0 + Top 4 Ml EE) 7 À 
O NAS ANS AE Z min. 
MES min. D'où t = 33,3 mois. 
Éest cioissante. sur [IL dec c) > Dp:=t->.25+.10*t-.004*t12+.00004*t43 ; 
fest décroissante sur [-1, 1]: Dp:= 1 0.25 + 0.101 — 0.0041° + 0.000041 


max. rel.: 7; min. rel.:-1; 


> plot(Dp(t),t=0. 48,y=0..1.2,color=orange): 
point de max. rel.: (-1, 7); point de min. rel.: (1, -1). 


ïj) FO = 4x5 12x2 — 40x = 4x(x — 5)(x + 2) 4 
nombres critiques : -2 et O0 ( 8) 
x -2 0 4 0,8 
fo À + 0 = À 0,6 
ff -28 7 4 Ÿ À 
min. max. ù 
0 10 20 3 4 t 
est croissante sur [-2, 0]; ï È (mois) 
fest décroissante sur [0, 41; 
max. rel.: 4; min. rel.:-28; ASE = . ” 
point de max. rel. : (0, 4); point de min. rel.: (-2, -28). CRE re RER 
X |-c -2 0 2) +00 
6. Nous avons le revenu R(g) = 5000g, et Hole 0 = 0 F 0 = 
le profit P(g)= R(g)—C(g) 
 - a) SN CE NES 
= 5000g — (9000 + 2q° —-4qg° +16q) - 
donc P(q)= 4984q — 9000 — 2q° +4q° où dom P =[0, 50] TOR HS Me 
P'(q) = 4984 —-6q° +8q 
P'(g)=0 si qg = 29,495... ou g =-28,16... (à rejeter) 
q 0 29,49... 50 5 
P@| à | + 0 - | À 
IP P(0) 7 P(29,49...) à P(50) KP 
NN — te fr 0 )2fn 2 
se é ni (x 2) (x +2) 
10 in 
Puisque q doit être entier, calculons P pour q = 29 et q = 30. 
P(29)= 90122 $ et P(30)= 90120 $ -4 
D'où le profit maximal est de 90122$ pour la vente de DES 3(4—2x)" ” n.c.: 2 et 10. 
29 spas. ; : 2 10 
7. a) D,()=g(@)-f()=0,25 +0,10 0,004 +0,000 04° FC | à - À + À 
(D, )) = 0,10 — 0,008: + 0,000 12° =0 f Â Ÿ 3 7 3 +3/256 
si 1=16,6 ou = 50 (à rejeter) min. max. 
t 0 16,6 48 
max. 
(D,@)| À 1 0 - À (10,3+4/256) 
D, |D,(0) 72 OUT. Ÿ D, (48) 
min. max. min. 


(Ÿ3) fG)=3+4- D) ss 


min. 


D'où 1=16,6 mois et D,(16,6) = 0,99 kg 


b) D, (@=(D,(OY = 0,10 —0,008r+ 0,000 12 
(T, (y = -0,008 + 0,000 24r = 0. Si r = 33,3 (2, 3) est un point de rebroussement. 
Dp RE: , ie = > D. 
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c) f'(x)=15(x-2Xx+2)x-1)x+1); nc.:-2,-letl 
ire 2 1 te 
fo F 0 = 0 

f -16 D -38 

max. min 
re 2 
+ 0 - À 
38 N À 

max 


d) Vérifions d’abord si f est continue en x = -2. 
1° condition : f(-2)= (-2)° + 6(-2)° +1=17 


2° condition : 
lim f(x)= lim (x°+6x°+1)=17 


Xx—(-2)7 x=(-2)7 


lim | f(x) = 


x—(-2) 


3° condition : lim f(x)= f(-2) 


D'où f est continue en x = -2. 
3x(x+4) si x<-2 

f'(x)= 2 : 
—=—— si x>2 
33/(x-6) 


lim 3x(x+4)=-12 


X— (2) 


Pi 
nm  —— - 
x (2)t 34/(x = 6) 5 


nombres critiques : -4, -2 et 6 


donc 


lim (Ja -67 +13)-17 ie 
x(2)t 


_1 (donc f”(-2) n'existe pas 


X |-co -4 -2 6 +00 
CON EEE 0 = NE = À 
f 72 33 N 17 N 13 72 
max. min. 


11. 


12. 


max. 
(-4, 33)/x) 


3 2 : 
[x +6x +1 si x <-2 


| - 6) +13 si x>-2 


f(x)= 


(2, 17) est un point anguleux. 
(6, 13) est un point de rebroussement. 


FX 
max. 
SA 2) max 


b) 


G,fG)) 


(-3,f(-3)) 
min. 

Les graphiques associés sont les suivants. 
a) et © b) et D c) et @) d) et @ 
e) et (Ÿ f) et @ g) et À h) et © 
i) et © ) et © 
a) Dest g O est f @) est f’ 
b) Destf O est g @ est f’ 
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13. a) f’(x)=315x° —630x" +315x° 


14. à 


b) f’(x)=0 si x 


= 315x?(x* —2x? +1) 

=315x2(x? 1} 

= 315x?(x—1) (x +1) 
f'&)2>0, VxelR 


d’où f est croissante sur IR et jamais décroissante. 


-1, x=0oux=l, 
d’où les points stationnaires sont (-1, -56), (0, -32) et (1, -8). 


Soit f, une fonction croissante [a, b]. 
Soit xe Ja, b[ et h #0 tels que (x+h)e Ja, bI. 


Puisque h Z0, h > 0 ou h<0. 


Lorsque h > 0 
Puisque À > 0,x<(x+h) 
FO<f@+h) 
f@+h)-f( 20 
TCDEION, 


(définition 6.1) 


(car f(x + h) — f (x) 20 et h > 0) 


En passant à la limite, nous avons 
in LÉDSrC (eur fO+h)=F@), o) 


h=0* h h 


Lorsque À < 0 


Puisque À < 0, (x + 
CA 


+ h) < x 


+ h) <f (0 


f@+h)-f(<0 


HO RCE) 
h 


(définition 6.1) 


2 0 (car f(x+h)-— f(x) <0 et h <0) 


En passant à la limite, nous avons 


h=0 


li 


h=0 


lim fG+h)= fo, 


h=0*t 


h 


h 


h 


Jim GROS (eu 


Donc, f(x) >0 


car f'(x) = lim 


fG+h)- fQ) 0 


donc lim 


h=—0 


h 


EE 
LE > 


(car f(x) existe) 


h=0 


D'où si f est croissante sur [a, b], 
alors f’(2 > 0 sur Ja, bl. 
b) Laissée à l'élève 


15. à) ... est croissante sur [a, b]. 


b) .…. est décroissante sur [a, b]. 


h 


: f(x+h)= f(x) : 


ACDC) 


Exercices 6.2 (page 280) 


1. 


a) i) 


b) i) 


Concave vers le haut sur ]0, +cl. 

ii) Concave vers le bas sur ]-co, OT. 

iii) Point d’inflexion: (0, 1). 

Concave vers le haut sur ]-co, 1[ U ]3, +cel. 
ii) Concave vers le bas sur ]1, 3[. 

iii) Points d’inflexion: (1, -2) et (3, 1). 


2. a) Nombres critiques: = etl 


x -00 = 1 +00 
TC) + 0 - 0 + 
5 
NUE MoN) EE In 
inf. inf. 


je Fe) | à |Fo |] A |F@ 
inf inf 
3. a) f'@=-12&-7);nec.:7 
Fe -00 7 re 
f"@ _- 0 E 
ÿ N 5 n 


fest concave vers le bas sur IR. 
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b) fo = 12 (x — 3)(x + 1); n.c.: -1 et 3 


x -0co -] : +co 
f'@ + 0 — 0 + 
fr U -56 N -40 
inf. inf. 
fest concave vers le haut sur ]-ce, -1[ U 13, +col ; 
fest concave vers le bas sur ]-1, 3[; 
points d’inflexion: (-1, -56) et (3, -40). 
c) f”() = 60x2(x — 1) (x +1); n.c.:-1,0et 1 
Je V|2s -] 1 oo 
f'@! + 0 — — 0 + 
f -2 N 1 N -2 
inf. inf. 
fest concave vers le haut sur ]-c, -1[ U ]1, +cel ; 
Fest concave vers le bas sur ]-1, 1[; 
points d’inflexion : (-1, -2) et (1, -2). 
” 2 ” » : -1 
EE ———— n'existe pas six = — 
d) f”(x) Gx+D8 f(x) P 
x 09 5 +00 
f”@) + À 
ÿ sl 
inf. 


2 


CORRIGE 


fest concave vers le haut sur Le É fO)=0 et f”(0)=-64<0, 
. d’où (0, 256) est un point de maximum relatif de f. 
fest concave vers le bas sur FE. +ed; f'(4)=0 et f”(4) =128 >0, 
d’où (4, 0) est un point de minimum relatif de f. 
points d’inflexion: (. -7), : : 
. c) f)=402- x) et f(x)=-1202— x) ; 

f'2)=0 et f”(2) = 0, d’où nous ne pouvons 

rien conclure. 

Construisons le tableau de variation relatif à f”. 


2((x— 4)" —1) 
(x — 4)* 
f”Q@) n'existe pas si x = 4. 


OMC ; n.c.:3et5 


3% 2e 4 +00 5 re 2 ne 
f'@ _ 0 Su Â S ap f'@ 0 — 
16 34 
ÿ U À) N S N ci U J 5 d 
inf. inf. ME, 
D'où (2, 5) est un point de maximum relatif de f. 
f est concave vers le haut sur ]-c, 3[ U ]5, +col; 
f est concave vers le bas sur ]3, 5[; d) f'(x)=3(x+3)(x-1) et f”(x)=6x+6; 
points d’inflexion: (3, 2) et |5, à} PSE CRE EN; 
À ER d’où (-3, 37) est un point de maximum relatif de f. 
ff") = 18(1— 3) (12x— 11); ne: Let À fD=0et f"(D=12>0, 
i 1 d’où (1, 5) est un point de minimum relatif de f. 
les ; E 16 _ 2(x°—8) 
2 X— 
fo _ 0 à 0 = Sn yf En NI 
2401 5 52 
“ (0 0 U Een ñ f GER STEInle 
inf. inf. f'2)=0 etf"(2)=6>0, 
1 11 : d’où (2, 12) est un point de minimum relatif de f. 
f'est concave vers le bas sur Le 3 U ee +; Pour les extrémités, construisons le tableau de variation 6 
1 relatif à f. 
f est concave vers le haut sur È LÉ 
3° 12 x 10 
points d’inflexion: ( 0) et Ge 2) f'@ À = À 
Û : F 17 ÿ 12 À 
g) domf=IR \ {0}; : 
2 _ max. min. 
FC)= CE Dee DES) ;nc.:-letl 
x D'où (1, 17) est un point de maximum relatif de f. 
X |-0 -] 0 1 +00 à 
5. a) f(x)=x" —108x+27 sur IR 
DMC) = 0 + Â = 0 + NE TE 7 ASS id cote 
f(x) = 4x" —-108 = 4(x —27) et f'(x)=0 si x=3 
il fi £ U Â ñ _ U Puisque 3 est le seul nombre critique de f tel que f(x) =0, 
- - nous pouvons utiliser le théorème 6.7. 
inf. inf. En calculant fx), nous trouvons f”(x) =12x°. 


Ainsi, f(3) = 0 et f”(3)= 108 > 0. 


D'où A(3, /(3)), c'est-à-dire A(3, -216), est le point de 
minimum absolu de f sur IR. 


f est concave vers le haut sur ]-1, O[ U J]1, +cel; 
fest concave vers le bas sur ]-co, -1[ U JO, 1[; 
point d’inflexion : (-15) et (15) à 
b) g(x)= 3x? +— sur ]0,+ 
4. a) f'(x)=3(x+D(x-D et f”(x)=6x; ; 
f-D=0et f”(-1)=-6<0, 
d’où (-1,7) est un point de maximum relatif de f. 
ffH=0et f”(1)=6>0, 
d’où (1, 3) est un point de minimum relatif de f. 
b) f/(x) = 4x(x—4)(x +4) et f”(x)=12x° — 64; 
f-4)=0et f”(-4)=128 >0, 
d’où (-4,0) est un point de minimum relatif de f. 


ee 


2 
x? ne 


et g’(x)=0 si x= 


Puisque Ê est le seul nombre critique de g tel que 
g’@ = 0, nous pouvons utiliser le théorème 6.7. 


En calculant g”(x), nous trouvons g”(x) = 6 + 
“ 


Ainsi, e/{Ë)+0 et ef r18>0. 
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n D'où (if. e(42))es le point de minimum absolu de CNE -l 3 +00 
œ g sur JO, +ool. f"@ = (0) + 0 = 
= c) H(x)= 2x? - x*+1sur [-3, 2] h n f CD U f (3) n 
O H'(x)= 4x 4x° = 4x(1- x)(1+ x) inf. inf. 
H'(x)=0 six=-1,x=0oux=1 
@) d) x -co -3 0 3 +00 
PUISQUE nous trouvons trois nombres critique tels que rene 0 = 0 Fe 0 s 
H”( = 0, nous ne pouvons pas utiliser le théorème 6.7. 
Construisons le tableau de variation relatif à H”. <i (D ESA ON ECO) U |f0) n 
ice inf. inf. 
x -3 -1 
H'® À + 0 - 
Le dt 7. a) -00 -CO 
H | -6 2 Y à dé 
ms Fa MC) Se 1e) 2 
abs. abs. Ï U -2 U 
De où f’(3)>0 
2) 
_—--- b) X -00 3 +co 
0 L 0 _ 
se L g”@ — 0 4 
1 7 2) M -7 
Ne g N 86) 
: max. : : 
min. min. inf. 
abs. 
: re c) X -00 1 5 +00 
D'où A (-3, -62) est le point de minimum absolu de H sur = 
[-3, 2] et les points B(-1, 2) et C(1, 2) sont les points de h@ 2 0 LS 0 1 
maximum absolu de AH sur [-3, 2]. h U h(D) N h(5) U 
inf. inf. 
6. à) qe re 
f'@ + 8. a) et @) b) et D 
f U c) et © d) et © 
Dur -2 +00 9. a) Destf”’ O est g @) est f 
f'@ e 0 Fe b) Dest f” O est g ® est f 
ÿ N f (2) 
inf. 


Exercices 6.3 (page 296) 


1. a) dom f =IR\{-4} 
b) ii) AV.:x=-4etx=2 
ii) AH.:y=-3 
iii) AO.:y=-x+6 
c) max. rel.: (-2, -1) et (5, 6) 
min. rel. : (0, -3) et (2, 0) 
d) Points d’inflexion: (-1, -2) et (6, 4) 
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2. a) domf=IR; f’(x)=3x(x—4) et f”(x)=6x-12; 


x -00 0 2 4 +00 
f'@ + 0 — — — 0 + 
f'@ | - - - 0 + + + 

4 An| $ ISA A JM U| 27 JAU 
E.G. | à |(0,5)| à |(2,-1D| & {|(4,-27)) + 

max. inf. min 


, -2 
c) dom = R: JE ef" EEE 

x -00 -4 +00 
F'@ = À + 
f'@ = À = 

f ÿ @ 3 Paire) 
E. G. & (-4, -3) À 

min 


f(x)= (x +4) 


FO = 048... 


X,= 27 — 4 
à X= 27 —4 
min. 
(-4, -3) est un point de rebroussement. 
d) dom f = IR; f’(x)= 4x(x — 3)(x +3) et 
f"(x)= 12(x°7 -3) ; 
X |-00 -3 - 3 
fol. = ï + 
FE] + 0 = 


E.G.| 4% |(3,0)) + (43,36) 
min. inf : 
0 B 3 +00 
0 0 
_ _ 0 + + 
8 | Un 36 AU | © | AU 
(0, 81)) 2 (43,36) %  |(G,0) + 


e) dom f = IR; f'(x)=2(x+4) (2x1) et 
f”(x)=12(x+4YXx +1); 


x -00 -4 
fo = 0 ee 
f"@ + 0 = 
fi SN U 0 sn 
E.G ES (-4, 0) à 
inf. 
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= Su c9 FX) Hat 
OO : 05 v f(x)= x x 
œ = _ 0 de 
c 
0 + + + 

© 
O -81 QE -136,68.. MU] 

(-1, -81) Ÿ (0,5; -136,68...) + 

inf. min. 


f(x) = (x+ 4) (x - 2) 


h) dom f =IR; f(x)= 6x(x° -5)?et 
f’(x) = 30(x? — 5)(x° 1); 


#0) =-128\L /(0.5: -136.68...) He “ _ - 
min. FE] — 0 = = ce 
f) dom f = MR; f(x)= = a f@= —- ; me GE sn _ | 
» Ve 0 1 oo E.G) & |(-Y5,0) 2  |(6L-64) & 
HO) À - 0 + inf. inf | 
fo : À : + . 
. 7 U 0 Si (U -1 À Ü d 
E. G. F (0, 0) Y (, -D 5 dE 
max. min. on 


- 3x? ; 
(0, O) est un point de rebroussement. 
al 2 
9) dom f = R; = 5 et PO) = 

5 | -] 0 1 +00 (0, -125) 
Em EME Gus 
ON MEN EN NE RU 

Fr lan] 5 ISnl 3 JSsu| 1 [Au 
EG| & lKÉES)) = 1@2)) s ED) > 

max. inf. min. 
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48 
ï) dom f =[-8,1]; f'(x)= = et 


413 

x -8 -l 0 Il 

fo À + GNENIn = 

COM A ONU 10e 

f 47 ln 7 lsal 5 ll 7 
E. G. |(-8,-47) à (1,7), 2 (0,5), à» |(,7) 
min. max. min max. 

max. fe) max. 


(-1,7) 20 


X, = -3,44 


f(x)= x? - x +5 


Le point minimum (0, 5) est un point de rebroussement. 


ÿ domf = [-9, 9]; f'(0 = =. et f(x) = Re 

x -9 9 

fo À + 0 = À 

Jo) À À 

ES en MOSS IE 
E. G.(-9:-38,18..) + |(6:10,39..)] 2 |(9,0) 
min. max. min. 

f(x) 
Er max. 
f(x)=xV9-x E (6;10,39...) 


10 


(-9 ;-38,18...) 
min. 


9—2x? 


(9- x?) E 


k) dom f =[-3,3]; f'(x)= 


+ 0 45 T 
CIE RES 0 + œ 
f'@ | À Ë ï CR le) 

f s N -4,5 ? U O 
E. G. |(3,0)| + (-V4,5;-4,5) + 

max. min. L 

0 4,5 3 

M + (0) = À 
CARRE = - | à 
À 4,5 “MN |(63,0) 
(0, 0) À (/4,5;4,5) à (3, 0) 

Los inf. max. min 

f(x) max. 
(/4,5:4,5) 
f(x)= xV9- x? 
(-V4,5;-4,5) 6 
min. 

4x?(x—3) 12x(x — 2) 

8 d = KR; f’(x)= —— et f”(x) = —— 

a) domf f'@ » et f”(x) 27 

X =00 2 +co 
ft || = = = = 
fo! + - 0 + + 

f su) 0 Sn © sul 1 lu 
E.G.| & |(0,0)) + (2. 5 ) SG |[G-D| + 

inf. inf. min 
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LL 
= 
œ 
œ 
[®) 
O 


D 
inf. = 
inf. G-D  f@=0 


(2. 1 min. 


(4, 0) est un point anguleux. 


4. A Lou 
X 
: 1225 x°-1225 
DAC 2 
X X 


C’(x) = 0, si x = 35 ou x =-35 (à rejeter) 


x 0 35 80 
C'X À _- 0 + À 
€ Â d 70 2 CS,3125 
min. max. 


D'où 35 personnes, pour un coût minimum de 70$ par 
personne. 
b) i) C(20)= 81,25, donc 81,25$ par personne. 
ii) C”(20) = -2,0625, c’est-à-dire 
que le prix diminue d’environ 2,06 $ par personne. 
iii) C(4S) = 722. donc environ 72,22$ par personne. 
iv) C’45) = 0,395..., c’est-à-dire 
que le prix augmente d’environ 0,40 $ par personne. 


c) lim C(x)= lim (+2) = + 00 
x 0* x = 0* x 
122 
Ce 
0 
; 2450 
C(x) Te 
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x | 0 35 80 
C'@| À = 0 4 À 
C'o\NA de Fe + À 
€ | 3 | su 70 7 U 95,3125 
E. G. 1 %  [(35,70) + |(80;95,3125) 
AV. ; 
x=0 min. max. 
C(x) 
max. 


(80; 95,3125) 


1225 


(35,70) C(x)=x+ 
20 min. + 


10 80 


ul Pa 
. a) Puisque f(x) =5x-1+—, que lim — =0 etque 
X ER 0 


7 
lim —=0, alors la droite d’équation y = 5x -—1 
Rs 


est une asymptote oblique. 
En posant fG)=5x-1 
7 
PS 
m2 
7 
= 
x 
: 4 è ; ; 
Puisque — Æ 0,Vxe R, il n’y a aucune intersection. 


4x — 6x7 + x —4 _4 
Po RC 4e 
X 


x i-+) 
Puisque lim à 7; = lim _ 


X—-> y X—-00 x 
4 
Î=2= 
= Jim —X*=0 
RE 


. x—4 . : 
etque lim ——=0, alors la droite d’équation 
X—D+e 7% 


y = 4x — 6 est une asymptote oblique. 


En posant f(x) =4x-6 
— 4 
4x-6+2 7 =4x-6 
x 
ee ( donc x = 4 
x 


D'où (4, 10) est le point d’intersection. 


c) 


d 


= 


e) 


D) 


sos ae1a(s +) 


X 


; : 1 se 
Puisque lim (+ + 1) =+c, ainsi lim r(x)# 0,et que 
X X — -œ 


X — -œ 


X — +0 X 


alors f n’a pas d’asymptote oblique. 


1 
lim (+ +) =+ce, ainsi lim r(x)Z 0, 
X — +00 


Puisque f(x) = -2x —1+ ee 
ar Il 


: 5 : 
que lim ——=0etque lim 
Pen jp CR 


= 0, alors 


la droite d’équation y =-2x— 1 est une asymptote oblique. 
Aucun point d’intersection (même procédé qu’en a). 


2 
je He See (ne =) 


He 5 X — -œ 3e 


Co 


= lim 
x — -c0 se 
CU 5 
= lim Æ (car = 2x, SX < 0) 
X — -c se 
= lim L 2)-2 
X — -co Fe 


Donc, a=-2; 
lim (f(x) ax)= lim {V4 Lo 2x) ne 
| ; Are" 
lim | {./4x2+9+2 
rw Nemo 
9 


= lim =. Donc, b= 0. 
+2 4x2 +9 2x 


D'où la droite d’équation y=-2x est une asymptote 
oblique lorsque x — -co. 
Par un procédé analogue, nous trouvons que la droite 
d’équation y=2x est une asymptote oblique lorsque 
che. 
Aucun point d’intersection (même procédé qu’en a)) 

2 


1 
Puisque fG)= 2x +142 ; 
Xi 
2 2) 
1 : 1 
que lim = =0etque lim ss = 0, alors 
x -0 x° +] x +e x +] 


la droite d’équation y = 2x + 1 est une asymptote oblique. 
En posant f(x)=2x+1 


2 


Del +1 
se dbil 


2 
La 


7 =0, donc x=-letx=1 
Tr 


D'où (-1, -1) et (1, 3) sont les points d’intersection. 


6. a) domf=IR\{-2,2};, AV.::x=2etx=2; AH.:y=0 


vs “x —4 2x +12) 
PE EEE 
x | 2 0 2 | 40 
f'@ :— | 3 4 - 
f@l ii -|2À4|+ -|4l+. 
RON nt sn 4 NU 0 
Lo \ % [@,0)| + x v LS. 
L À | 
AH. AY. _ AY. AH. 
y=0 Y— ie X = 2 y=0 
b) domf=IR\ {0}; AV.:x=0 
il “ail 
pe D où pro SD 
X X 
RES el 0 1 ! +00 
fol i+|0|-|4|-10 
fol i-| -|-|[2|+1|+ 
f [ir nl -4 Ko 4 NU! 4 [7 Uito 
E.G.| #  {|1-4) 2 | wla4| + 
max y min 
nu 
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LL x cs À -1 
o : ee 
œ f'@ RENTE 
= fo À re 
O f 2 À VU À Zn 
E. G — F F [sd 
AH. AN 
y=2 x=-1l 
OR I 
= À _ 
c) domf=IR\{0}; AV.:x=0; AO: y=x x : À = 
x°—8 nr 
f'(x)= = — et f’(x)= — 1 ù N À SN U ? 
x D TE 
Es 0 2 ee QD ., y 
FA DEA RENNES SE ee AV. À. 
fo À + À + + | +: x=i y=2 
EN PUR ET IR TEE 
de . DZ 
EG Mo JA MIRE NE ORT 
AO AY. AO 
min. 
yY=Xx x=0 Y=X 


e) domf=IR\{2}; AV. :x=2 
; __2[x-2)-1] F __2(x-2)* +6 
FA &-5 sl 2) 


d) domf=IR\{-1,1}; AV.:x=-1etx=1; AH.:y=2 
2(3x? +1) 


vos … 2X TE 
a (x°-1ÿ ee œ-1Y 
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x |. 1 2 3 loo 
‘ce 4 | -|0 
Fo + | + d Pr en: 

f [+eix Ul 2 x U) 4 AU) 2 |7 Ui+e 
EG? % AE RS (5) F 

: AV. : 
min. min. 
=? 
ÿ 
TT 
Lf)=(x—2) + = 
: fG@)=(x-—2) 2 
f) domf= ]-c, -2] U [4, +co 
A.O.: y =-x + 1 lorsque x — -c 
y=x— 1 lorsque x — +c 

2 ” -9 
Drm D. 

x 00 “2 4 +oo 
F'@ EI + 
f"@ IIIe = 

f | +0. À | 0 72 i +e 
EG Ve, 3 20) |@o) + 7 

A.O : ; A.O 
min. min. 
y, =-x+1 Y,=x-— 1 


Pour g), h), i) et j), les tableaux sont laissés à l'élève. 
g) domf=IR\{0}; AV.:x=0; AH :y=1 
ue . -4(x +12 
PE e pro = ED 


max. abs. : {s5 et inf.: ( 12, — 
8 9 


h) au ss 0 


ie 
Ho = se 


min. rel. : LE Fr) (-1, 0) 


i) domf=IR; AH.:y=-1 


= Se ” 2(3x° =i) 
FO) = et f”(x)= en. 
max. abs.: (0, 0) et inf.: e +) «(7 à) 
É nEË 4 RE 4 


» 
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LL j) domf= ]-c, -1[ U ]1, +; y 
(à) AN. :x=-letx=1l AH :y=-2ety=2 20 1 
œ PC = et ph = EE À 

= = i\mn. 
œ Je VG?-1) NT res 
le) 10 2 fQ@) = 4x 3x SE 3 
O y x—1 


b) domh=IR\{1};, AV.:x=1; AO.:y=4x+1ety=-4x-1 
min. abs. : (0, 3) et min. rel.: (2, 13) 
y 


7. a) Le tableau de variation est laissé à l’élève. 
domf=IR\{1}; AV:x=1; AO:y=4x+1 


’ 4x(x 2) ” 8 2 s 2 X 
JO=— et f"(G)= “Pi à DEC 
1) (x=1ÿ on x = 4x a+] 
min. rel.: (2, 13) et max. rel.: (0, -3) 0 in x] 
Ho: 
Exercices récapitulatifs (page 300) 
1. a) f NX sur]-c, -1] U [0, 1] etf ” sur [-1, 0] U [1, +cel 15. AV. ANT AO. 
max. rel.: (0, 5) et min. rel.: (-1, 3) et (1, 3) 5 = = es 
c) h / sur [-1, 1] et h Y sur]-c», -1] U [1, +co[ . 
| 1 C)| re re? Y=-3,y=S aucune 
max. rel.: (1, 3) et min. rel.: (1 3) 
3 e) =? aucune y=5x—3 
e) f n'est jamais croissante et f % sur IR E)] x=i,xs2 aucune y=2x+2 
max. : aucun et min. : aucun 1 me En ET 
M) y AaeiBE STE sr (fil, 2] 
max rele(lelSS)etmmminarelt(2 85) 17. a) domf= ]-c, 2] 
3x(x° — 32) 


2. a) max. abs.: 91 et min. abs. : 3,859... 
b) max. abs. : aucun et min. abs. : -5 


J es et f DE De 
min. abs. : (2, O) et inf.: (o, V8) 


4 Di (66 
neo b) domf=IR: AH. : y=2 


ü) fU sur IR; fn'est jamais N 


… = x ) = 
iii) Aucun FE se et f”(x)= ve 

f) i) Aucun ee ie 
ü)_fn'est jamais U: fN: ]-ce, -I[ U Il, +co min. abs. : (-1 ; 1,5) et max. abs.: (1; 2,5) 
ïi) Aucun inf. : AS) 02 et [a i8) 


6. a) a=75,694 … 
c) domf=R\f{1l}; AV :x=1; AO.:y=x-1 


GED à pre 


9. a) i) (AD) GG) et (AT) 
4 ÿ= 
12. a) Oestf” Destf” Destf = @=1) 


min. rel.: (3, 4) et max. rel.: (-1, -4) 
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d)-domf=IR\{-2 2}; AV:x=-2etx=2; A: y=0 
; -128x ; 128(5x° +4) 
2 t = 

ÿ (x) (x? ZA ê Li (x) (? 27: 


min. rel. : (0, 2) 


Problèmes de synthèse (page 304) 


2. a) 


k A. AH. A.O. 
prenne 
£ =0, x=,]—,x=-,)— = aucune 
k AE 
k=0 aucune y=1 | aucune 
k=1 aucune y=0 | aucune 
k=2 aucune y= : aucune 
k=s aucune aucune = 2" 
>) aucune aucune | aucune 
34) ea -0 biere 21 


5. a) i) fest non continue sur [0, 7[ 
ii) fest dérivable, V x € ]0, 7[\{2} 


20. 


21. 


11. 


15. 


17. 


b) 


a) 


b) 


É) 


a) 


a) 


i) Environ 37 % ii) Environ 47 % 


2 


CORRIGE 


i) 4,50$ ii) 1,00$ 
ii) g=183;prixr3,62$ 


min. rel.: (-1,-1); max. rel.: aucun 


[A £ }00) et LE £) 
pe D2Péebo Do) 
i) Ounité 


ii) Environ 1335 unités 
iii) Environ 9390 unités 


2 si x e [-6km,- 5 kml 
Ds, O5. 

H(x)=4 —x +—x six e[-5km,0km] 
125 25 
0 six € ]0 km, 1 km] 


Chapitre 7 
Exercices préliminaires (page 309) 


1. a) AG) =x(8 — x) 


xV36- x° 
2 


D en 
% 


P(ù = x + 6 + V36-— x? 


2 
PG = 2x+ 21 


PO) = 2x + 2 (4-2 


c) AG = 


d) AG) = x, Lee et 


e) AM=Ix4-» et 


à 
2. à AG = 26 + Due en 
X 


0 OU” vo= 1 
pa, T 


e) Am=7mx+107mx et V(x= 


a) 


b) 
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nx? 100 — x? 


3 


-X 

———— ; f'(x)=0 si x=0 
\I0e 

100 — 2x? 


V100- x? ” 


.… un point de maximum relatif de f. 


f'@= 


f'x)= f'(x)=0 si x=-5V2 ou si x = 52 


.… un point de minimum absolu de f sur ]a, bl. 
.… (2,fQ2)).. un point de maximum absolu de f sur [2, 7]. 


2 


LLI j 
(D) Exercices 
Œ Exercices 7.1 (page 321) 
[®) 1. Mathématisation du problème. Analyse de la fonction. 
(S) Soit x, la largeur du terrain et y, sa longueur. P'( = 10 —2x 
y P'@=0 six=5; donc, 5 est le seul nombre critique de P 


Re sur IR tel que P'(x) = 0. 


x 4 X Test 2 de la dérivée seconde où P””(x) = -2, 
Ë P'(5)=0 et P(5)=-2<0; 
rivière donc, (5, P(5)) est le point de maximum absolu. 
A(x, y) = xy doit être maximale. Formulation de la réponse. 
Puisque 2x + y = 240, alors y = 240 — 2x. Les deux nombres sont 5 et 5. 
A(x) = x(240 — 2x) = 240x — 2x2, où dom À = [0, 120]. b) Les deux nombres sont 5 et 5. 


Analyse de la fonction. 

A’(x) = 240 — 4x 

A’(x = 0 si x = 60; donc, 60 est le seul nombre critique de À 
sur [0, 60] tel que A’) = 0. 


4. a) Mathématisation du problème. 
Soit x, le premier nombre, et y, le second nombre. 
S(x, y) = x° + 3y doit être minimale. 


; x 16 
Test 2 de la dérivée seconde où A”(x) = -4, Puisque xy = 16, alors y =—. 
A'(60) = 0 et A°{60) = -4 < 0; 48 : 
Sr ù dom S = JO 
donc (60, A(60)) est le point de maximum absolu de A. G)=x + ri où dom S — ]0,+cel. 


Formulation de la réponse. Analyse de la fonction 


CCR OR 
ca £ F É 


L’aire est maximale lorsque x = 60 m, ainsi y = 120 m. 
Les dimensions du terrain sont de 60 m sur 120 m, et l’aire S’(x) = 3x° - 
maximale est de 7200 m°. 


DS? 


(-2 à rejeter, car -2 € dom S); n.c.: 2. 


2. a) Mathématisation du problème. S’(x) est définie, Vx € 10, +. 


Soit x, la longueur du terrain et y, sa largeur. U 0 2 re 
S'(x) Â = 0 + 
? S À Ù S(2) 
de min 
A(X, y) = xy doit être maximale. 
Puisque 2x + 4y = 120, alors x = 60 — 2y. Formulation de la réponse. 
FA AG) = (60 — 2y)y, où dom A = [0, 301. Le premier nombre est 2 et le second, 8. 
Analyse de la fonction. b) Le premier nombre est 0,5 et le second, 99,5. 
A’(y) = 60 — 4y c) Le numérateur est : et le dénominateur, ; 
A’(y) = 0 si y = 15; donc, 15 est le seul nombre critique 
de À sur [0, 30] tel que A(y) = 0. 5. Mathématisation du problème. 
Test 2 de la dérivée seconde, où 4” (y) = -4, Soit P(x, y) un point de la droite. Ainsi x est la mesure de la 
A’(15)=0 et A”(15) = -4 <0; base et y, la mesure de la hauteur du rectangle. 
donc, (15, A(15)) est le point de maximum absolu. . 


Formulation de la réponse. 
Dimensions du terrain: 30 m sur 15 m 


b) Dimensions du terrain: 30 m sur o m 


c) Dimensions du terrain : 30 m sur 
n+ 


3. a) Mathématisation du problème. 
Soit x, le premier nombre, et y, le second nombre. 
P(x, y) = xy doit être maximal. 


Puisque x + y = 10, alors y = 10 — x. _ : 
P( = x(10 — »), où dom P= IR. A(x, y) = xy doit être maximale. 
L’équation de la droite est y= Sx+5. 


AGD= x (5x +5)= 5x +5x, où x e[0, 3] 
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Analyse de la fonction. 


AGDE x +5 GS 


1,5 est le seul nombre critique de ]0, 3[ tel que A’(» = 0. 


Test 2 de la dérivée seconde où A’{(x) = —, 


A(1,5) = 0 et 41,5) = — <0: 


-10 
3 


donc (1,5 ; A(1,5)) est le point de maximum absolu. 


Formulation de la réponse. 


L’aire maximale est égale à A(1,5), c’est-à-dire 3,75 u?. 


. Mathématisation du problème. 


Soit x et y, la longueur des côtés de la page. 


A(x, y) = (x — 4) (y — 8) doit être maximale. 


Puisque 2x + 2y = 100, alors y = 50 — x. 


AG = (x — 4) (42 — »), où dom A = [4, 42]. 


Analyse de la fonction. 
A’) = 46 — 2x 


A’ = 0 si x = 23; donc, 23 est le seul nombre critique de À 


sur [4, 42] tel que A(x) = 0. 


Test 2 de la dérivée seconde où A”{x) = -2, 


A/(23) = 0 et A”(23)= -2 < 0: 


donc, (23, A(23)) est le point de maximum absolu. 


Formulation de la réponse. 


Les dimensions de la page sont de 23 cm de largeur sur 


27 cm de hauteur. 


. Mathématisation du problème. 
Soit x, la longueur des côtés 

de la base, et y, la longueur 

de la hauteur. 

Q(x, y) = x° + 4xy doit être minimale. 


: 2 
Puisque x? y= 32, alors y= ee 


Q(x) = x° + =. où dom Q = ]0, +cel. 


Analyse de la fonction. 


3 
Q'(x)= 2x LE = un) 
x x 


Q'(D est définie, V x e JO, +. 


Eee 


DS Ein 


SE 


Formulation de la réponse. 


Les dimensions de la boîte sont de 4 dm sur 4 dm sur 2 dm. 
La quantité de métal utilisée est égale à 48 dm?. 


. Mathématisation du problème. 


Soit x, la longueur des côtés de la 
base, et y, la hauteur de la boîte. 
V(x, y) = x?y doit être maximal. 


(0,03 $) x? + (0,05 $) x? + (0,02 $) 4xy = 24 $. 


coût du coût du coût des 
fond dessus côtés 


Ainsi 8x? + 8xy = 2400, donc y = 


300 — x° 


X 
VG = 300x — x, où dom V= ]J0, 10/31. 


Analyse de la fonction. 
V'(x) = 300 —3x° 


ï +00 
Q@ À = 
Q À ss 48 
min. 


V'(x)=0 si x=+ 10 (-10 à rejeter, car-10 € dom V); 
donc, 10 est le seul nombre critique de V sur ]0, 1043 ] 


tel que V’(x)= 0. 


Test 2 de la dérivée seconde où V (x) = -6x, 


V”’(10)= 0 et V”(10) = -60 < 0; 


donc, (10, V(10)) est le point de maximum absolu. 


Formulation de la réponse. 


Les dimensions de la boîte sont de 10 em sur 10 em sur 20 em. 


. Mathématisation du problème. 
Soit x, la distance entre A et P. et y, la distance entre P et B. 


Par Pythagore L, = Yx° +9 et L, =/y° +4 


L(x, y)= x? +9 + +4 doit être minimale. 


Puisque x + y = 7, alors y = 7 — x. 


LG = Vx? +9 +4/(7- x)? +4, où x e[0,7]. 
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Analyse de la fonction. 
2x 2(7— x)(-1) 
+ 
2\x2+9 2,{7-x) +4 
CE) 
Nx?+9 (7x) +4 
_x(7- 2x) +4 + (x 7x2 +9 
x? +94/(7- x) +4 
L'@ = 0 si x(7— x)? +4 =-(x-7)Vx? +9 
x2((7-x) +4)=(x-7) (x? +9)  (élevant au carré) 
2° —14x° +53x° = x —14x° +58x° —126x +441 


5x° —126x+441=0 
x=4,2 ou x =21 (à rejeter) 


L'@ = 


Donc, n.c.: 4,2 
3 0 4,2 7 
L'(x À — 0 + À 


iL, L(0) N L(4,2) 7 L(7) 


max. min. max. 


Formulation de la réponse. 

Le point P est situé à 4,2 mètres de A. 

La longueur du câble est Z(4,2) = Va. 2) +9+ NIGEE +4, 
c’est-à-dire environ 8,6 m. 


10. a) Mathématisation du problème. 


Soit x et y, la longueur des côtés du rectangle. 


A(x, y) = xy doit être maximale. 

Puisque xt y = 100, alors y = 1100 - x. 

AG) = xV100 — x°, où dom À =[0, 10]. 

Analyse de la fonction. 

ee 100 X(-2x) _ 100— Dre 
Tr Ter 

A’ = 0 si x=+450 =+5./2 


(-5V2 à rejeter, car -5V2 & dom À); n.c.: 52. 
A’(x) n'existe pas si x = 0 ou x = 10; n.c.: O et 10. 


x 0 52 10 
A À + 0 = À 
A A(0) 72. JA(5Y2)) NX | A(0) 
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11. Mathématisation du problème. 


Formulation de la réponse. 


Les dimensions du rectangle d’aire maximale sont de 
52 cm sur 52 cm. 


b) Mathématisation du problème. 
Soit x et y, la longueur des côtés du rectangle. 
P(x, y) = 2x + 2y doit être maximal. 


Puisque x? + y” =100, alors y = 100 - x. 
P(x = 2x + 24100 — x? , où dom P = [0, 10]. 
Analyse de la fonction. 
2x _2V100-x° -2x 

V100-x?  Y100-x? 
P' = 0 si 2V100— x? - 2x =0 

100 — x? = x? 

x? =50, 


P' = 2 


donc, x = + 52 
(-5V2 à rejeter, car -5/2 é dom P); n.c.: 5/2. 
P”(x) n'existe pas si x = 0 ou si x = 10; n.c.: 0 et 10. 


x 0 SN? 10 
P'x À + 0 = À 
P P(0) 7 JP5V2) x P(10) 


min. max. min. 


Formulation de la réponse. 


Les dimensions du rectangle de périmètre maximal 
sont de 52 cm sur 52 cm. 


Soit un cylindre de rayon x et de hauteur y. 
Q le y) = 27x° + 2mxy doit être minimale. 
1024 


Puisque nx° y = 10247, alors y = RE 


OR) =202+ 20487 


, où dom Q = ]0, +col. 


Analyse de la fonction. 
204 an(x° -512 
Dee 0487 _ 4n(x —-512) 


2 2 
X X 


= siress 

donc, 8 est le seul nombre critique de Q sur JO, +cl 
tel que Q( = 0. 

Test 2 de la dérivée seconde où Q”(x) = 4x + 


Q(8) = 0 et Q’(8) = 127 > 0; 
donc (8, Q(8)) est le point de minimum absolu. 


40967 


cu 
X 


Formulation de la réponse. 
Le rayon mesure 8 cm et la hauteur, 16 cm. 


12. Mathématisation du problème. 


13. 


Soit un cône dont la base est de rayon x et dont la hauteur 


est y. 
À 


doit être maximal. 


Tx y 
V(x»)= 
Puisque x° + y? = 400, alors x? = 400 — y’. 


2 
VO 0 0) 


Analyse de la fonction. 
V'O)=7 (40035) 


2] 
VO) =0 si 722208 


20/3 
3 


à rejeter, car 


€ dom v) 


donc, est le seul nombre critique de V sur [0, 20] tel 


203 
3 


que V“(y) = 0. 
Test 2 de la dérivée seconde où V”(y) = -2ny, 


(26) a (28) L sue res 


(26,,[28 


= 28) est le point de maximum absolu. 


Formulation de la réponse. 


2043 
La hauteur du cône est égale à = cm. 


Mathématisation du problème. 
Soit x, la base du rectangle, 
et y, sa hauteur. 

A(x, y) = xy doit être 
maximale. 

Dans des triangles sembla- | 
bles, les rapports des côtés 
homologues sont égaux. 


6 3 
Do = (ÈS) 
8 4 


Pui 
uisque D 


AGD= 8x2), où dom À = {0, 8]. 


Analyse de la fonction. 

A'(x) = ; (8—2x) 

A’ = 0 si x = 4; donc, 4 est le seul nombre critique de A 
sur [0, 8] tel que A’(x) = 0. 

Test 2 de la dérivée seconde où A’(x) = _ 

A/(4) = 0 et A’) = = < 0; donc, (4, A(d)) est le point de 


maximum absolu. 


14. 


15. 


Formulation de la réponse. 


La base du rectangle est égale à 4 cm et la hauteur est égale 
à 3 cm. 


Mathématisation du problème. 

Soit n, le nombre de fois que la société réduit de 2 $ le prix 
du billet. 

Dans cette situation, n correspond également au nombre de 
fois que le nombre de passagers et de passagères augmente 
de 5. Par exemple: 


Bu du Nombre de 
billet ($) HÉRRAES et Revenu ($) 
de passagères 
300 214 300 (214) 

(300 — 2) (214 +5) 298 (219) 

(300 — 4) (214 + 10) 296 (224) 

(300 — 6) (214 + 15) 294 (229) 
(300 — 2n) (214 + 5n) (300 — 2n) (214 + 5n) 


R(n) = (300 — 2n) (214 + 5n) doit être maximal, 
oùne {0, 1,2, 3,.…., 150}. 

Analysons la fonction continue 

R( = (300 — 2x) (214 + 5x), où x € [0, 150]. 


Analyse de la fonction. 

R’(x) = 1072 — 20x 

RCE r=58108 me 5806 

R’(x) n'existe pas si x = 0 ou six = 150; n.c.: 0 et 150. 


x 0 53,6 150 
R’(x) À + 0 — Â 
R R(0) R(53,6) M R(150) 
min. max. min. 


Formulation de la réponse. 

Puisque x doit être entier, on doit calculer le revenu pour 
x = 53 et x = 54, les deux valeurs entières les plus près de 
53,6. 

R(53) = 92 926 $ et R(54) = 92 928 $ 

Puisque R(54) > R(53), alors le nombre de passagers et de 
passagères est 214 + 5(54), c’est-à-dire 484. 

Le revenu maximal est R(54), c'est-à-dire 92 928 $. 


Mathématisation du problème. 
Soit un point P(x, y) quelconque sur la courbe de f. 


CORRIGÉ DU CHAPITRE 7 Exercices 7.1 487 


2 


CORRIGE 


\ 


LL 
= 
œ 
œ 
[®) 
O 


16. 


d(x,y)= J(x- 0)?+(y—3)? doit être minimale; doit être 


maximale. 
2 


Puisque f(x) = = — 


2e 

4° 
2 2 

d(x)= Es , où dom 4 = [-3, 4]. 


Analyse de la fonction. 


2 
2x4 x 3) 
4 


2 
d'(x)= - x(x° —4) 


ET ES 


d’(x = 0 si x = -2, 0 ou 2; n.c.: -2, 0 et 2. 
d’(x) n'existe pas si x = -3 ou si x = 4; n.c.: -3 et 4. 


3e -3 -2 
d'® Â = 0 + 
3 
CI 17 à 22 7 
max. PS 
Ms | 2 4 
ne | nur 3 
| 3 ss 22 7 V17 
max. min. max. 


Formulation de la réponse. 
Les points de f les plus près de (0, 3) sont (-2, D) et (2, 1); le 
point de f le plus loin de (0, 3) est (4, 4). 


Mathématisation du problème. O x P B 
Soit x, la distance entre O et P, et y, la 
distance entre A et P. 3 


OB = 4, donc PB = (4 - »). 5 
C(x, y) = 10° (12y + 8(4 — x)) doit être 
minimal. 


Puisque x? +9= y?, donc y= V2 +0. (car y > 0) 
C(x)=10%(129+ x? +8(4- x)), où dom C = [0,4]. 
Analyse de la fonction. 
12x ) 10° | Etre | 
Vo +x? 9+ x? 
C’(x)= 0 
12x- 80 + x? = 0 
12x= 89 + x? 
3x= 20+ x? 


0x? = 4(9+ x°) 


C'(x)= | 


(élevant au carré) 


536 
2 _ 3 
en Run ie 
5 5 
(are car À édom €}: ne.: 7 
V5 7 45 


C”(x) n'existe pas si x = 0 ousi x =4; n.c.:0et4. 
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0 . 4 
: V5 
C'(x) À = 0 + Â 
C C(0) SE: | + 7 C(4) 
max. min. max. 


Formulation de la réponse. 


Le point P doit être situé à 6 km, soit environ 2,683 km de O. 
> 


Le coût sera alors d’environ 5 883 282 $. 


17. a) Mathématisation du problème. 
Soit x, le rayon de la demi-sphère, y, la hau- CL 
HA. 


teur du cylindre, et a, le coût de fabrication 

par m°? de la surface latérale du cylindre. y 
Ainsi 2mx° est l’aire de la demi-sphère et 

27xy est l’aire de la surface latérale du 

cylindre. 


C(x, y) = 4a(2xx°)+ a(2mxy) doit être minimal. 
1000 A =) 
ne | 3) 


3 
Puisque Ci 


+7x? y = 1000, donc y= 


C(x)= a[sm +( ) 
Tx° 3 


[sc 2000 47x? | 
= 3 


| 207x° Es 
=a + — 
X 


, où dom C = b 3 =] 
3 
Analyse de la fonction. 
4 
C'X)= a[ ee) Re + 


3 


150 150 
C'(x)= Osix= inc TE 
C'’(x)= n'existe pas si x = “ie E es 5 


Le 0 [150 [1500 
LA Lis 

C'(x) | À - 0 + À 

ke e 
min max 


Formulation de la réponse. ET 
Le rayon de la demi-sphère et du cylindre est ns, 
TI 


c’est-à-dire environ 3,63 m, et la hauteur du cylindre est 
d’environ 21,77 m. 


20n| \ = | 2000 
b) Coût = 80 + (car a = 80) 
3 : 150 
sd 
= 66 155 $ 


Exercices récapitulatifs (page 324) 


1. 


b) Le dénominateur est -5 et le numérateur est -50. 


2 
a) La base égale Ë 


a) Dimensions de la boîte: 5 cm sur 5 cm sur 10 cm 


Coût de fabrication: 6 $ 
a) r=h 
a) R(d, 28) ; 40 cm° 


a) Prix du billet: 170 $; revenu: 46 240 $ 


12. 40 m le long de la route sur 20 m 


Problèmes de synthèse (page 327) 


5: 


10. 


11. 


15. 


16. 


18. 


20. 


a) i) A(-2,-160), m2 160 = 104 


tan ( 


ii) B(2, 0), Man (2,0) = 


a) 675$ 
1 3 
a) re ne 
32 D 
51 De Le 2 
CE 8 unités, c’est-à-dire c + 11,04 unités 


ca . 
Ja + Jb 


EN)? 
a) Environ 71,55 m 


a) 1) Le point le plus près est P(S, 12); 
ii) le point le plus loin est L(-5, -12). 


a) x=1333met = 66.6 


La longueur de la tige est d’environ 7,02 m. 


7V5 
cm et la hauteur égale nn cm. 


16. 


19. 


21. 


72) 


25. 


21. 


23. 


25. 


26. 


29. 


30. 


31. 


34. 
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26 cm de hauteur et 24 cm de largeur. 


La largeur égale 15 cm et la hauteur égale 153 cm. 


Dimensions du terrain: 125 m sur A 
T 


250 : , 
où —— m correspond au diamètre des demi-cercles. 
T 


a) Dimensions de chaque lot: 45 m sur 35 m 


a) La hauteur du cylindre égale 443 cm et le rayon égale 


246 cm. 


b) La hauteur du cône égale 30 cm et le rayon de la base 


égale 9 cm. 


1,44 m? 
2am 
z=8-44/2 


a) P est situé à 1,5 km de H; 
la longueur du trajet égale environ 9,21 km. 


a) i) P,(V10,5 ; 3,5) ou P,( -V10,5 : 3,5) 


(x + DVx? +4 
X 


a) L(x) = 


ap 
La hauteur du cône égale = unités, et son rayon 


327 ; 
US 
81 


r CP 
unités et V = 


2 
égale 


Problèmes de synthèse 


: (4 +0? m+416m 
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Chapitre 8 
Exercices préliminaires (page 333) 


1. a) f(0)=0; g(O=1 D)PACDEA EP (DEEE 5. a) 1 \' CI= 
9) FO)= 16; 802) = 16 d) F(5)= 625; 8(5) = 1024 a) () 
e) fCD=1;g8(1)=0,25 
f) f(S) = 625; g(-5) = 0,000 977 
F J dom f = R; ima f = ]0, + 
8) (2) = 0,062 5; «°) = 0,5 dom g = IR; ima g = ]0, + 
1 1 
h == al |E=2 
C)nrreseC) 
D, & de =E b) = @ ? 
c) (a') =a” d) (ab) =a"b” b) y 
x ; h(L)=te; 
a a 
e) [= | =— D) phil 
fl b° 2 
1 KO) =1Inx 
g) a =— h) de Sie 
F 
3. a) 9 b) -3 NS d) 0 x 
e) 6 HS g) 5 h) -3 dom h = R dom k&= ]0, +c| 
i) 9 j) 0 k) 0,5 D) 5 ima h = ]0, +co[ ima £ = IR 
m) ! n) +4 
4. a) log, (MN)= log, M +log, N + o)— lim FC + L =. (&) 
b) log, (9) = log, M -1log, N 
dy dy du 
= = 7 —=—— 
c) log,(M")=Kk log,M d) log,1=0 Re 
; _ log,M 4 bn = Grp 
e) log,a=1 f) log, M . Rd b) (:) _u : uv 
g) log,M=ce a =M h) hM=cse =M ; 
er RS 9. a) ... x = a est une asymptote verticale. 
Dr Dem b) .… y = best une asymptote horizontale. 
k) ee Ina)/c = a!° 1) Ine* = x 
10. a) .…. croissante sur [a, b]. 
b) .. concave vers le bas sur ]a, bl. 
€) … un point de maximum relatif de f. 
d) .… un point de minimum relatif de f. 
Exercices 
Exercices 8.1 (page 346) 
: 3x'e —x'e x (3—x ee ë 
12 0) EE” g) v«=4[) [n(1)]0)=2 [) in (°) 
(e”) e 3 3/]\2 3 3 
b) f(x) = 8° + x8"In 8 = 8"(1+ x In8) h) &/@ = 5(e* + 2*)* (e* + 2* In 2) 
c) g’(x) = 12x°e* + 4xŸe* = 4x°e*(3 + x) 
(3° + 10”) — x(3° In 3 + 10° In10) 2, D jti=s m3-3 "Mm343 


d) (= no 


e) x'(M=e!+er | 
e‘(e —x)-e"(e —1) e'(1-x) 
Cr) Lo) 


f) h'(x)= 
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b) fH)=C'In2+29) 82 * 7 In 8 
c) g’@) = 3e* + 5e-% 
d) f'(u)= 4e") e" ASS =4(e")* —4(e“)* =0 


e) f'x)=4x 469 In4—4(4*) 4" In4 
=41n4 (x°409 = (4")t) 
f) g'(x)=10xe" +5x2e" (2x) = 10xe" (1+x°) 


dy 1 ne 


done : 
(e*+e*)e” —2e"(e—e”) -e+3e7 
h) g'@x)= = 
) g'(x) (eY e* 


D) f(D=6e"+e'6" n6 
D fœ=4(6" +2) (ee -8(2%)In2 


1-Inx 


. 4) fG)= 


an 
X 


x? 
= 4x° In°x + 5x° In*x = x° In°x (4 In x +5) 
1 3108” # 


c) v'(f}=—- 
Re 


dz _logx : Inx 
dx x xIn10 
dy _ 1 

® du Nina 


De (+ 22) 
dx 


x 
e {nx+1lje"-(xinx)e" Inx+1-xinx 
g) 8 ()= x 2 = x 
(e”) e 
h) se = 0 
dt 
JOEL Dee 
nn ENT : (3x* +1)In2 
dy _ 1 


ï dx 4x/in Vx 


1 1 
d) f’(x)= She ) 
> F@) dl xin10 


e) h‘(v)=5(v+1nv) (+2) 
V 


3" In3+ 
dy h xin 


f) = ; 
(3° + log, on(:) 


g) f’(x) = 10 lex" 10x° | _ 100 log” x!° 


x'° In10 x In10 


h)_f'G) = A ci _ Inx° _4(-— Le xt) 
X X 
ÿ dy _ Sin (xe*)]! (e° + xe*) _ 84 + x)in/(xe*) 
dx xe* x 
j) g@=0 
k) h’(w) = 0 


Soit H(x) = y = In u, où u = f (x). 
DS 
* dx du dx 


d d d 
FE (H(x)) Fr (nu) = (FC) 


Alors 


(notation de Leibniz) 


1 
H'Q@) = — f(x) 
u 


f'@) 
f(x) 


D'où H”(x) = (Car (x) 


a) m,,, au point (1, f(1)) = f(D) = =C- In 3) 
b) Il faut résoudre f'@)=0 


42) (2-xin3)=0 


D'où x = 0 ou x = a 
In3 
’ x ’ -1 -l 
De f(x) = -e”*, nous obtenons f(1)=-e" =—. 
e 
a) ea b) yei(te) 
e e e 


a) II faut résoudre f(x) = 8 
8e* = 8, donc x=0 
Le point recherché est P(0, 3). 
b) II faut résoudre f’(x) = 0 
8e* = 0 
qui n’admet aucune solution. 
Donc, il n'existe aucun point. 


a) Puisque In 1 = 0, la courbe coupe l’axe des x en x = 1. 


Ainsi, 2 = : = (D 
an) = | (eur re = 1) 
il 7 


D'où y=x-1 


b) Puisque l'équation de la droite est y = L x+1, il faut 
4 


il 
résoudre f(x) =—. 
4 


1 1 
— = —, donc x = 4 
x 4 
Ainsi, = A6) 2 
x—4 4 
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n 10. a)  Iny= In (x? + 1-29 

œ (In y) = ((x° — 2x)in (x? st 1)) 

O 2 = (3x? — 2)In(x?+1)+(x7-2x) _ 

O : oeil 

d’où 
3 
Y= (+172 Qe-2inQt+ 14 2622 | 

ACT 


b) Iny=In @2)"* 


(in y) = (in x)° In &°)) 
FA : 21n x 
M x 


In (x?) + (In x)? 7 
x 


F 2 2 
= GS pr In (x?) , 2 (in x) | 
X X 


y = (x2)#* en (In (x?) + In x) 
x 


2 

=. Ginx) 

dog EE ) 
> 


11. à ny | 


V1+e* 
(x°+4Ÿ 


(ny) = (in (1+e*)—5 In (x? +4) 


y’ e* 5(2x) 


Y1+e* | e* 10x | 
3(1+e*) x?+4 


(x? fe Sx)e 
b ln] 
) Iny nf = 


’ 


an») =| - In (x? 5x) In (5 x°)— 2xin7) 
y’ 2x—5 -5x* 


D int 
y  2(x°-5x) 5-x° 
NES 2x5 5x 
A QE hr 
és Sn Ba | 


Exercices 8.2 (page 353) 


1. g'(x)= un 5) ;n.c.:0et2 
e 
2 
F x°—-4x+2 
g ER 


g”(0) = 0 et g”(0) = 2 > 0, d’où (0, 0) est le point de mini- 
mum relatif de g. 


g(2)=0 et g”(2)= = < 0, ainsi L. il est le point de maxi- 
€ e 
mum relatif de g. 


2; OCR En 
LOL 


x 
puisque dom g = ]0, +, 0 n’est pas un nombre critique. 


x |0 2) 6 +00 
8 g® | À + 0 _ 0 _ 
g (4) 7 |l4-8im2) % |4-8Mm6 
max. min 


max. rel. : (2, -4 — 8 In 2) et min. rel.: (6, 4-8 In 6) 


2x _(x+1)ÿ 
ETS EE 


D'où f est croissante sur IR. 


20, VxeR 


3. a) f'(x)=1+ 


2(1- x?) 
b) f”(x)= +; n.c.:-letl 
) f(x) + 
X |-c -] 1 +00 
f'@ — 0 + 0 — 
f N -] +In2 1+1n2 N 
inf. inf. 
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4. 


est concave vers le bas sur ]-ce, -1[ U ]1, +cel. 
est concave vers le haut sur ]-1, 1. 

Les points d’inflexion sont (-1, -1 + In 2) et 

(1, 1+1In 2). 


a) i) T(0) = 37,82, soit 37,82 °C; 
ii) 7(2) = 38,344..., soit environ 38,34 °C; 
iii) 7(24) = 37,985...., soit environ 37,99 °C. 


(0,51 +1) 


b) T’(t)=0,5(0,82) À 


(0,5+1)(0,82) °°" * ”In(0,82)0,5) 
= 0,5(0,82) °°" °[1+(0,5+ 1)in(0,82)]: 
ee — TE — 9 - 9078. 
In (0,82) 
no 8,078... 48 
T'@ | À ee 0 = À 
T |T() n T(8,078...)) VX  |T(48) 
min. max. min. 


T(8,078...) = 38,853 7... 
D'où environ 38,85 °C. 


c) T(r) 
(©) 
max. 


P(8,07...; 38,85...) 
T(t)=37+(0,51+1)(0,82) 


(0,51+1) 


38 
37,5 


| 10 t(h) 


. a) domf=IR 


-] 1 + 
lim L =0 et lim à =0 forme —) ASE. sé LE 
1-0 Fire +co — an ! 
“1 : 2e 
donc, AH: y=0 24 ____ an 2e PAU 
f'(x)=-2xe " ; n.c.:0 > (12) : 
e 
” -x2? -1 1 =—-— 
f” (x) = 2e" (2x2? 1); n.c.: > et No) inf 
x = 
fo + + 
f'@ 0 a 
1 
MON” Æ LT 
lee : 1 A : 
Dr 2° 4e c) domf= ]0, +o[ 
se inf. lim me -00 forme © |, donc AV.:x= 0. 
y=0 TD & 
do 1 ! lim ES beat y—0 
0 JS ' +oo X—+0 7% 
et “In: x-3 
0 = - - Û FE Re, nc.:e;: f/(x)= 2ez Ce 
NETANE NES ï x” 
_ — 0 + +. 
1 ' “ 0 ll 
1 Te Ve NU 0 f'@ À ï 
©. | 1 1 | … f"@) À : = El TE 
, à % Ce... 7 ! 
Re ee : j ANT) ' 
3 A.H. ' : 
max. inf. | 
= 0 SR 1 
E. G. ( ; À (e. — | 
' E e 
PNR em 
0 max. 
Ho e"2 ve 
D 0 ru 
b) domf=IR 3 ù 
lim (x?+ 1e’ =0, donc AH. : y =0 sn 2er CUIR 
Din C2 + De = 0 — 
Prgrn : à (e SE | % 1 À. 
f'@)= (x +1) e"; ne.: -1 2e 
LQ= + Dr + ets nes 3 et : AH. 
inf. 
ane y=0 
x -œ -3 
f'@ + | are 
FO + 0 
ii (NN; 0 10e 
EG. |=#/! (3, = 
e 
= inf. 
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NTE d) dom g=IR l 
O 0 1 
= lim In (x?+4)=+00 et lim In (x?+4)=+00 = 
œŒ X— EE EEE ls ! 
. 23 4e = " 1 
= 0 Dar rer à done Rae ù 
O PR ES OT SF + DE 4 
g’(x)= Fe ;:n.c.:-2et2 ; 
En L SU as AU 
Serre e 
> à D CS 
——— ——— HN ETN 
g'Q) LEE Em _- 
g”@ ; = 0 LE NN Cu min 
g | +e ! un In 8 SU 
E. G à (-2, In 8) ÿ 
inf. 
0 7) +o0 
0 
+ + 0 = À 
In 4 ZA U In 8 AM D f@)=x in x 
(0, In 4) 5 (2, In 8) [sd 
-=--- = = f) domh= ]0, + 
min. inf 
lim(2-1In?f)=-, donc A.V.:1=0 
10t 
5 ; lim (2— In? f) = -c0 
YÀ g(x)=In(x +4) a 
h'(t)= — n.c.:l; o= 2; n.c.:e 
t CON | nn Es EN 
h'@) À + (0) 
h”( À = APR 
e) domf=IR\ {0} h Â 2n 2 
lim x In x? =-00 et lim x In x? =-+oo 
X—>-00 X 400 E. G. 1[ [sd (, 2) 
ss 2 -1 1 2 ' 
f'(x)=2+In x"; nc. — et —-; f(x) = —-;aucunn.c. a ——_ 
e e x AV 
0 max. 
X -0co 1 
1 e 
f'@ 1 + 0 nn. : ue 
f'@ ne IRAN NN - - - 
PUS af 2 CC - “ _— 
Re un 1 MU 1  -œ 
A e, 1 % 
E.G L ENS CD 
RES inf. 
max. 
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h(t)=2-Int 


6. Mathématisation du problème. 
Soit (2 — x), la longueur de la base, 
et y, la hauteur du rectangle. 

A(x, y) = (2-— x) y doit être maximale. 
Puisque y = e", 

A(x = (2x) e', où dom À = ]-, 2]. 
Analyse de la fonction. 

A) = (1 — x) e* 

A’@) = 0, si x = 1; donc, 1 est le seul nombre critique de À 
sur ]-c, 2] tel que 4x) = 0. 

Utilisons le test 2 de la dérivée seconde où 4”(x) = -xe", 
A1) = 0 et 4”(1) = -e < 0, d’où (1, A(1)) est le point de maxi- 
mum absolu. 

Formulation de la réponse. 

Les dimensions du rectangle sont de 1 unité sur e unités. 


7. Mathématisation du problème. 
Soit Q(x, y), un point quelconque de la courbe. 


Y—0 Y à: 5 à 
P(x,y)=- == doit être minimale. 


x-0 x 


Puisque y= x° In x, 


4 
Ex) pme = x° In x, où dom P = ]0,+c4[. 
x 


Analyse de la fonction. 
P'(x)= x°(3 Inx+1) 
P'(x)= 0si31n x+1=0 


ee -1 
3n x=-1, ainsiinx = — 


2] 


1/3 
Donc x = e”.. 


& 0 e "3 Fe 
P'(x) À _ 0 + 
P À d = 7 
3e 
min 


Formulation de la réponse. 
Donc, le point cherché est (en, f (e”'® )), 


ne -l 
c'esta-dire [e-%, 3% | 
PE 


8. a) Q(0) = 100 t.m. 


b) TVMio,5 = Lee = 172,86 t.m./année 
,— 9000(3! In 3). 
9 PO ons) 


TVI dans deux ans = Q”(2) = 274,65 t.m./année 


d) dom @ = [0, +co[ 


e) 


1000(3') 


1 . 2 0 . CO 
Dm = est une indétermination de la forme —. 
+00 


1—+0 9+3! 
t t 

Jim 10006) _ im 3 Ce 

9+3 Ati) 


Donc, la droite d’équation y = 1000 est une asymptote 


horizontale lorsque { — +co, 


9000 (3° In3). 


At ; aucun nombre critique 
Q’(P) O+3ÿ q 
9000) 3‘ (In 3)?(9— 3! 
prie POS MERE 2 à ER dise 
(9+3 y 
t 0 2 ; +00 
20! À 
90]! À + 0 = 
Q 100 ARE) 500 7.1 : 1000 
E. G. |(0, 100) F (2, 500) À T2 
min inf. FA 
° à y = 1000 
Q(r) 
(t.m.) 


l'O EE Pass de 


1000(3') 


500 9+3 


100 
1 t 
(a) 
TVIO = Q'Ë (voir c)) 
(TVIO) = 2” (voir d)) 


Q”’Ô=0sir=2et 
Q”(®) passe du positif au négatif autour de 2, 


d’où TVI est maximal lorsque t = 2 années, c’est-à-dire 
au point (2, Q(2)), le point d’inflexion de la courbe de Q. 
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9. a) En remplaçant E par 12, R par 3 et L par 0,1, nous obte- 
nons /(f) = 4(1 — e #09, 
i) _{(0,01) = 1,037 ampère 
ii) (0,1) + 3,801 ampères 
iii) (0,5) + 4 ampères 
b) >f:=1->4#(1-exp(-30*7)): 
> plot(f(®,t=0..1) ; 


I) 
(amp.) 


I@ = 4 — e# 


0,2 0,4 06 0,8 1 t 
(s) 
c) FE du À); 
R E 
= (1-1) -0,023 seconde 


10. a) Q(0) = 180 mg 


b) i) gen — 90, ainsi {= : 


d’où {= 8,73 heures. 
3 

0 us aire SUAl 

9+3 In 3 


ii) 
d’où {= 12,5 heures. 
c) Soit 7(?) le taux de variation de Q. 
-1800(9 +3/*) E -450(3/* )In3 
(0+37ÿ (0+37Y 
34) (0434) 34((0+ 34) | 


T(t) =Q'(r) = 


, ( 
T'(t) --ssona| Dr) 


__-450(In3)(3"*)[ 9—3"* 
_ 4 (9+3) 


T'=0sit=8 


t 0 8 co 
T'® Â - 0 + 
T T(0) M T(8) 
min 


L'élimination est la plus rapide au temps {, = 8 heures, 
et Q(8) = 100 mg. 


d) i) y 


28,100) 1800 


Q(r) E O0 + 31/4 


5 10 À 2 £ 

ii) P(8, 100) est un point d’inflexion de la courbe de Q. 
iü) lim ii =0 tome | 
1=+e O+ 314 6 Je , 


D'où à long terme la quantité de médicaments dans 
l'organisme est 0 mg. 


11. Soit P la population, x le nombre d’emplois et { le temps en 
années. 


=—— (règle de dérivation en chaîne) 
dt dx dt 


= 4 0 00082217 2 05#) 
dx dt 


dP _ 100e°°* 
Donc — =————(50r 
dt FE 
a) Lorsque = 10 
x = 25(10?) = 2500, 


dP 100 €e°:01V2500 
donc— = ——È—— 50(10)= 1648, 72... 
ne SE: Mint 
GP 
d’où — = 1649 hab./année. 
t = 10 ans 


b) Lorsque  P = 30 000 
20 000e°°!"* = 30 000 
0,01/x= In(1,5), donc x =1644,019... 
En posant x = 251? 
1644,019...= 25r?, donc t= 8,109... 


— dP . 100e"1*)50(8,109...) 
dt|» 1000  VI1644,019.. 
(car 0,014/x = In (1,5)) 
= 1500 
d’où de = 1500 hab./année. 
dt |? = 30000 


Exercices récapitulatifs (page 357) 


il. a) f'@ = -e*+ 2e? x + 3e2* x? 
10° 8 In8 


2x 


2x10% (In 10) 8 — 


b) 8 (= (8% ÿ? 


_ 10% (4xVx In10— In 8) 
2x (8%) 
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dy _4 4lnx 4 
oc à À x 


1 
d) v'(t)= ———— 
@ tIntin4 


©) (-In°x) 


1 


e) h'{x)= eerxt +e ex"! = ex (ex Le) 


1) 11. a) i) Environ 0,0018cm/s ïü) Environ 0,015 cm/s 


& ’ = (Ces I (x*) *] Tr. .(e LL 
ACT : sn. . Lo b) Environ 0,049 cm?/s © 
Ina 1 
g) r'w=i()-1-{ Fe ) œ 

: -1 1 | 1 1 

LS AA) D MIE LL) EEE 
en. G %) É =) 

. x 1—xin x ; > 
hf ()= > = me b) i) (e,1) li) aucun 


1 

17. a) — unité” 
20) F2) = 8e? — 7 *(In 7) + _ a) - unité 
x 


, d%e , 18. b) Environ -1,33 kg/h; environ 4,34 kg 
5. a) Aire = 7 u 
19. a) M0 =64(2 "*) b) Environ 6,7 g 
6. a) domf=IR; AH.:y=0 c) Environ -5,55 g/h 


f'@ = e'(x?+ 2x — 3) et f(x) = e* (x2+ 4x —1) 
IMAC 02) EN (02-27) 
max. rel.: (-3 ; 0,29...) et min. abs. : (1 ; -5,4...) 


d) dom f= IR 


Ole . 2 =D 
2e PS] Gh VE en 


inf.: (-1,-1—-In2)et(1,1-11n2) 


21. a) i) 20 000 personnes 
ii) Environ 138 906 personnes 
b) Environ 2,85 jours 


See 
25. —— unités 
4 


8. a) Environ 1,95 an, c’est-à-dire environ 23,4 mois 


10. a) Environ 5,2 min; environ 95,9 % 
b) Environ 12,3 min 


Problèmes de synthèse (page 360) 


| : d'y) =D! 11. a) 1,=9,49h; 1,=9,57h 
- di THE 3" c) Environ 2,1 heures; environ 4,41 mg/mL 


b) i) y =(x+n}e* 


13. a) k=-1; fest dérivable en O. 


d Fil 
2,0) EE 


dy 
Fo b) Ta. (In 10)(1+1n x) 14. b) i) V2 unité ïi) Environ 0,703 unité 


15. a) c= EE ———— 
4. a) fest continue en x=0. ci (Cl 
b) fn’est pas dérivable en x = 0. c) base = 4,236... unités ; hauteur = 3,468... unités; 
aire = 14,691...u? 
8. Environ 14 960$ 
18. a) (sinh x) = cosh x et (cosh x) = sinh x 


9. b) Environ 34 657$ 


10. c) Environ 8838$ 
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Chapitre 9 


Exercices préliminaires (page 365) 


1. a) sin(x+h)=sinxcos h+cosxsinh 
b 
ë 


Z 


sin (x — h) = sin x cos À — cos x sin h 


= 


cos (x + À) = cos x cos h — sin x sin h 
d) cos (x — h) = cos x cos h + sin x sin À 
e) cos? x + sin x= | 

f) 1 tan? x =sec x 


> SR) 3... ) 
Vii) cos —|=—— vii) cotl —|=1 
2) 4 


æ NN? 
x) Sn —|=— 
4 2 


ix) non définie 


: A 7. a) 1+sinx=0 
g) cot?x+ 1 = csc? x ee d'où x = À 
2 EE b) V CIRE d)\F b) 8cos x—1=0 
: eu 
3. a) tanx = BE b) cotx= nn 2 3 3 1 
CGR sin x c) sin x (2cos? x — 1) = 0 si sin x = 0 ou cos” x = : 
C) secx= d) cscx =— de Per Eu o 3n x} 
COS x sin x poele 
7 b d) sin? @= cos? 6, donc tan? 0= 1, ainsi tan 0=+1 
4, a) sin 0=— b) cos 0=— c) tan 0=— d’où LT 
c ê a où 0 = 7 
d) cot 0=— €) sec = © f) ce 
a b r°0 
8. a) P(r, 0)=2r+r0 b) A(r,0)=— 
Le snA smB sinC 2 
a b (a 9. lim f(x)=L 
b) c?= a? + b? — 2ab cos C RS 
b?= a +c?—2ac cos B Re F 
a = b? + €? — 2bc cos À 10. a) (FO 80) =" 20 +f D go 
b ( ] _ L'O) 80) F0) 8) 
6. 2) 1e el 2) et d; &) 8) (&GY 
LE CO) CES) 
b) i) sin(0)=0 ii) cos? =0 d) (e/ y =e/0 f(x) 
iii) sin(?) =; iv) cos[ 7 2 Ê DCE Te 
6) 2 4} 2 
v) tan(*) = 3 vi) non définie 
Exercices 
Exercices 9.1 (page 372) es 
(3x? cos x — x° sinx)Vx+1-— en 
1. a) f/( = 3x° sin x +x° cos x = x? (3 sin x + x cos x) 1) j'G)= 7  _ 
: (4x° +2) sinx—(x* +2x) cos x (e } 
b) g'(x)= Enoe - 2(x+1)(3x° cos x — x° sinx)— x° cosx 
D ue 2(x +1) 
24sint j) g'@)= Sn. 
dy cos x \* {-x sin x — cos x co 
d) =S : 
dx x 5 
e) f'@)=e"+ cos? x — sin? x 22) GE Tcos(E En) 
b) g'() =3F sin (3 -#) 
1) F Ce — = sec x 
cos x 


) v'O 4cost 
DVUEE=E= 
15 Ÿ sin r 
h) h’@ = 3 sin? x cos x + 3 cos? x sin x 
= 3 sin x cos x (cos x + sin X) 
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3u+8\. [3u+4 
c) g’U) = 3 —]sin 3 
u u 


sinVx sin x 
2V% 
(cos Vx} 


COS X COS VX + 


d) f'G)= 


À 0e -3x sin (3x +4) = 2cos (3x +4) 


X 


f) v’® = -30r cos* (32 + 4) sin (32 +4) 

g) f'@ = 3(0x — 7'In 7) sin? (5x? — 7) cos (5x? — 7°) 

h) f'@) = 7[cos (x cos x)]° [-sin (x cos x)] (cos x — x sin x) 
i) f'@) = [sin (x? + 1}? + 14x? siné (x? + 1) cos (x? + 1) 

j) f(6)=0 

k) f'@) = 2x cos x? + 4(1 — 2x) sin (x — x?) 


5. a) f®(x =-cos x et g%)(x) = 4 sin 4x 


b) f9G) = -sin x et g(? (x) = -4f cos 4x 
c) F2) = Cos x et ge Æ ae sin 4x 
d) F4) = sin x et g%(x) = 41 cos 4x 


. Toutes les limites sont des indéterminations de la forme _ 


Il faut lever ces indéterminations. 


sin3x .  3sin3x 
= lim 


10 
X 


x(2x +secxtanx)—5 (x? + sec x) 


6 
X 


f) x’(8)= . sec !/*6 sec 0 tan 0 = = Ÿ sec?0 tan0 


g) f'@) = (1 — sin x) esc x — (x + cos x) csc x cot x 


= csc x (1 — sin x — x cot x — cos x cot x) 


a) li li 
1) f'@) =-sin x cos (cos x) — cos x sin (sin x) FOX 50 3 
É 3(1 =. 
. ? -Xsin x — 2cos x , 2 x—0 3x 
DD PE —— à Mot fu) = = 
F T .  siny 
= 2) eme 
ü) v’(1 =8 sin (}cos(2) À Manteato) = V (M) = ÿ lorsque x— 0, y — 0) 
3 3 É 2 3(1) ( 6 siny ) 
= Car Im ——=- 
b) i) f'@ = 3x7 +2 cos 2x: mo roy =f (0) = 2 RU) 
Équation de la tangente au point R: y =2x =3 
_ , EN JO AU 1 9.2 . ‘ 
li) x ()=-cos[” sin”) nr = C)=5 SU SL SUP 
21 12} ext) © 2} 2 ER 
2 : : -l x 1 rar .  Sinx 
Equation de la tangente au point S: Y=—x+—+— = | lim sin «| lim =) =0(1)=0 
2 ë 2 x 0 x30 x 
2 , Se .. cos xl . -sin? T 
. à) Il faut résoudre f(x) = 0, c’est-à-dire 2 cos 2x = 0. c) lim 5 = lim 5 (car cos x+sin x=1) 
LUE T 37 3 à Le " 
Ainsi, DL Dee ES = . fsinxsinx 
?) 4 = lim 
x—0 X 5e 
T 37 
D'où les points sont (. ù et | —, -1|. i Î 
. 4 4 = [im | lim =] =-(1)()=-1 
E x 0 X x—0 X 
b) Il faut résoudre g’(x)=—, . 1—cos 5x . 1—-cosh 
6 d) lim = | (en posant 5x = À) 
"1 Fe “1 x 0 x x 0 h 
c'est-à-dire — sin—=— 5 
3 3 6 
. cosh-1 
xl = s| lim | (lorsque x — 0, à — 0) 
SIN — = 2 Ô h=0 
TT Fe Sr = b COSRELS | 
Fnr ee ou A Fe 0) ie ne 
=0 
. : nr V3 5n -V3 
D'où les points sont û et x : 
À) DO? 
Exercices 9.2 (page 379) 
2 4 
1. a) f' = 3x? tan x + x? sec?x = x? (3 tan x + x sec?x) h) f'(x)= DS SERRE Eee Cote) 
De _e*sec? x—e* tanx _ sec? x—tanx 4 7 
) g'(x)= eY = 7 : 3sec°xtanx Scsc° xcotx 
rose | L 
e = 
2Vcott ; x . 
| 5 . 4) (x) (tn SEsec tr) sec BEtan x) 
d) f')= 5(1+ 2 cos x) cot x _. +2 sin x)csc° x b) f'@ = 35xf sec (x7 + 1) tan (x? + 1) 
25cot x c) g(n =-9 cscr cot +7 csc 7f cot 71 
2x+ t 5 5x (x? + 
e) h’(x)= CORÉEN ho) d) f’(x)= 3x° + . 10 cot x” — 5x (x° + log x) csc° x° 
xin 


5 6 6 6 
dy _-6x” cscx' cotx”cscx+cscxcotxcscx 


e) à 
dx CSCET 


__ csC x°(-6x° cotx° + cot x) 


cscx 
f) f'@) = 5x“ sec? x° +5 tan“ x sec? x 
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g) fu) = 3u?cse? (cot uw?) csc? u? 


h) f'(x)=3sec3x tan3xese(*) 2 sec 3x cse{ Jcot(*) 


= sec3xcsc F) 6 tan3x— Le E) 
3 3 3 


sec (sec V8) tan (sec V8) sec V8 tan V9 
246 


j) f'@)= 1 (sec x+secx”)*" (sec x tan x + 5xt sec x° tan x) 
5 


i) f(8)= 


k) f/@) = 1 — csc? (tan x) sec? x 
1) _g/@ = 1 -—csc?x tan x + cot x sec?x= 1 


Re -UCSCu COtu — CSCU 
iii) h'(u)= - ; 


z] 12143 - 72 


Ce: 


, [cosx ! (cosx) sinx—(sinx)cosx 
5. a) (cotx) =|— = 7 
sin x sin” x 
-sin X Sin X — COSXCOSX 


sin® x 


-(sin? x+cos° x) 


sin? x 
3. a) f'( = 5x + 3e + sec?x _ -l mr 7 
f@) = 20x° + 9e% + 2sec? x tan x DIT NE RAS 
f’"@) = 60x?+ 27e" + 4sec? x tan? x + 2 sect x 1 
b) g'@) = 2 sec 2x tan 2x = -csc? x Car — = CSCX 
g”(@) = 4 sec 2x (tan? 2x + sec? 2x) Sn 
, ! b) (sexy = | 1 | 5 ()'sinx—1(sinx) 
4. a) = sec? x; mao so» =f (0) = 1 sin x sin? x 
Équation de la tangente: y =x -COs X 
b) i) PE > Jan (>) im x {r -#(5-2 sin” x 
2 \2} V2} =) °\2) 2 
Ge) 
ii) x=cotr-resc?t; Me () = x(?) nt sinx/\sinx 
PM 4 2 = -cscxcotx 
Exercices 9.3 (page 386) 
1 HN — I 4 - T Il T 57 
. f@ =-cos x sur Fe »D.C.: 5 4. a) f'(t)=cost--; n.c.:0,— == et27 
: = 3 3 
-T T f'@ =-sinft;n.c.:7 
k 2 2 L T à 
f'@ | à - 0 + À Fa NS 3 | 
fs |) n 5) 0 ONE L es 
CIN = = = 
inf. = 
f 0 7 DS un 
-T T T Ë 
fau FA 2f: sus [En T 
F7) 2 E. G. | (0, 0) ue (5:03. | S 
Le point Ë 3) est un point d’inflexion. = = 
Fi min. max. 
2. a) f'( = 1 + cos x > 0 pour tout xEIR (car -1 < cos x < 1) + 
d’où f est toujours croissante. Par conséquent, f ne . 5n on 
possède ni minimum ni maximum. 3 
b) La représentation est laissée à l'élève. “a = nn 0 n 
; : : 1 sin? x— cos? x | 
3. a) f'Q) = sec” x — csc° x = —; EE — —— an 2e da 
COS X sin X sin XCOS X = & 
f'@ =0 si = = SU <n ?U . 
CT : : ; -T ST 
D'où É : 2) est le point stationnaire de f. LT % =" -3,4. 7 (27, -T) 
b) T T “inf min. max. 
* 0 n 2 
fo À = 0 À 
f À S 2 72 Â 
min. 


min. abs. : 2 et max. abs. : aucun 
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t 
-T 37 
b) fi = cos x — 1; n.c.: —, 0 et — 
) fx) e 2 
f'@ =-sin x; nc.:0etr 
-T 
x — 0 
2 
f'@ À _ 0 
#) À + 0 
ÿ He SU) 0 
2 
E. G (F 142] (0, 0) 
. G. 2° 2 % , 
max. inf. | 
37 
T AL 
2 
> : 2 3 
- 0 + À 
3T 
sn -T NU -1l-— — 
2 
c \ . 37 l Ju 
ï ie D à 
inf. min. 


X 


5 
c) f'@ = cos x— sin x; n.c.: 0, — et 27 
f”@ = -sin x — cos x; n.c.: 2 et . 
0 T 3 f 
T 7 4 
fo + 0 = = 
f'@ 0 
. 1 21 V2 TR 0 
T 37 
E.G.|(0,1)| A (V2) eo (0) 
4 4 
min max. inf. 
| 5 7 ; 
4 4 “ 
_ 0 + + 4 
+ + + 0 _ 
SU -V2 FU 0 71 1 
7 
& F2) $ (F0) nr |(@x 1) 
4 4 
min inf. max. 
y max. f(x) = sin x + cos x 
T 
(0, 1) : max 


5. Mathématisation du problème. 
407 sin 28 


R(6)= 


Analyse de la fonction. 
2(40°)c 


R(E)= 


R’(6) = 0 si 8= = donc, = est le seul nombre critique de R 


9,8 


os20. 


, 


sur El tel que R‘(6) = 0. 


(27, 1) 
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. Mathématisation du problème. 


Utilisons le test 2 de la dérivée seconde où 


À -4(40°) sin 28 
R"(O) = —— 
9,8 
2 
r(? =0et R” il ee 
4 4 9,8 


d’où (F.r() est le point de maximum absolu de R. 


Formulation de la réponse. 


o=E:r(T)-16327m 
A 


Soit x + y, la longueur de l'échelle. 
L(x, y) = x + y doit être minimale. 


2 
sin 0=—, d'où y=—— 
sin® 


1 
cos 0 = —, d’où x = 
x cos 0 


L(8)= : +7 où dom L = 10°, 90 


cos® sin 
Analyse de la fonction. 
sing 2cos0 sin 0—2cos° 0 
cos 0 sin sin cos 0 
L'(8) = 0 si sin? 0=2 cos* @ 
tan 0 = Ÿ2, d'où 0= 51,56...° 


Lio 


Q 0° SES OS 90° 
L(6) Â = 0 de Fi 
JE M 4,16... 
min 


Formulation de la réponse. 
0=S156%7=4/16m 


. Mathématisation du problème. 


Soit h, la hauteur, et (20 + 2x), la longueur de la grande base 
du trapèze. 


20 cm 
[EE] 
2 


V(x, h)=100h 


=100h (20 + x) doit être maximal. 
Puisque x = 20 cos @et h = 20 sin 6, nous avons 


V (8) = 40 000 sin 4 (1 + cos 6), où dom V = b. 2. 


Analyse de la fonction. 
V/(8) = 40 000 (cos? 0+ cos 0— sin? 6) 
= 40 000 (2 cos? 0+ cos 0 — 1) 
(car sin? = 1 — cos? 6) 


= 40 000 (2 cos 8 -— 1)(cos 0+ 1) 
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T 
3 


nombre critique de V sur L. 4 tel que V (8) = 0. 


V'(8) = 0 si 0 = > car b. =: donc, à est le seul 


Utilisons le test 2 de la dérivée seconde où 
V”(8) = -40 000 sin 8 (4 cos 0+ 1), 


vi) = Det v'() = 600003 <0, 


d’où (.v() est le point de maximum absolu de V. 


Formulation de la réponse. 
T 

0=— 
3 


8. a) Soit x, la distance entre l’hélicoptère et le sol. 


À 
» 


Puisque tan 0 = Lu alors x = 200 tan 6. 
200 


De si = oi ce nous obtenons 
dt dO dt 
25 = (200sec28) ©, | Ne ms) 
dt dt 
d0 nl 
dt  8sec’0 
2 
d’où d0 _ COS 0 
dt 8 
b) Li _r &0,12rad/s 
dt |°=5s 
F) 
c) cos = 0e = donc 20 É 
300 3 dt la=300 8 
d’où — = 0,05 rad/s. 
dt la=300 


9. a) Puisque la source lumineuse fait six tours par minute, 


alors Cas =127 rad/min. 
dt 


Soit x, la distance séparant la projection lumineuse et le 


point À, tel qu'il est illustré. 


<—— x —+ À Mur 
Vue aérienne 


Puisque tan 0 = en alors x = 100 tan @ 
100 


di _ dx 49 
dt d0 dt 
= (100 sec? 8)127 


d’où . = 12007 sec” 8, exprimée en m/min. 
te 


b) Si d = 400, alors sec 0= 4, 
d’où æ =19,27 km/min. 


t la =400 


; d 
c) Puisque = = 12007 sec” 8 et que sec? 8> 1, 
t 


dx ee 
alors sn est minimale lorsque sec? 0= 1, 
fe 


c’est-à-dire 0= 0°. 


La vitesse minimale égale 1,27 km/min et la source 
lumineuse est dirigée à cet instant vers le point A. 


Exercices récapitulatifs (page 388) 


1. a) f(x = 3(cos 3x — cos x) 


-3 sin 3x +6cos° 2x sin 2x 


b) f'@)= 


cos 3x — cos” 2x 


c) g’@) = (2 In 2 — sin x) cos (2" + cos x) 


d) f'@ = 2r sec? F +2 tan r sec? r 
e) f'(u) = -2u sin (tan w?) sec? u? 
(12x° — 2e*) tan (3x° —2e*) 
In 10 


g) h’(8)= Sesc’ F ne Scsc/(36) 


f) F'@)= 


à 
-csc? NX 2 XSeCx" tan x? 


1) f'(x)= e 3x? sec2x + e“ 2sec2xtan2x 


= (e sec2x)3x°? +2 tan2x) 


tr -5t* cscSt cot 51 —4r° csc5t 
j) x'(1)= F 
_ csc5f(-5r cot5t—4) 


1 


k) f'@) = 12 tan? 4x sec? 4x — 35 sec 7x tan 7x 
1)_g'@) = 36x — 63 cos 7x + 3x? csc (1 — x?) cot (1 — x?) 


m) f(x) = sec (sin x) tan (sin x) cos x + cos (sec x) sec x tan x 


n) y’ = 5 e""5 sec? 5f — cos? t + sin? f 


o) f(x) = 5x* (1 — sec? x°) sec? (x° — tan x°) 


Fo (2 
D Or 


t LEE) 


q) v(o=-sin( 5 
cost cos” f 
r) gx) = e "(4 cos 4x — 3 sin 4x) 


-2 


DEC 
(sin x — cos x) 

7) 
“ 

à) x) = — 

> FG) (cos x + x sin x)? 

: -4 

5. a) Droite tangente: y =—x+—; 
T T 


2 


: T 
Droite normale: y, = Fa Het (£ =— 


11. 


13. 


14. 


15. 


17e 


18. à 


20. 


22. 
23. 


24. 
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a) 


a) fest croissante sur J-2, -1] U [1, 2[ et décroissante sur [-1, 1]. 


sl 
et 
3 


-T 
b) f est concave vers le haut sur Ez 


a) 


max. rel.: (Æ ) 
2) 


min. rel. : (0, 0) et (Vx, 0) 


-T 
3 
TT 


concave vers le bas sur | = Lu Ê É 


o 


i) Environ 33,37 m/s 

Environ 7,26 m 

il) tana=2 ii) tan b=0,75 
i) UPS (a)) : 0 ii) Mon, f 
i) 0,5m/s ii) 1 m/s 
iii) Environ 0,78 m/s 

2 o = 
3 b) > C) 71 
60° b) Oui 

T 

— rad b) avV2 em 


À 


Environ 1,12 u? 


a) 
b) 


d0 cos’ 0 


, exprimée en rad/s 


i) Environ 3,06 cm/s 
i) Environ 29,54 cm?/s 


Longueur = 9,86... m et 0= 0,73... rad 


a) 


1 mètre b) Environ 0,71 mètre 


Environ -0,287 rad/s 


ii) Environ 40,87 m/s 


7 ol 


iv) Environ 1,55 m/s 
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Problèmes de synthèse (page 391) 


dy _-sinx 


1. à) 15. a) 0,3rad/min b) Environ -0,52 cm/min 
dx cosy 
ND ere (3x°) 16. a) Environ 17,44 km/h 
dx 3y° sec? (y )—sin (3x?) 
: .. _Qxe* ) 17. P(8,2); 0= 14,04 


dx 2y+csc'(x+ 32 
D 18. a) 0=35,26° b rw 


ti ESle eZ 19. a) Environ 0,005 rad/s b) Environ 0,001 rad/s 


20. a) x(0)= acos0 +Vd° — a° sin° @ 


6. Environ 1185,19 cm° 


8. a) Le point B se confond avec le point A. 
DP 2 2 NP 2 
b) Le temps maximal lorsque 0 = 0,3398... rad, c’est- 21. a) PR= Va” +x° et QR = Vb° +(d-x) 


à-dire environ 19,47°. 


PR R 
D'or Ûe 
10. a) Awm/s; A&? m/s b) a=-? x m/s? 2 
: Vx? + a? Vb? +(d- x} 
11. à) i 243 cm/s ii) 6cm/s OT _ 4 _ 
2 
b) Environ 3,5 cm/s c) Environ 4,17 cm°/s 
d) Environ -0,016 rad/s dO. 6, d0 
) 22, à) —2= LEE Re b) Environ 0,14 rad/s 
dt v,cos6, dt 
14. a) Environ 1,06 cm/min b) Environ -1,2 rad/min 


Chapitre 10 
Exercices préliminaires (page 397) 


T 1 54 n 
1. à) (0e PSS re EE 2} 3. a) sinx = +V1- cos x b) cosy = +1 sin° y 
c) tan@ = +Vsec? 0 — 1 d) cotx = +Vcsc?x-—1 


= # : = 
b) CE ROSE rente 2) : sin) = + 1 _ 
æ È 
9 {8e RI9=%+kmoùke 2} 4. a) sin (Arc sin x) =x 
d) {8e R|8=7r+2kroùke Z|} sin . . 1 — cos?(Arc cosu) = V1 - u? 
c) cos (Arc cos f) = 
- d Arc sinx) = ,/1- sin?(Arc sinx) = V1 — x? 
7 T b 1 © Non définie ) cos (Arc sin x) N sin (Arc sin x) \ x 
6 3 e) tan (Arc tan u) =u 
d) x e) Non définie f) . f) sec? (Arc tant) = 1 + tan/(Arc tant) = 1 + 1° 
g) = h) à i) - 5. a) [sin f Q)J = [cos f (] f' 
da : b) [cos f @)] = [-sin f ©] f'@ 
De k) 0,615... D c) [tan f = [sec2f (1 fx) 
É 6 d) [cot f GO} = [-csc? f C1 f') 
m) à n) Non définie 0) T e) [sec f )] = [sec f @) tan f @] FX 
" : f) [esc f = [-csc f ©) cot f @] FX) 
p) 2 q) = r) Non définie 
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Exercices 
Exercices 10.1 (page 402) 


Arc sinx x _ VI- x? Arcsinx + 2x 


1. à) f'() = 


AN TE 2x1 - x 
’ Ti =3 
D) 80) = —————— 
N1- (x? - 3x) 
. dy _ D 
dx VArcsin x‘ Vi =; 
25t 
G V1- (5) 
d) f'() = = 
F0) G 
__5t-V1- 251 Arcsin 5 
51° V1 - 25° 
AICCOSX + ——— 


, _ 1 — es 
LP (Arc cos x)? 


— 5 Arcsin 5 


_ VI- x? Arccosx + X 
(Arccosx)” V1 — x? 
-(31° — 61) 
etes 


2u* 


f) v'() = 


g) g'(u) = 3u° Arccosu? — = 


: 2x 
sinx — 
h) dy _ V1- x° 
dx di — (COSX — Arc cos x? )? 
\1- x* sinx — 2x 


(I = \1 — (cos x — Arc cos x? )? 


do — 3(Arc sin v)? EY 
Ver EC 

D += : _— 
1—# Arcsint  f4/1— (inf) 
sec? x 


+5 


K) f(x) = ——— 
V1 - tan? x 
-2x Arcsinx® 3x? Arccosx? 


1 gx) = =; N1 = x 


(Arc sin x° )? 


2. a) domf={-1,1]; 
f'(x) = (Arcsin x) + (Arccos x) 
1 1 


V1 = x? V1= +2 


b) k(x) = Arc cos x > 


= 0 


f@) = Arc sin x + Arc cos x 


I 
g(@0) = Arc sin x 2 


3. a) f(x) = Arc sin 3x est définie si -1 <3x<1 


ainsi y = 32 x+b 


ORCCE 


Din = O0 V2 D 
4 = 4 


D'où y = /2x+%-1 


c) Il faut résoudre f(x) =5. 


GI = 5 
1 - (3x) 
3=1-9% 
À =1-—9x? (élevant au carré) 

2 16 

Ge = 

= +4 

3x + 
ainsix = LE OUX =. 


: 4 Al 4 el 
’où s , ArCsin ) et ( , Arc sin | 
D'où les points (£ - : 


4. Les preuves sont laissées à l'élève. 
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Exercices 10.2 (page 406) 


2x +cosx 1 
1 a) fx) = ——— 2. a) f'(x)= 
> f@) 1+(x°?+sinx) > FG 1+ x? 
, tan x +3x D) Maoro=f O=1 
b) 80) = (ec x +3) Aretan + REED ee ee 
) dy 7x° Six =0, f (0) = Arc tan 0 =0 
C) == RO : 
he 2,/Arc tan Die] ainsi 0 = 1(0) + b, donc b=0. 
37 D'où y=x 
d) g’()=12[Arctan (sinr +1 ypt — COSTA . Dos 
pi ( )] 1+(sint +1} nn) —" ) = pa 
’ — 2 (gi _ 
E) f Arc Ge si ) + 2x(sin x — 3) y-Arctanl _1 
2 -(2u -sec u D 
?) 0) = — x—1 à) 
1+(u° —tanu) 7 L D 
Ë y-== (x 
g) HEURES  Pe 4 2 
RS IEC 
2 D'où hr) 
h) f'x)= 3 ! 5 | 2x 2 6 É ae 
1+(x° + Arc cot x°) 1+x 2x 
b) g'(x)= 
ñ Hi ai 1+G7-3ÿ 
1+v 1+v Q) 
Ve 0 
2 Arc cot 2x + > Arc tan x° 53 né Ci 
j) D21tx 1+4x° Re 
dx (Arc cot2x) MRAMEOLE* 
_ 2x(1+4x?)Are cot 2x +2(1+ x*)Arc tan x? “5° : . 
_ (+x4)(1+4x?YArccot 2x) es -2(x-2) 
e* 
k) f'(x)= INUSE T 
SG [1+(e*)?] Arctane* D'où y=-2x+( 44?) 
, cos 
D f(6)= == AS a 
[+(sin0) ][1+(Arctan(sin0)) ] 3. Les preuves sont laissées à l'élève. 
Exercices 10.3 (page 411) 
3) 
: en — 4x° Arcsecx 1 I 
1 4) = g) h'(x)= : | 
dx x (x— Arccscx) (x Arccsc x)? —1 xVx? -1 
Ur x? — 1 Arcsecx : 
Ne h) f'@= Sn? 


un 2,/Arc csc(x°—sinx)(x*-sinx)/(x°-sin x)? -1 
; D AT 2) 
(2 + sin 0),/ (2 + sin 0) -1 ) D = no 
dx xx" —1 


; 1 -1 
PACE (3 Arcsecx)/(3— Arcsecx)* —1 |, /x2 7 secu tanu + 8u” 


) f'@= 


DENOE 


d) g'(x) = Se 5 os 15(Arcsec x°)* (secu + u*)/(secu + u°)? —1 
RE xx -1 ; 4Arccsc4*  In4 Arcsec2x* 
10 à 2 x° — cotx RAY V4 8 _] ReE 1 
e) f(x) = (3x° + csc” x) Arccsc x — xV4x° - (4* y - 


il cot® 
sit 1) v(6)= 


D F0 — a Arc csc (csc 0)4/cot? @ 
i (CP = DCE = 1) = 1 
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1 1 1 _1 
2. a) g’(t) = | | = D) FE 
Met) at PR pe 
’ 1 ; 
at PU LE 1e à = = f'@ 
1 x— 
ainsi y = —=f +b 7% 
: 83 5 da 6 : s} 
Sir=4, g(4) = x-2 243 
: y 12 = , 2) 
AE Re 6 2J3 
3 8V3 3 243 à ss 
Il us 1 D'où y = —=x+|—+— 
Doùy= t+(5-- x) 23 È 3) 
” 893 \3 23 
3. La preuve est laissée à l’élève. 
Exercices 10.4 (page 416) 
1. a) domf= L- = ma nr 
f'@)= ; nc.:-let1 Re 
f1— x? 8 (62) NS 
4x g”@ - 0 + 
RS D 
MCE TH 
& 5 ÎTa 6 NU 
x -1 0 LR 
FO) À æ + + Â E.G. | ===: . (a 2) - 
fo À = 0 ce Se 
71 37 T A.H. 
= io = 7'Ü me ns inf. 
f 2 2 2 = 2 
-71T -37 T 
EG(i) + (or) > (5) 
0 1 +00 
min. inf ax. 0 + E 
+ 0 = 
T T 
0 À — 2" ee 
= 6 ?) 
us HR 
(0, 0) SF | 1, £) (td D 
fGx) = Arc sin x — 3 Arc cos x : : Fe 
min. inf.  — 
; 2 
min. 
b) dom g= IR = 
. " I 2 
Je 8@)= 2 Donc, la droite d’équation y = 5 PSS RE 
lim g=T est une asymptote horizontale. g(x)= Arc tan! # | 
X— +0 ê 3 | 
dé} 26e... 
PF AN nn AN Mes 
x (3+x°) 
AM 
aps) 
es GNU 
8 re FC ;n.c.:-letl 
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c) domv=IR 
lim v(f)= 7x. Donc, la droite d’équation y = tr est une 
asymptote horizontale lorsque 1 — -c, 
lim v(f)= 0. Donc, la droite d’équation y = 0 est une 
asymptote horizontale lorsque 1 — +co. 


-31? 
V'(f)= —— ; n.c.:0 
@ 1+1$ 


6 = 
v”(t)= su” 0 ; n.c.:0,-$/0,5 et £/0,5 


(+1ÿ 
US : -$/0,5 h 
"vol. i - . _. 
FO d ne 
ver 2,18... SU 
EG. 2  (|(C0,89.:218.) 4 : 


ue inf. 

VEUT 

0 $/0,5 +00 
0 u _ Es 

0 — 0 + 

T 

2 ÎTa) 0,95... NU 0 

| T 
0 =) à (0,89... ; 0,95...) % DE 

inf. inf. . 


2. Mathématisation du problème. 


y x-—1 


Puisque tan0 = —= 
x 


alors 0 = Arc | | doit être maximal où x € [1,+ol. 


Analyse de la fonction. 


de = TE : n.c.:let2 
DEN on 
X 1 a +00 
d60 
= + 0 = 
dx ? 
0 (1) à 0(2) N 
max. 
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Formulation de la réponse. 


L’angle 6 est maximal lorsque la droite passe par le point 
P(2, f (2)), c’est-à-dire P(2, 1). 


. Mathématisation du problème. 


La pente de la tangente à la courbe définie par y = Arc sin x 
doit être minimale. Or, la pente de la tangente à la courbe est 
donnée par la dérivée. 


On obtient donc P(x) = m,, = (Arc sin x). 


Il 
VI + 


Analyse de la fonction à optimiser. 


D'où P(x)= doit être minimale, où dom P = ]-I, 1[. 


Calculons P’(x) et déterminons les nombres critiques 


correspondants. 
PO = nn ‘1e :0 
(x) 
x -l 0 
P'@) Â — 0 + Â 
P À 3 P(0) À 
min 


Formulation de la réponse. 
La pente de la tangente à la courbe est minimale au point 
(0, f (0)), c’est-à-dire (0, Arc sin 0), donc au point (0, O). 
La pente minimale = f (0) = 1. 
Représentation graphique de la courbe 
et de la tangente de pente minimale 


y 


n|a 


fQ@x) = Arc sin x 


$ LA = ay Lis (notation de Leibniz) 
dt dx dt 
= + (Arc tan x) me 
dx dt 


(É 
1+x? dt 


Ainsi, Éd = : = fe (car x = g(2) = 20) 
dthiz2 \1+20° /df |s-2 

D'où # = (18) = 0,045 
dti=2 401 


5. Puisque sin0 = ni Ê 
alors 0 = Arc sin( à) 
60 60 m > 
. = 2 { arsin( &)JE À 
t GE 0 [A F À 


Exercices récapitulatifs (page 418) 


3x° —3 


D mn 


b) g'(x)= 5x Arctan2xl' | Ft | 


1+4x° 
ô dy _ cosx—1 
dx (sinx-— x)4/(sinx— x)? -1 
ÿ LS Su° 
d) f'(u)= Arc sin u + = 
1-u 
se (2xcosx— x? sinx)V1- x? Arc sin x — x? cos x 
V1- x? (Arcsin x) 
’ -2(1+ x? 
D f@= see, 


0) 2 
(= x? ne 


dz sinx 
8) ae Arc tan x + 
x 


2/Arctanx (1+ x?) 


Problèmes de synthèse (page 419) 


1. à) , pour 0€ IR 


Q) 
RE 
b) 2x1 x°, pour xef-1, 1] 
c) 2F-1,pourtel-1,1] 


dy _-2(1+ y?)Arctan y 


2) 
dx x 
D Ÿ.-30+x5")_y 
dx  xyi-x? x 


4. a) 0=12,53° 


5. a) i) Environ -0,015 rad/s 
ii) Environ 0,013 rad/s 


6. a) y=22 +20 sin 6, exprimée en mètres 


4 
b) v = 7 cos 6, exprimée en m/s 


y 


-ÂT . se 
) w= Fe 6, exprimée en m/s 


ïe 


d) 8=kr oùke {0, 1,2,3,...} 


1 a 
2 dt 
60 h-[) 
60 


d. 
En posant =. = 5 et x = 20, on obtient 
fi 


se = 0,088... rad/s. 
dt x=20 m 

: -2 4 
bh) f'@)= 


+ 
Cr DNOx I) ae 1 


2. a) n=2x+1;,»=2x+1 


2 
Tr; 
6 
6. a) (4,3) 
b) |4 LE Der 

3 6 3 6 
8. a)i) (3 2) ente minimale = -4/27 

43° 3 :P 


10. Environ 29,93 mètres 


7. a) Distance + 34,8 mètres; @ = 5,9° 


unité? 


_ +243) 
No V6 


11. à f(x) = Arc cos(cos x) 


FQ) 


T 


27 


X 


dom f = IR etima f =[0,7x| 


dom f’=IR \{kx}, où ke Zetima f'’={-1,1} 
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Les noms de mathématiciens apparaissent en caractères gras dans l’index. 


A 


Abel, Niels, 62 
Abu’l Wefa, 376 
Accélération 
instantanée, 216-219 
moyenne, 216, 218 
Agnesi, Maria Gaetana, 168 
Al-Biruni, 373 
Alembert, Jean Le Rond D’, 64 
Analyse de fonctions 
à optimiser, 312 
algébriques, 291-295 
exponentielles et 
logarithmiques, 347-350 


trigonométriques, 381-382 


trigonométriques inverses, 
411-414 


Apollonius de Perge, 84 
Archimède, 64 
Aristote, 62, 364 
Aryabhata, 366 
Al-Samawal, 172 
Asymptote, 83 
horizontale, 88-92, 286 
oblique, 83-84, 287-291 
verticale, 84-88, 286 
Axe de symétrie, 29-31 


Berkeley, George, 93 
Bernoulli, Jean, 177, 231, 308 
Binôme de Newton, 172-173 
Brachistochrone, problème de la, 
231,308 
Breteuil, Gabrielle Émilie 
Le Tonnelier de, 168 


C 


Cauchy, Augustin, 62, 64 
Cercle 
équation d’un, 197 
trigonométrique, 44-46 
Chuquet, Nicolas, 332 
Cissoïde de Dioclès, 256 
Concavité, 270-272 
changement de, 270 


signe de la dérivée seconde, 
271-272 


vers le bas, 270 
vers le haut, 270 
Conchoïde, 88 
Conjugué, 9 
Constante d’Euler, 332 
Continuité d’une fonction, 101 
en un point, 102-104, 145-148 
sur un intervalle, 104-105 
Copernic, Nicolas, 212, 364, 396 
Cosécante, 48 
dérivée de la fonction, 378 
Cosinus, 46 
dérivée de la fonction, 370 
Cotangente, 48 
dérivée de la fonction, 375 
Courbe logistique, 271 
Cournot, Augustin, 222 
Coût 
fixe, 222 
marginal, 223-224 
total, 222 
variable, 222 
Croissance d’une fonction, 251 
signe de la dérivée première, 
254-255 
Cycloïde, 256 


D 


Décroissance d’une fonction, 251 
signe de la dérivée première, 
254-255 

Degré, 45 
d’une fonction polynomiale, 31 
de mesure d’un angle, 45 

Dénominateur, rationalisation 
d’un, 9-10 

Déplacement d’une particule, 131 

Dérivation 
en chaîne, règle de la, 191-193 
implicite, 198-201, 344 
logarithmique, 344-346 

Dérivée(s) 

Arc cosécante, 409-410 
Arc cosinus, 401-402 
Arc cotangente, 405-406 
Arc sécante, 407-409 
Arc sinus, 398-400 

Arc tangente, 403-405 
cosécante, 378-379 
cosinus, 370-372 
cotangente, 375-376 


d’une différence de fonctions, 
179-180 


d’une somme de fonctions, 
178-179, 180 


de a°, 335-337 
de e*, 337-340 


de fonctions constantes, 
170-171 


de fonctions trigonométriques, 
363-379 


de fonctions trigonométriques 
inverses, 395-410 


de la forme [f(x)]", 190 
de la forme x’, 172-175 


de In x, 340-343 
de log, x, 343-344 


de produits de fonctions, 
181-184 


de quotients de fonctions, 
184-187 


du produit d’une constante par 
une fonction, 177-178 


en un point, 140-150 
exponentielle, 334-340 
graphique d’une, 264-265 
logarithmique, 340-346 
nième, 194 

notation de la, 152 
première, 194, 254-257, 332 


première, signe de la, 
250, 255 


première, tableau de variation 
relatif à la, 259-264, 
282-286 


première, test de la, 257-259, 
276, 278-279, 312, 384 


sécante, 376-378 
seconde, 194 


seconde, signe de la, 269, 
271-273 


seconde, tableau de 
variation, 274. 


seconde, test 1 de la, 
276-278 


seconde, test 2 de la, 278-279 
sinus, 366-369 

successives, 193-195 
tangente, 373-375 

troisième, 194 


Descartes, René, 62, 120, 156, 


168, 308 
folium de, 210 


Différence de fonctions, dérivée 


d’une, 180 


Dioclès, cissoïde de, 256 


Domaine d’une fonction, 


24, 32-33 


Droite 
équation de la, 27-29 
horizontale, 26 
normale, 140 
pente de la, 27-29 
verticale, 28-29 


E 


e, nombre, 39, 338 
Ensemble, 2 

de nombres, 3 
Équation(s) 

de l’asymptote, 291-295 


de l’axe de symétrie d’une 
parabole, 29-30 


des asymptotes horizontales, 
88, 286 


des asymptotes obliques, 
83, 287 


des asymptotes verticales, 
84, 286 


différentielle, 332 
d’une droite, 27-29 
logistique, 271 
résolution d’, 19-21, 23 


Euler, Leonhard, 332, 338, 
396, 399 


constante d’, 332 
Exposants, 5 

fractionnaires, 6-7 
Expressions algébriques 

factorisation d’, 11-14 


simplification d”, 15 


F 


Factorisation, 11-15 


Fermat, Pierre de, 1, 108, 
120, 363 


principe de, 363 
Finck, Thomas, 373 
Folium de Descartes, 210 


Fonction 


accélération, 216-217 
affine, 27-29 

algébrique, 32-33 

Arc cosécante, 53 

Arc cosinus, 51-52 

Arc cotangente, 53 

Arc sécante, 53 

Arc sinus, 50-51, 396, 398 
Arc tangente, 52, 396 
composée, 26 

concavité d’une, 270-272 
constante, 26-27, 170-171 
continue, 62, 101-105 
cosécante, 48, 376 
cosinus, 46-47, 380 
cotangente, 48 
croissante, 251, 254-257 
décroissante, 251, 254-257 
définie par parties, 33-35 
dérivables, 140 

dérivée, 149, 150 


discontinue en un point, 
101-102 


domaine d’une, 24, 32-33 

en escalier, 35 

explicite, 197-198 
exponentielle, 38-39, 332, 334 
forme implicite, 197-198 
logarithmique, 39-42, 332, 340 
maximum d’une, 251-253 
minimum d’une, 251-253 


nombre critique d’une, 255, 
272-273 


partie entière, 35 
périodique, 47 
polynomiale, 31 
quadratique, 29-31 
rationnelle, 31-32 
réelle, 24 

sécante, 48, 376 
sinus, 46-47, 332, 380 
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tangente, 48 
trigonométrique, 332, 396, 399 


trigonométrique inverse, 
50, 396 


trigonométrique réciproque, 50 
valeur absolue, 34 
zéro d’une, 25 
Force, 218-219 
Fourier, Joseph, 364, 380 
Fractions 
opérations sur les, 16-18 


G 


Galilée, 130, 212, 308 
Gauss, Carl Friedrich, 105 
Girard, Albert, 105 
Gregory, James, 396 


H 


Herschel, John, 398 
Historique 
de l’optimisation, 308 
de la trigonométrie, 364 
des fonctions continues, 62 


des fonctions trigonométriques 
inverses, 396 


des logarithmes, 332, 341 
des tangentes, 120 
du calcul différentiel, 168, 259 


du calcul différentiel et 
intégral, 248, 364 


Hiyya, Abraham bar, 396 
Huygens, Christiaan, 191, 248 


Identités trigonométriques, 48-49 
Indétermination 


de la forme (+c — ) ou 
(-c0 + 00) 97-99 
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de la forme +, 93-97 


oo 


de la forme _ 77-82 


Inéquations, résolution d’, 21-23 
Intervalle, 3-4 
continuité d’une fonction sur 
un, 104 
de concavité vers le bas, 
270-271 
de concavité vers le haut, 
270-271 


de croissance d’une fonction, 
251, 254-257 


de décroissance d’une fonction, 


251, 254-257 


maximum et minimum à 
l'extrémité d’un, 254 


J 
Jia Xian, 172 


K 


Kepler, Johannes, 396 


L 


Lagrange, Louis, 398 


Laplace, Pierre-Simon de, 
932 


Lavoisier, Antoine Laurent de, 
220 


Leibniz, Gottfried Wilhelm, 1, 
120, 152, 168, 177, 191, 
248, 256 


notation de, 193, 248 


L’Hospital, Guillaume de, 168, 
177, 256 


Limite(s) 
à droite, 65 
à gauche, 65 
à l'infini, 88-92 


conditions d’existence de la, 

66-67 

d’une fonction définie par 
partie, 75-76 


estimation à l’aide d’un tableau 


de valeurs de, 65, 85, 89 


indéterminées de la forme 
(Ho —c) ou (—c + ©), 97-99 


. 2 o  Z En 
indéterminées de la forme > 


93-97 Hi 


indéterminées de la forme _ 


77-82 

infinie, 84-88 

présentation intuitive de la, 64 

théorèmes sur les, 69-75 
Logarithme, 39 

naturel, 341, 344 

népérien, 341, 344 


perspective historique, 
332, 341 


propriétés des, 40 
Loi 

de Snell, 308, 363 

de la réfraction, 363 


M 


Madhava, 396 

Maximum 
à l’extrémité d’un intervalle, 
254 
absolu, 252-253 
détermination du, 212 
local, 251-253 
relatif, 251-253 

Minimum 
à l’extrémité d’un intervalle, 
254 
absolu, 252-253 
détermination du, 212 
local, 251-253 
relatif, 251-253 


N 


Napier, John, 332, 341, 396 
Newton, Isaac, 1, 93, 168, 172, 
197, 218, 231, 248, 256, 
269, 396 


binôme de, 172-173 
Nicomède, 88 
Nombre 


critique d’une fonction, 255, 
272-273 


critique d’une fonction dérivée, 
255, 272-273 


ensembles de, 3 


Notation de Leibniz, 193, 
248 


O 


Optimisation 
résolution de problèmes d”, 307, 
310-321, 350-352, 383-384, 
414-415 


Ordonnée à l’origine, 45 


P 


Parabole, 29 
Pascal, Blaise, 172 
triangle de, 172 
Pente 
d’une droite, 27 


de la sécante à la courbe d’une 
fonction, 122-123, 130-134 


de la tangente à la courbe d’une 
fonction en un point, 
138-140 


Pitiscus, Bartholomeo, 364 
Point(s) 
anguleux, 256-257 
d’inflexion, 269-273 


de maximum absolu, 252-253, 
278-279 


de maximum relatif, 251-253, 
258-259, 276-278 


de minimum absolu, 252-253, 
278-279 


de minimum relatif, 251-253, 
258-259, 276-278 


de rebroussement, 
256-257 


remarquables d’un cercle 
trigonométrique, 45 
stationnaire, 256-257 
Polynômes, opérations sur les, 
8-10 
Principe de Fermat, 363 


Produits de fonctions, dérivée de, 
181-184 


Profit maximal, 225-228 
Ptolémée, 364, 396 
Pythagore, 49, 54 


Q 


Quadrant, 44 


R 


Racine, 5-7 

Radian, 45, 399 

Radical, 5 

Rampinelli, Ramiro, 168 
Rapports trigonométriques, 54 
Réfraction, loi de la, 308, 370 


Règle de la dérivation en chaîne, 
191-193 


Revenu marginal, 224-225 


Roberval, Gilles Personne de, 
120, 137 


S 


Sécante, 373 
à la courbe, 123, 126-127, 133-134 


dérivée de la fonction, 376 
pente de la, 218 
Signe 
de la dérivée première, 250, 255 


de la dérivée seconde, 269, 
271-273 


Sinus, 46, 366 

dérivée de la fonction, 368 
Snell, Willebrord, 363 

loi de, 308, 363 
Sommet d’une parabole, 24 
Stifel, Michel, 172, 332 
Stringham, Irving, 341 


T 


Tableau de variation 
relatif à la dérivée première, 
259-264, 282-286 


relatif à la dérivée seconde, 
274-276, 282-286 


Tangente, 48 
à une courbe, 137-138 
dérivée de la fonction, 373 
équation de la, 155 
pente de la, 148-150, 218 
Taux de variation 


de la position, 130-134, 
146-147, 215 


de la vitesse, 216-219 
en chimie, 220-221 

en économie, 222-228 
en géométrie, 221 

en physique, 214-219 
instantané, 144-145, 
156-157 


liés, résolution de problèmes 
de, 230-236, 352-353, 
384-385,415-416 

moyen d’une fonction sur un 
intervalle, 123-130 
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Test de la dérivée première, 
257-259, 276, 278-279, 384 


Test de la dérivée seconde 
test-1, 276-278 
test-2, 278-279 
Théorème 


de la valeur intermédiaire, 
105-106 


sandwich, 74-75 
sur les limites, 69-75 
Thom, René, 256 


Torricelli, Evangelista, 
120 
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Triangle de Pascal, 172 
Trigonométrie 
d’un triangle quelconque, 55 
du triangle rectangle, 54 
perspective historique, 364 


V 


Valeur(s) 


intermédiaire, théorème de la, 
105-106 


voisines, 64 
Variable 


dépendante, 24 
indépendante, 24 


Verhulst, Pierre François, 
271 


Viète, François, 271 

Vitesse, 130 
instantanée, 148-150 
moyenne, 130-134 


Z 


Zénon d’Élée, 62 
Zéro d’une fonction, 25 


AIDE-MÉMOIRE 


Remarque Les propriétés suivantes ne s’appliquent que si 


les expressions sont définies. 


Lois des exposants 


a"'a' _ a® +n (a”)' _ a" 
m m 

(ab}" — a"b" (£) _ a 

b b” 
m 

. =ga" " P; ie _ 

a a 

a =1 


Radicaux (n, m € IN*) 
a" — 2/a 

a" = a" =(Vay" 
Yab = YaŸb 


-x si x<0 
Si nest pair Vx" = . 
P x si x>0 


Si nest impair Vx" = x 


Propriétés des logarithmes 
log, M=k&S a =M 


log M = log,, M, donc log M=ke 10 -M 


In M = log, M, doncnM=ke& e=M 


log, (MN) = log, M + log, N 
M 
lo EE M -—log, N 
B N B 8 


log, (M') = k log, M 


Ine'=x 


Si M = N, où M et N EIR* alors In M=In N 


DÉRIVATION 


A. Définition 


JORF) 
h 


FO= lim 


B. Règles de dérivation 


+ KFGQ)'=kf 

+ (FO + 80)"=f QE 8%) 

- FO 80)" = 80) +) 8°@) 
| FT - F'C8Q) — F8) 

g(x) [gG)F 

- (FOI =) FO où r € IR 

. (FO) = FC) 8°) 


Au BB SD m 


C. Formules de dérivation 
. (&)=0 
. @'=1 
. &@)=rx"loùrelIR 
. (sn f@) = [cos f (]f"@) 
. (cos f(x) = [-sin f(]f"@) 
. (tan fQ)) = [sec FO] f"@ 
. (ot fQ)) = [-csc° FO] ff @ 
. (sec f() = [sec f ) tan f If" C0) 
. (sc fo) = T-csc f( cotf(O]f" 
. ay = inaf" 
b (el) = el f(x 
, _T'@) 
- (nf) = F0) 
f'(x) 
f(x)Ina 
14. (Arc sin f (x)) = #4) = 
1-[FCO 
15. (Arc cos f (x)) = _ 0 
1-[fGP 
f'@) 
1+[FOP 
-f'@) 
1+[FOP 
f'@) 
FGNLFGF -1 
10 ter op = 0 … 
SONG -1 


© © I SA 1 BR © D = 


mn mi 
ni © 


mi 
D 


13. (log, f @) = 


16. (Arc tan f (x)) = 


17. (Arc cot f (x)) = 


18. (Arc sec f (x)) = 
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